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Vorrede. 

Die  Theorie  der  algebraischen  Funkfcionen  einer  Variabein  kann 
von  den  aller  verschiedensten  Gesichtspunkten  aus  behandelt  werden, 
weil  sie  aufs  engste  mit  der  Arithmetik,  der  Algebra,  der  Punktionen- 
theorie und  der  Geometrie  zuBammenhÜngt;  auf  dieser  nahen  Beziehung 
zu  den  schönsten  und  tiefsten  Fragen  der  ganzen  Mathematik  beruht 
wohl  zum  Teil  der  eigentümhche  Reiz,  der  dieser  Disciplin  innewohnt, 
und  ihre  immer  wachsende  Bedeutung  für  die  Enfcwickelong  der  Gesamt- 
wissensebaft. 

Im  Laufe  der  letzten  vierzig  Jahre  hat  sich  aber  den  Forschem, 
zuerst  durch  die  Arbeiten  von  Weierstrafs,  Kronecker,  Dedekind 
und  "Weher,  mehr  und  mehr  die  Überzeugung  aufgedrängt,  dafs 
der  leichteste  und  sicherste  Eingang  in  diese  Theorie  durch  eine 
wesentlich  arithmetische  Betiachtung  der  rationalen  und  der  algebrai- 
schen Funktionen  gewonnen  werden  kann,  selbstverständlich  unter 
organischer  Einführung  der  hierher  gehörigen  Resultate  aus  der  Funk- 
tionentbeorie,  welche  ja  in  der  von  Weiersti'afs  gegebenen  Darstellung 
selbst  arithmetischen  Charakter  besitzt. 

Bei  dieser  Problemstellung  erscheint  diese  Disciplin  nahe  ver- 
wandt mit  der  allgemeinen  Theorie  der  algebraischen  Zahlen  und  mit 
derjenigen  der  algebraischen  Flächen;  aber  es  zeigt  sieh,  dals  sie  die 
einfachste  und  einheitlichste  unter  ihnen  ist,  und  dafs  ihre  Methoden 
vielleicht  noch  weiter  führen  und  tiefer  in  das  behandelte  Gebiet  ein- 
dringen, als  dies  in  der  höheren  Arithmetik  und  in  der  Lehre  von  den 
algebraischen  Fachen  der  Fall  ist.  Beim  Vergleich  mit  der  zweiten 
Disciplin  findet  man  den  Grund  dieser  Erscheinung  einfach  darin,  dafs 
die  Theorie  der  analytischen  Funktionen  zweier  Variabein  in  ■wesent- 
lichen Punkten  noch  der  genaueren  Durchbildung  bedarf;  aber  auch 
für  die  zuerst  genannte,  viel  weiter  entwickelte  Theorie  kann  die 
Richtigkeit  unserer  Behauptung  aus  einer  Gegenüberstellung  ihrer 
Methoden  und  ihrer  Ziele  erschlossen  werden. 
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TI  Vorrede. 

In  der  hölieren  Arithmetik  werden  die  algebraisclieix  Zahlen  einmal 
in  Bezug  auf  ihre  Teilbarkeit  untersucht  mit  Hilfe  der  Idealtheorie, 
zweitens  aber  werden  sie  in  Bezug  auf  ihre  GrÖlse  betrachtet,  und  diese 
Fragen  führen  auf  die  Theorie  der  Einheiten  und  im  weiteren  Umfange 
auf  die  Betrachtungen,  welche  man  nach  Minkowski  als  die  Geometrie 
der  Zahlen  bezeichnet.  Während  die  Resultate  dieser  beiden  arith- 
metischen Untersuchungen  sehr  ähnlich  sind,  erseheinen  ihre  Methoden 
TöUig  verschieden.  Femer  sind  diese  Untersuchungen  auf  das  Gebiet 
der  algebraischen  Zahlen  beschränkt,  während  sich  für  das  der 
tranacendenten  Zahlen  bisher  noch  keine  allgemeinen  Methoden  er- 
geben haben. 

Dagegen  bedürfen  wir  in  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen 
zu  ihrer  vollständigen  Charakterisierung  innerhalb  des  allgemeinen 
Funktionengebietes  nur  des  Satzes,  dafs  sie  endlich  vieldeutig  sind  und 
in  der  Umgebung  einer  jeden  endlichen  oder  der  unendlich  fernen 
Stelle  algebraischen  Charakter  besitzen.  Mit  Hilfe  des  Fortsetzungs- 
prinzips für  die  analytischen  Funktionen  erhält  man  so  eine  wunder- 
bar einfache  und  vollständige  Einsicht  in  die  Natur  einer  beliebig 
gegebenen  algebraischen  Funktion,  eine  völlig  strenge  Darstellung  der 
zugehörigen  ßiemannschen  Kugelfläche,  und  eine  rein  arithmetische 
Charakterisierung  ihrer  Punkte  und  der  diesen  zugeordneten  Divisoren; 
genau  dieselbe  Einsicht  ergiebt  sich  aber  auch  für  alle  algebraischen 
Funktionen,  welche  rational  durch  die  gegebene  imd  die  unabhängige 
Variable  ausdrückbar  sind,  d.  h.  für  alle  Elemente  des  zugehörigen 
„Körpers"  oder,  was  ganz  dasselbe  ist,  für  alle  Funktionen  der  zu- 
gehörigen iliemannschen  Klasse.  Durch  eine  einfache  Ausdehnung  des 
Begriffe  der  Teilbarkeit  in  der  Zahlentheorie  gelangt  man  endlich  dazu, 
die  Gesamtheit  aller  algebraischen  Funktionen  jenes  Körpers  vollständig 
zu  beherrschen. 

Während  aber  die  höhere  Zahlentheorie  ihre  Aufgabe  mit  der 
Kenntnis  der  algebraischen  Zahlkörper  als  gelöst  ansieht,  bildet  das 
entsprechende  Eesultat  für  unsere  Theorie  nur  die  Grundlage  für  zwei 
sehr  viel  weiter  und  tiefer  gehende  Probleme,  von  denen  das  eine 
analytisch,  das  andere  geometrisch  ist.  Es  ergiebt  sich  nämlich  einmal 
unmittelbar  die  Aufgabe,  alle  diejenigen  analytischen  Funktionen  zu 
untersuchen,  deren  Ableitungen  nach  der  unabhängigen  Yariabehi  dem 
algebraischen  Punktionenkörper  angehören.  Da  wir  aber  die  Ableitungen 
jener  Funktionen  beherracheu  und  aufserdem  aus  dem  Charakter  der 
Ableitung  an  einer  Stelle  unmittelbar  auf  den  Charakter  der  Funktion 
schliefsen  können,  so  ergiebt  sich  aus  den  zuerst  gefundenen  Resultaten 
sofort  eine  genaue  Erkenntnis  jeuer  Integralfunktionen,  der  s 
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Vorrede.  VII 

Integrale,  und  eine  naturgemälse  Einteilung  dieser  dem 
algebraischen  Körper  zugeordneten  einfachsten  Transcendenten.  Als 
die  beiden  wichtigsten  Resultate  dieser  weiteren  Theorie  erhält  man 
so  rein  arithmetiaehe  und  allgemein  giltige  Begründungen  des  so- 
genannten Riemann-Eochsehen  Satzes  und  des  Abelschen  Theorems, 
durch  welche  auch  der  Weg  zu  den  Abelsehen  Funktionen,  den 
Umkehrungsfunktionen  der  Abdachen  Integrale  bereitet  wird. 

Zweitens  kann  aber  die  zwischen  zwei  Punktionen  des  Körpers 
bestehende  algebraische  Gleichung  geometrisch  als  ebene  Kurve  gedeutet 
werden,  und  es  bietet  sieh  so  die  reizvolle  Aufgabe  dar,  alle  dem 
Körper  zugehörigen  Kurven  zu  untersuchen.  Auch  hier  ergiebt  sich 
unter  Benutzung  der  Theorie  der  Teilbarkeit  eine  allgemein  giltige  und 
doch  auf  jede  noch  so  spezielle  Kurve  anwendbare  Theorie,  in  deren 
Mittelpunkte  die  Plückerschen  Formeln  in  ihrer  allgemeinsten  Passung 
und  die  Analyse  der  Kurvensingularitäten  stehen. 

In  diesem  Umfange  ist  diese  Disciplin  in  dem  vorUegenden  Werke 
dargestellt;  wir  haben  uns  bemüht,  die  ganze  Theorie  und  alle  aus  ihr 
abzideitenden  Folgerungen  ohne  jede  sogenannte  vereinfachende  Vor- 
aussetzung zu  begründen  und  nur  solche  Methoden  und  Definitionen 
zu  benutzen,  welche  auf  jeden  vorgelegten,  noch  so  speziellen  Fall 
anwendbar  bleiben,  und  zwar  so,  dafs  die  verlangten  Rechnungen  stets 
■wirklich  ausgeführt  werden  können. 

In  Bezug  auf  den  Anteil,  welchen  die  beiden  Verfasser  an  diesem 
Werke  haben,  möchten  wir  nur  erwähnen,  dafs  der  Plan  und  die  An- 
ordnung des  Gesamtinhaltes  aus  langen  und  eingehenden  gemeinsamen 
Besprechungen  hervorgingen,  welche  uns  beiden  stets  eine  schöne  und 
wertvolle  Erinnerung  bleiben  werden;  die  genaue  Ausarbeitung  der 
zwanzig  ersten  Vorlesungen  ist  dagegen  durch  den  älteren,  die  der 
I  durch  den  jüngeren  der  beiden  Herausgeber  erfolgt. 
Für  die  Vergleiehung  der  hier  gegebenen  Darstellung  dieser  Theorie 
mit  den  früheren  Methoden  verweisen  wir  auf  den  am  Ende  des  Buches 
gegebenen  ausführliehen  Rückblick. 

Bei  der  Redaktion  der  ersten  Hälfte  dieses  Buches  hat  uns 
Herr  Dr.  Oster,  bei  der  zweiten  und  dem  Sachregister  Herr  stud. 
Zymalkowski  in  dankenswertester  Weise  unterstützt;  ganz  besonderen 
Dank  aber  möchten  wir  Herrn  Professor  L.  Schlesii^er  in  Klausen- 
burg  dafür  aussprechen,  dafs  er  die  Druckbogen  des  ganzen  Werkes 
sorgfältig  durchgesehen  hat;  sein  wertvoller  Rat  ist  uns  an  vielen 
Stellen  von  grofsem  Nutzen  gewesen.  Endlich  gilt  unser  Dank  der 
Verlagsbuchhandlung  von  B.  G.  Teubner,  die  unsere  Aufgabe  durch 
entgegenkommendes  Eingehen  auf  unsere  Wünsche,   und   die  bei  ihr 
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VHI  Vorrede, 

wohlbekarmte  Sorgfalt  im  Druck   und  in  der  Ausstattung  wesentlich 
erleichtert  Jiat. 

Möchte  es  uns  gelangen  sein,  unser  Interesse  und  unsere  Liebe 
für  dieses  schöne  Gebiet  mathematischer  Foi^chung  unseren  Lesern 
mitzuteilen;  wir  würden  darin  einen  reichen  Lohn  für  mehrjährige 
Arbeit  erblicken. 

Berlin  und  Heidelberg, 

den  10.  Mai  1903, 

K.  Uensel.     G.  LaudsTterg. 
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fl'äche  ff.  —  Die  Divisoren,  —  Ihre  Analogie  mit  den  Divisoren  der 
Zahientkeorie.  —  Die  den  Funktionen  des  Körpers  BugehÖrigen  Divi- 
soren. —  Die  Zerlegung  der  rationalen  Funktionen  in  Partialbrüche. 
—  Fundamotttalfiätae  aus  der  Theorie  der  analytischen  Funktionen.  — 
Funktionenelemont,  —  Analytische  Portsetaung.  —  Eindeutige  und 
mehrdeutige  Funktionen.  —  GrenasteUen.  —  Bin  Satz  über  die  Koeffi- 
aieuten  der  Potenareihen.  —  Der  wahre  KonTergenzbereich  für  das 
Element  einer  analytischen  Funktion.  —  Die  eharaktcristiscbe  J'Jigen- 
Bchaft  der  Funktionen  dos  Körpers  K(ii). 

Dritte  Vorlesung 25—38 

Die  algebraiflchen  Funktionen  von  2.  —  Untersuchung  dewelbon  für 
einen  gegebenen  Wert  von  a.  —  Die  Gleichungsdiskriminante.  — 
Untersuebung  der  algebraischen  Funktioaen  in  der  Umgebung  einer 
regulären  Stelle.  " —  Berechnung  der  Koeffizienten  der  n  Punktiouen- 
elementc.  - —  Beweis  der  Konvergeuz  jener  Reihen.  —  Untere  Grenze 
des  Konvergenabereicbes  für  das  ganze  reguläre  Gebiet. 

Vierte  Vorlesung 39—52 

Untersuckung  der  algebraischen  Fnnktionen  in  der  Umgebung  einer 
beliebigen  regulären  oder  kritischen  Stelle.  —  Bestimmung  der 
Anfangsglieder  der  za  einer  Stolle  gehörigen  Potenzreiheu.  —  Kon- 
struktion des  zu  einer  Stelle  gekörigen  Diagramms.  —  Folgerungen. 
—  Aufstellung  der  au  einem  Anfangsgliede  gekörigen  Potenzreike. 
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Fünfte  Votlesong 53— T7 

Die  Reihen  i^^,  Mj,  .  .  .  m^  schreiten  naoli  steigenden  PotenaeB  des 
Liaearfaktors  (s  —  a)  fort.  —  Der  irreguläre  und  der  reguläre  Teil 
der  Eeiteß  u^.  —  Die  n  Wurzeln  der  Kongruena  f(u)l^O.  —  Die 
Reihen  m^  stellen  die  n  Gleiohungswurzeln  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (ä  =  k)  dar.  —  Untere  Grenze  für  den  Konvergenzbereict  aller 
Reihen  M;.  —  Anwendungen. 

Sechste  Vorlesung 78—86 

fc  der  Poteuzreihea  «()))  tou  der  Stelle  J).  —  Fortsetzung 
s  Funktionenelementa  «(p)  über  das  reguläre  Gebiet  der  Eugel- 
18  Endwertes  von  dem  durchlaufenen  Wege. 
3  ElementoB  M(p)  beim  Umlauf  um  einen  kritischen 
Pnnkt. 

Siebente  Vorlesucg S7— 102 

Portsetzung  eines  Funlitionenelementes  u{!p)  auf  der  zerschnittenen 
Horizontalebene  §  und  auf  der  verschnittenen  Kngelfläclie  S.  — 
Eindeutigkeit  und  Stetigkeit  der  Funktionen  «  für  diese  Bereiche.  — 
Fortsetzung  der  n  konjugierten  Elemente  «^  (5(ä)  auf  den  n  Berachnittenen 
Kugelflächen  ff..  —  Die  zugehörigen  Elemente  in  den  kritischen 
Punkten.  —  Über  den  Wert  der  n  Fiuiktionen  m^($)  am  Rande  der 
KugeMäeiien  S^ .  —  Vereinigung  der  n  Pläehen  JE^  zu  einer  Riemann- 
schen  Kugelflä,che.  -—  Die  regulären  und  die  Verzweigungspunkte  der 
Riemannschen  Kugelfläche. 

Achte  Vorlesung 103—115 

Die  rationalen  Funktionen  SR  (m^,  .--**„)  der  n  Gleich-ongswurzeln.  — 
Umläufe  und  Substitutionen..  —  Die  Substitutionagruppen.  —  Die 
Bedingungen  dafür,  daCa  eine  Funktion  B(Mi,...m^)  eine  rationale 
Funktion  von  z  ist.  —  Zuaaro m enhangende  und  nicht  ausammen- 
hängende  Eiemannsche  Kugelfiächen.  Irraduktible  und  reduktible 
Gleichungen.  —  Durch  eine  irredoktible  Gleichimg  wird  eine  einaige 
analytische  Funktion  definiert.  —  Der  Körper  K{z,u).  —  Die  auf 
der  Riemannschen  Fläche  bis  auf  polare  Unstetigkeiten  regnlai'en 
analytischen  Funktionen  sind  die  Punktionen  des  Körpers  K{2,u) 
nnd  keine  anderen. 

Zweiter  Teil.    Der  Kürper  algebraischer  Funktionen 116—203 

^Neunte  Vorlesung 116—140 

Untersnchnng  der  Gröfsen   des  Körpers  K(_Z,ii).  —  Norm  und  Spur. 

—  Darstellung  aller  Gröfsen  von  K{a,  ii)  durch  eine  Basis.  —  Die  au 
einem  Systeme  (rf^\  ■  ■  ■ »)'"')  gehörige  Matris  und  ihre  Determinante. 

—  Systeme  mit  der  Determinante  Null.  —  Theorie  der  Matrizen; 
Addition  und  Multiplikation  derselben,  —  Die  Elementarsysteme.  — 
Hauptsätze  über  die  reciproken,  die  kocyugierten  und  die  komplenien- 
tären  Systeme.  —  Beziehung  awiachen  zwei  Basissystomen  für  den 
Körper  K{s,w).  —  Die  Unterkörper  von  K{i:,ii),  die  zugehörigen 
Eiemaomachen  Kugelflächen  und  ihre  Veraweigungspunkte. 
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Zehnte  VorleBung 141—157 

Die  OrdnimgaKahlen,  —  Die  Primdivisoren.  —  Die  algebraieolien 
Divisoren,  —  Die  Onindregeln.  ffir  daa  Eeehnen  mit  Divisoren.  — 
Die  ganzen  und  gebrochenen  Divisoren.  —  Der  gröfsto  gemeinsame 
Teiler  von  Divisoren.  —  Die  den  Elementen  von  K{e,  u)  zugeordneten 
Divisoren,  —  Die  algebraischen  Einheiten  oder  Konstanten.  —  Jede 
algebraische  Funktion  besitzt  gleich  viele  Kuli-  und  tJnendlichkeits- 
BteUen. 

Elfte  Vorlesung 168—173 

Die  Moduln  des  Körpers  K{i!,u)-  —  Äquivalente  Basissjstome.  — 
Elementartransformationen.  —  Dia  Zerlegung  der  Transformationen 
in  elementare.  —  Ilntersnchung  der  Fnnitionen  eines  Moduls  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  (_z  =  a).  —  Der  Teiler  einer  algebraisclien 
Funktion  für  eine  Stelle  {z  —  a).  —  Normale  Basissjsteme.  —  Jedes 
Basissystem  ist  einem  normalen  äquivalent. 

Zwölfte  Vorlesung 174—187 

Die  Determinantenteiler  einer  Matrix.  —  Ihre  Unvoränderlictkeit  bei 
umkehrbaren  ganzen  Transforaxationen.  —  Die  Elementarteiler.  — 
Die  Blementarteiler  eines  Nonnalsyetems  sind  mit  den  Kolon nenteilem 
identisch.  — -  Bestimmung  der  Verzweigungspunktc  der  Eiemannsohen 
riäohe  aus  den  Elomentarteilam  einer  beliebigen  Basis, 

Dreizehnte  Vorlesung 188—203 

Berechnung  der  Verzweigungsordnungen  für  die  zu  einet  gegebenen 
Gleichung  gehörige  Kugclflaohe.  —  Direkte  Bestimmung  des  ersten 
und  aweiten,  sowie  des  letzten  und  vorletzten  Determinantcnteilots. 
-^  Anwendungen:  Die  binomischen  Gleichungen  »iWn  Grades.  Die 
Veraweigung  der  allgemeinen  zweibrättrigen,  dreiblättrigen  und  vier- 
bl&ttrigen  Eiemannschen  Flächen. 

Dritter  Teil.    Die   algebraischen   DiTisoren   und    der   Biemanu- 

Roehsclie  Satz 204—364 

Vierzehnte  Vorlesung 204—321 

Die  Ideale  des  Körpers  K(_e,u)  und  ihre  eiofaclisten  Eigenschaften. 
—  Die  Fundamentalsysteme  für  ein  Ideal.  —  Transformarion  einer 
beliebigen  Basis  in  ein  Fundamentalsystem  für  das  Ideal  (I),  — 
Folgerungen;  Die  einem  algebraischen  Divisor  zugeordneten  Fnnk- 
tionen  des  Körpers.  —  Die  charakteriatiachen  Eigenschaften  des 
Fundamentalsjstems  für  ein  Ideal  und  die  Bestimmung  des  zu- 
gehörigen Divisors.  —  Die  Determinante  eines  Fundamentalsystema 
für  ein  Ideal.  —  Der  Veraweigungsteiler.  —  Die  ganzen  algebraischen 
Funktionen  des  Körpers, 

Fünfzehnte  Vorlesung 223-235 

Aufsuchung  aller  linear  unabhängigen  Hnltipla  eines  gegebenen 
Divisors.  —  Folgervingen:  Die  Vcrzweigungszahl  einer  Ricmannaohen 
KugeUäche  ist  stets  eine  gerade  Zahl.  —  Die  komplementären  alge- 
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biaisolien  Systeme  —  Ihie  Ciiiindpigenscliiften  —  Di  Elementar- 
teller koiaplem.eiitdj.er  Systeme  —  Die  kompleiaeafiien  Pundameatat- 
»Systeme  und  die  zugehengen  komplemBtitd,icn  Dnisoren.  —  Än- 
wendnngea.. 

Seehaebnte  Vorleaung 236—249 

Die  eindeutige  Transformation  des  Körpers  K{z,u)  in  einen  anderen 
K{x,y)  bei  'beliebiger  Annahme  der  unabbängigen  Variabeln.  —  Die 
einer  Yariabeln  x  augebörige  Eiemannacbe  Kugelfläcbe  Sf^.  und  ibr 
Teraweigangsteiler  8^,.  —  Die  Punkte  der  Fachen  31^  und  SR^  nebst 
ibren  Umgebnugon  cntsprecben  sich  eindeutig,  —  Invariante  Definition 
der  Punkte  ^,  ihrer  Umgebung  nad  der  Ordnungszahlen.  —  Alle 
Kugelflächon  ^^  des  Körpers  K  sind  zneammenb Engend,  die  zu- 
gehörigen Gleicbnngen  also  irreduktibel. 


3  Vorlesung 260—268 

Die  Divisorenklaasen.  —  Die  Haupt-  oder  Einbeitsklasse.  —  Die 
Komposition  der  Klassen.  —  Der  Integritätsbereicb  einer .  Klasse,  — 
Lineare  Darstellung  aller  ganzen  Divisoren  einer  Klaase  durch  ein 
linear  unabhängiges  System.  —  Anwendung:  Reduktion  des  Körpers 
K{e,  w)  auf  eine  möglicbat  niedrige  Ordnung.  —  Das  öescblechfc  des 
Körpers.  —  Bestimmung  aller  Multipla  eines  DivisorB  d  innerhalb 
einer  beliebigen  Divis orenklasae  R.  —  Die  Klassen  vom  Teiler  % 
und  die  primitiven  Klassen. 


3  Vorlesung 2 

Die  Integralfunktionen  o  rationaler  Ditferentiale.  —  Die  logarith- 
mischen Stellen  deraelben.  —  Die  Residuen.  ~  Die  Vieldeutigkeit 
der  Integralftmktionen  auf  der  einblättrigen  Kugel^che.  —  Änderung 
der  Integrationsvariabcln.  —  Der  an  einem  rationalen  Differentiale 
gehörige  Differentialteiler.  —  Die  zu  dem  Körper  K{^)  gehörige 
Differentialklasse.  ^  Besiehung  der  Integralfnnktion  zu  ihrem  Diffe- 
rentialteUer.  —  Die  Integrale  aweiter  und  dritter  Gattung.  —  Ab- 
hängigkeit der  Integrale  o)  vom  Integrationawege.  —  Anwendung  der 
Eulerscbea  TinS  der  Caiichj*aohen*  Litegraldefinltionen  auf  die  Muni- 
tionen 0).  —  Die .  Periodiaitätsmoduln  der.  Integrale  m.  ~-  Die  Suinmö 
aller  Residueu  eines  rationalen  Differentials  ist  stets  gleich  Null. 

Neunzehnte  Vorlesung S 

Die  Integralfunktionen  algebraischer  Differentiale  oder  die  Abelschen 
Integrale.  ~  Ihre  logaritbmischen  Stellen.  —  Die  Residuen  der  alge- 
braischen Differentiale.  —  Der  zu  einem  Abelschen  Integrale  gehörige 
Differentialteiler.  —  Das  Geschlecht  des  Körpers  K(e,u).  —  Die  zu 
dem  Körper  .ff  (s,  m)  gehörige  DifferentialklassoW.  —  Die  Fundamental- 
aufgabe in  der  Theorie  der  Abelschen  Integrale  und  ihre  vollständige 
Lösung.  —  Anwendung;  Aufstellung  eines  vollständigen  Systems  von 
unabhängigen  .Integralen  erster  Gattung.  —  Die  Anaabl  derselben  ist 
dem  Geschlecbte  des  Körpers  K{g,  m)  gleich.  —  Der  Eiemanu-Rocbsciie 
Sat?i.  —  Folgerungen:  Bestimmung  eines  vollständigen  Systems  un- 
abhängiger Integrale  mit  gegebenen  Unatetigkeitsbedingungen. 
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ZwanaigBt«  VoileBDUg-    ...-.,■ 307— -319 

Die  Elementariategrale  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung.  —  Die 
Differentialklasse  {W)  ist  primitiv.  —  Eb  giebt  keine  Integrale, 
weloliö  nnr  an  eiESr  Stelle  und  awar  logarithmisch  ■unendlich,  werden. 

—  Die  Elementarintegrale  aweiter  und  dritter  Gattung.  —  Die  all- 
gemeineren lategrale  aweiter  Gattung.  —  Jede  Divis orenklaßse  CütW) 
ist  primitiv,  sobald  9!  irgend  ein  ganzer  Divisor  von  höherer  als  der 
ersten  Ordnung  ist.  —  Jedes  Ahelache  Integral  ist  auf  eine  einzige 
Weise  als  Sumlne  von  Blemfintarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter 
Gattung  darstellhar,  —  Punktionen  des  Körpers  mit  gegebenen  Polen. 

Eimmdzwanzigste  Vorlesung 320 — 342 

Perioden  eines  Äbelsoheii  Integrale.  —  Verschiedenes  Verhalten  der 
Körper  mit  Tersohwindendem  und  mit  positivem  Geschlecht.  — 
Analysis  situa.  —  Einfach  und  mehrfacli  zusammenhangende  Flachen. 

—  Verwandlung  der  letzteren  in  einfach  Buaammenhiä,ngende  Flächen 
durch  Querschnitte.  —  Ordnung  des  Zusammenhanges  der  Eiemann- 
scheii  Fiäclie.  —  Ahelsche  Integrale  erster,  aweiter  und  dritter  Gattung 
bei  besciiränttem  und  nneingesehränktem  Verlaufe  dea  Integrations- 
weges. —  Die  Summe  der  Residuen  eines  Abelschen  Differentials  ist 
gleich  Null.  —  Bestimmung  der  Abelschen  Integrale  durch  ihre  Un- 
Btetigkeiten. 

Zweiundzwanaigate  Vorlesung 343 — 304 

Normierung  der  Integrale  durch  Angabe  eines  Teiles  der  Perioden. 

—  Periodenrelationen  für  Integrale  erster,  aweiter,  dritter  Gattung. 

—  Die  Perioden  und  die  Integranden  der  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gattung  als  Funktionen  der  ünstetigkeitspunkte.  —  Der  Sata 
von  der  Vertauachung  von  Parameter  und  Argument  bei  den  Inte- 
gralen dritter  Gattvmg,  —  Der  Riemann-Eochsche  Satz  als  Folge 
der  Periodenrelationen. 


Vierter  Teil.    Bie  algebraiscten  Kurreu  oder  Gebilde 


Dreiundzwanaigste  Vorlesung 365 — 396 

Algebraische  Kurven  oder  Gebilde.  —  Die  Gradzahlen  der  Kurve.  ■— 
Transformation.  —  Unendlich,  ferne  Elemente  der  Kurve.  —  Mehr- 
faclie  Punkte  der  Krrrve;  verschiedeiie  Definitionen.  —  Ein-  und 
mehrzweigige  Singularitäten;  Tangenten.  —  Aufzählung  der  ein- 
fachsten Singularitäten.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  oder  der 
Singularitäten.  —  Zerlegung  dieses  Divisors  in  seine  Elementar- 
bestandteile, —  Wesentlicher  und  aufserwos  entlicher  Teiler  der  Dis- 
kriminante  der  Kurvengleichung. 

Vierundzwanzigste  Vorlesung 397—419 

Auflösung  der  Singularitäten.  —  Erate  Methode.  —  Zweite  Methode. 
— •  Puuktionenringe.  —  Die  Bedeutung  des  Divisors  der  Doppelpunkte 
für  Pnnktionenringe.  —  Adjongiei'tc  Kui-ven  und  Differentiale  erster 
Gattung.  —  Die  birationale  Transformation  als  allgemeinstes  Ab- 
büdungsprinzip  algebraischer  Kurven. 
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Panfandawanzigste  Vorlesung 420—438 

Homogene  Gloichungea  und  Divis orenscharen.  — •  Lineare  Transfor- 
mation. —  Sehnittkurven.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  im 
projettiveu  Sinne.  Seine  Darstellung,  —  AronholdBche  Form  der 
Abelsehen  DifFerentiftle.  —  Die  Bedeutung  des  Divisors  der  Doppel- 
punkte bei  dieser  Darstellung;  adjungierte  Kurven,  —  Der  Eestsatz 
für  adjungierte  Kurven.  —  Korresidualität. 

Sechsundzwanaigate  Vorlesung 439— i59 

Gleichungen  der  Kurve  in  Linienkoordinaten.  —  Die  Pluokerschen 
Formeln  und  ihre  Verallgemetoerung.  —  Anwendung.  —  Eine  Divi- 
BOrenachar  der  Dimension  S  -|-  1  besitzt  Verzweigungsdivisoren  der 
ersten,  zweiten,  .  .  .  s*"'  Ordnung  und  Tangentialkoordinatcu  der 
ersten,  Bweiten,  .  .  .  (s  — Ijton  Ordnung. 


ä  Vorlesung 460—482 

Ranmkurven  und  Divisorens  cbaren.  —  Die  Divisoren  der  Btationaj-en 
Punkte,  Geraden  und  Ebenen.  Anaahlrelationen.  —  Hinreichende 
Bedingung  dafür,  dafs  eine  Funktion  des  Körpers  als  ganze  Funktion 
der  Koordinaten  der  Raumkurve  dargestellt  werden  kann,  —  Anzahl 
der  Bedingungsgleictnngen,  welche  eine  durch  die  Eaumkurve  hin- 
durehgelegte  Pl'äche  erfüllen  mufs.  —  Der  Divisor  der  Doppelpunkte 
einer  Ranmkurve. 

Fünfter  Teil.    Die  Klassen  algeftralseljer  Ge1)ilde 483—562 

AoktnndawanzigHte  Vorlesung 483 — EOl 

Die  Hauptkurve  oder  die  Kurve  der  Differentiale  erster  Gattung,  — 
Sie  hat  keine  Doppelpunkte,  wenn  sie  nicht  hypereUiptiBch  ist.  — 
Die  Verzweigungsdivisoren  der  Differentialklasse  und  die  Weierstrafs- 
Punkte,  —  Die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  mit  einer  Ünendlich- 
keitsstelle;  additive  Moduln.  —  Die  Anzahl  der  Weierstrafa-Punkte, 
—  Gruppe  der  Transformationen  des  Gebildes  in  sich.  —  Algebraische 
Gebilde  vom  Geschlechte  ß  >  1  besitzen  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Transformationen  in  sich. 

Neunundzwanzigste  Vorlesung 602 — 527 

Projektionen  einer  Kurve  in  niedere  Eärune.  —  Einfach  und  mehrfach 
überdeckte  Projektionakurven.  —  Die  Potenzen  der  DifferentialMasse 
und  die  Darstellung  ihrer  ganzen  Divisoren.  —  Sata  von  Koether.  — 
Nicht -hjpereUiptis che  Körper  vom  Geschlochte  drei  und  vier.  —  Die 
beiden  verschiedenen  Arten  von  Körpern  des  Geschlechtes  vier.  — 
Normalgleichungen  und  Moduln. 

Dreifsigste  Vorlesung 528 — 539 

Klaascn  algebraischer  Gleichnagen-,  ihre  Moduln.  —  Normalgleiehungen. 
~  Rationale,  elliptische,  hyperelliptische  Gebilde.  —  Zahl  ihrer 
Moduln.  —  Die  rationalen  und  elliptischen  Gebilde  besitzen  ■anendlieh 
viele  Transformationen  in  sich.  —  Die  Zahl  der  Moduln  eines  all- 
gemeinen Körpers  vom  Geschleckte  p  ist  gleich  Sp  —  3. 
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EmimddreifBigste  Torleming 540—562 

Bestimmung  einer  Nonaalgleioliimg  durch  die  Weierattafs -Punkte.  — 
Zweiter  Beweis  des  Satnes,  dafs  algebraisciie  Gebilde  Tom  Gesclileciite 
p  >  1  nur  eine  endliche  Zahl  von  Tranaformationen.  in  sich  haben.  — 
Die  Singularitäten  des  durch  die  Normalgleichung  gegeheneii  Ge- 
bildea.  —  Auaahl  der  Moduln.  —  Ordinäre  und  apesiielle  Eörper.  — ■ 
Funktionen  niedrigster  Ordnung  des  Körpers.  —  Körper,  welche 
Funktionen  dritter  Ordnmjg  enthalten,  —  Ihre  Normalgleicliuiigeu.  — 
Die  Zahl  ihrer  Moduln  hängt  tou  zwei  Invarianten  ah, 

Secbster  Teil.    A^ebralsobe  Eelationen  zwiscben  Altelsohcn  Inte- 
gralen     568—693 

Zweiunddreifsigate  Vorlesung 563^576 

Die  PeriodiaitätflEigcnsehaften  der  Abelsoheo.  Integrale.  ~-  Ziel  und 
Plan  der  folgenden  Untersuchung.  —  Funktionen  mit  einer  ünendlich- 
keitsBteEe  und  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung.  —  Ihre  Ordnungs- 
zühlcn.  —  Algebraische  Normierung  der  Pundamentalintegrale  mit 
keiner  oder  einer  UnatetigkeitssteUe.  —  Allgemeine  Integrale  zweiter 
Gattung.  —  Irreduktible  Systeme  und  Fundamentalsysteme  für  die 
allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung. 

Dreiunddrei isigate  Vorlesung 677 — 598 

Das  Integral  dritter  GtattuBg  mit  zwei  beliebigen  UnstetigkeitaateUea. 

—  Durch  Differentiation  nach  einem  Parameter  erhält  maa  das 
Integral  zweiter  Gattung  mit  einem  beliebigen  Pole  erster  Ordnung. 

—  Differentiale  zweiter  Gattung,  welcte  Vertauactung  von  Parameter 
und  Argument  gestatten.  —  Durchführung  der  Eectuung  für  den 
Vertauschungssatz  beim  hjperelliptisclien  Gebilde. 

Vierunddreifsigste  Vorlesung 599 — 613 

AufeteUung  saanthcher  Differentiale  zweiter  Gattung,  welche  Ver- 
tauschuBg  von  Parameter  und  Argument  gestatten.  —  Der  Ver- 
tauschungssata  für  die  Integrale  dritter  Gattung  in  seiner  allgemeinsten 
Form.  —  Der  Vertauschungasabi  für  die  Integrale  zweiter  Gattung. 

—  Der  Vertauschungasata  für  Int^rationswege,  die  sieh  aehneiden.  — 
Charakteriatjk  zweier  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche.  — 
Charakteriatifc  zweier  Periodenwege.  ~  Geschlossene  Wege,  für  welche 
die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  verschwinden, 
zerlegen  die  liiemannsche  Fläche  in  zwei  getrennte  Teile. 

Pünfnnddreifsigste  Vorlesung 614—645 

Einteilung  der  Wege  auf  der  Eiemannschen  Fläche  in  Klassen.  — 
Die  Hauptklasse.  —  Geschlossene  und  ungeschlossene  Wege.  — 
Addition  und  Subtraktion  von  Wegen.  —  Linear  abhängige  und  un- 
abhängige Periodenwege.  —  Der  Eang  eines  Systems  von  Perioden.  — 
Fundamentalsysteme  von  Periodenwegen.  ^  Notwendige  und  hin- 
reichende Bedingungen  für  abhängige  und  unabhängige  Systeme.  — 
Die  Charakteristikenform.  —  Bilineare  Formen;  ihre  Transformation. 
—  Transformation  ganzzahliger  alternierender  Formen  durch  ganz- 
zahlige Substitutionen.  —  Kanonische  Zei'schneidung  der  Eiemaun- 
Bchen  Fläche. 
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SectHnndiiieifsigste  Voileaung  { 

Die  Penodemelationen  dpi  Integiale  eiatci  und  zweitPi  fiattung  — 
WeieratralaBclie  »afl  RiPmannBelie  Poim  dn  Penodenrelationen  — 
Lineare  Traniformahon  dei  Perioden  —  Die  Ptnoden  dei  Integrale 
zweiter  und  dritter  Gattung  als  Funktionen  der  Unstetigkeitspnnkte 

—  Pnmfunktionen  —  Zerlpsfung  dei  lunktionen  dps  Kirperi  in 
Pi  imlunktionen 

SiebenunddreiTsigste  \  oilesung  i 

Das  Alpische  Uieornm  als  41Utionspimzip  dei  Integiale  —  Duicli 
fuhrnng  der  Reclmung  fiir  die  Elemeutanntcgialo  der  drei  Grattungen 

—  Die  Bedeutung  des  Alielschen  IheoiemB  m  semer  lügemeinsten 
Ge^tilt    —  ZnBanunenhang  mit   der  Klassoneinteilung   der  DiTiaoren 

—  Dit  zwei  aus  dem  Abel'iclien  Theoiem  sich  eigebenden  Eediiktions 
Probleme  —  Lögung  det  ciiten  Aufgabe  —  Losung  der  zweiten 
Aufgabe  —  Speaialfllle  —  Das  Umkehi-probiem  dei  Abeleclien 
Integrale. 

Auliang. 

Ächtunddreifsigste  Vorlesung 

Die  MatoriBclie  Entwickelung  der  Theorie  —  Abels  und  Jaeobis 
Untersnofi,ungen  und  daa  Umkehrproblem.  —  Cauchys  und  PuiBeus' 
TJntersucbung  ober  den  Wertverlauf  der  Punktion.  —  Riemanna 
Theorie  der  Abelachen  Punktionen.  —  Moderne  Theorieen.  —  Die 
funktionentheoretieote  Methode  von  Weierstrafs.  —  Die  geometriaehen 
Motlioden  von  Clebsch  und  (Jordan,  Briil  und  Noother.  ~  Die  arith- 
metische Metkode  von  Dedekiad  und  Weber. 

Sachre^ster 
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Erste  Vorlesung. 

Der  Ktipei  K()  ki  latiunikn  Funktionon,  —  UutH'sucli.ung  der  Grofaen  des 
Körpers  m  dei  IIingebini„  einor  Stelle  t)„.  —  Die  EinheitsfuiLktioaea  für  eiae 
Stelle  ~  Hulhtpllen  und  Pole  —  Die  Ordnungszahlen.  —  Ausbreitung  der  Funk- 
tionBweite  a,ul  dei  HorizontalelDene  und  auf  der  Kugelfläehe.  —  Der  eiaem 
Punkte  entspie  eil  ende  Pnmliviaoi  \i^.  —  Kongruenzen  für  eine  Potenz  von  p^.  — 
Entwiokelun^  der  rationalen  innktionen  in  Potenzreihen.  —  Eindeutigkeit  dieser 
Entwiükelung  —  Dei  Haupttei!  einer  Funktion  für  eine  Steüe.  —  Konvergenz 
der  Potenareihen  in  dei  Umgebung  der  Stelle  p^.  —  Untere  Grenze  für  die 
Kon^tigenaradien  aul'  der  Kugelfläeke. 


§  1- 

Bevor  wir  auf  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  der 
Variabehi  z  eingehen,  sollen  die  rationalen  Funktionen  von  s  untersucht 
werden,  und  zwar  zunächst  mit  rein  arithmetischen  Hülfsmitteln. 
Dieser  einfachste  Fall  bietet  una  Gelegenheit,  diejenigen  arithme- 
tischen Prinzipien  auseinander  zu  setzen,  welche  in  dem  höheren  Gebiete 
der  algebraischen  Fmiktionen  ebenfalls  zum  Ziele  führen  werden. 

Es  sei  s  eine  komplexe  Vai-iable,  welche  fähig  ist,  alle  reellen 
und  komplexen,  endlichen  und  unendlichgrofsen  Werte  anzunehmen. 
Wir  betrachten  die  Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  0, 

mit  beliebigen  konstanten  reellen  oder  komplexen  Koeffizienten.  Sie 
alle  bilden  einen  iu  sich  abgeschlossenen  Bereich,  dessen  Individuen 
sich  durch  die  vier  elementaren  Rechenoperationen  wiedererzeugen; 
tlCTiTi  offenbar  ist  die  Summe,  die  Differenz,  das  Produkt  und  der 
Quotient  von  zwei  rationalen  Funktionen  wieder  eine  solche.  Nach 
dem  Torgange  von  Herrn  Dedekiud  nennen  wir  einen  solchen  in  sich 
abgesehlossenen  Bereich  einen  „Körper"  und  bezeichnen  ihn  im  vor- 
liegenden Falle  durch  K{z).  Wir  wollen  im  folgenden  gleich  die 
ganzen  und  gebrochenen  Funktionen  des  Körpers  K(^)  gemeinsam 
untersuchen,  denn  die  ersteren  unterscheiden  sich  von  den  letzten  nur 
ganz  unwesentlich  durch  die  Eigenschaft,  dafs  sie  allein  für  unendlich 
grofse  Werte  von  s  unendlich  werden;  wir  werden  auch  den  Begriff 

HenSBl  u.  I.auaBl>eEg,  algebraiaeliB  FnoktiooBu  eW.  1 
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2  Erate  Vorlesung. 

der  Teilbarkeit  einer  Funktion  durcli  eine  aadere  so  fassen,  dafs  er 
gleich  auf  alle  Gröfsen  des  Bereiches  Kip)  nnd  nicht  blofs  auf  die 
ganzen  Funktionen  Anwendung  findet.     Eine  gebrochene  Funktion 

soll  echt  gebrochen  heiTsen,  wenn  der  Nenner  gis)  von  höherem 
Grade  ist  als  der  Zähler /■(?),  unecht  gebroeheUj  wenn  der  Nenner 
von  gleichem  oder  niedrigerem  Grade  ist  als  der  Zähler. 

Wir  betrachten  zunächst  die  Werte  aller  Funktionen  Z  des  Korpers 
K{s)  für  einen  beliebigen  Wert  a^  der  Variabein  s.  Jeden  Wert  (2  =  a^ 
der  Variabein  g  wollen  wir  eine  Stelle  im  Bereiche  von  S  nennen,  und 
zwar  eine  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle,  je  nachdem  «„ 
einen  endlichen  Wert  besitzt  oder  unendlich  grofs  ist.  Jede  Grüfae  des 
Körpers  besitzt  dann  an  einer  solchen  Stelle  einen  eindeutig  bestimmten 
Wert,  der  Null,  unendhch  oder  eine  von  Null  verschiedene  endliehe 
Zahl  aein  kann.  Man  findet  denselben  am  einfachsten,  indem  man, 
falls  «g  endlich  ist,  Zähler  und  Nenner  von  Z  für  sich  nach  Potenzen 
von  z  —  «g,  falls  aber  «q  unendhch  grofs  ist,  nach  Potenzen  von  —  ent- 
wickelt, indem  man  also  für  s  —  a^  hezw.  —  die  neue  Variable  z'  ein- 
führt und  darauf  Zähler  und  Nenner  für  sich  nach  aufsteigenden 
Potenzen  von  s'  ordnet.  Hebt  man  sodann  die  höchste  im  Zähler  und 
Nenner  zugleich  enthaltene  Potenz  von  s'  fort,  so  erhält  man  in  den 
beiden  unterschiedenen  Fällen  für  Z  die  folgende  Darstellung: 

oder,  für  tf^—  oo: 


2b)  ^-{hj- 


^^ML 


!'.+!>.T  +  '''  + 


^(7) 


WO  Q  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  oder  Null  bedeutet,  und 
die  Änfangsglieder  a^,  6^  hezw.  n,,,  \  von  Null  verschieden  sind.  Wir 
können  diese  Ausdrücke  kürzer  auch  folgendermafsen  schreiben: 

2o)  2=(2-«/^(3|«o)     bezw.     ^-Q-VeC^Ioo), 

indem  wir  mit  S{s\a^  bezw.  E{s\oo)  eine  sog.  „Einheitsfunktion 
für  die  betrachtete  Stelle",  d.h.  eine  rationale  Punktion  von  s  be- 
zeichnen, welche  sich  an  jener  Stelle  auf  die  endliche,  von  Null  ver- 
schiedene Zahl  -=f  bezw.  -^  reduziert. 
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g  1.     Nullstellen  uatl  Pole.     Die  Ordnungezablön.  3 

Jene  beiden  Ausdrücke  wollen  wü-  im  folgenden  in  den  einen 
2d)  ^-(s-«.)'Jä(»i..) 

zusammenfassen,  indem  wir  übereinkommen,  dafs,  falls  a^  unendlicli 
ist,  der  Linearfaktor  ä^  —  «q  durck  —  ersetzt  werden  soll.  Jede  rationale 
Funktion  Z  des  Körpers  K{s)  kann  hiernach  für  eine  beliebige  Stelle 
(ü  ^  «o)  in  der  Form  (s  —  ko)'' E  (s  |  «„)  dargestellt  werden.  Der 
Exponent  9  ist,  unabhängig  von  der  hier  benut/^ten  Herleitung,  als 
diejenige  Potenz  des  zugehörigen  Linearfaktors  s  —  cc^  bozw.  —  charak- 
terisiert, für  welche  der  Quotient  ~~~~T^  eine  Ernheitsfunktion  ist,  d.  h. 

sich  für  s  =  «0  auf  eine  von  Kuli  verschiedene  endliche  Konstante  re- 
duziert. Ist  Q  eine  positive  2ahl,  so  soll  die  Stelle  {s  ^^  «„)  eine 
p-faehe  Nullstelle,  ist  sie  negativ,  =  —  p,  so  soll  sie  eine  p-fache 
Unendliehkcitsstelle  oder  ein  Pol  p*"  Ordnung  genaJint  werden. 
Ist  9^0,  so  hat  Z  für  s  =  «„  einen  endlichen  Wert,  vorhält  sieh  also 
an  dieser  Stelle  regulär. 

Pur  die  weitere  Untersuchung  soll  der  zu  Z  =  [s  —  a^'^ E{z\a^ 
gehörige  Exponent  p  als  die  Ordnungszahl  von  Z  für  die  Stelle 
{z  =  Kg)  bezeichnet  werden.  Die  Ordnungszahl  ist  also  positiv  oder 
negativ,  je  nachdem  diese  Stelle  eine  Nullstelle  oder  eine  TJnendhchkeits- 
stelle  von  Z  ist;  sie  ist  für  alle  und  nur  die  Funktionen  gleich  NuU,  welche 
hier  den  Charakter  von  Einheitsfunktionen  haben.  Da  das  Produkt 
oder  der  Quotient  zweier  oder  mehrerer  Eiuheitsfunktionen  offenbar 
wieder  eine  solche  ist,  so  ergieht  sich  zunächst  der  Satz: 

Die  Ordnungszahl  eines  Produktes  ist  gleich  der  Summe 
der   Ordnungszahlen   seiner   Faktoren;   die   Ordnungszahl  eines 
Quotienten   ist   gleich   der  Differenz   der  Ordnungszahlen    von 
Zähler  und  Nenner. 
Eine  ganze  Funktion  des  k*°"  Grades, 

f{B)  =  (1^2"  +  «._i3"-^  +  ■  ■  ■  +  (fn, 
besitzt  nur  für  die  Stelle  (a^  =  co)  eine  negative  Ordnungszalil  und  zwar 
ist  diese  =-  —  w,  wie  aus  der  Darstellung 

/■W  -  (7)~"[»"+  «—7+  ■■■  +  «.(!)"] 


^©-^(^ 


unmittelbar  hervorgeht.     Andererseits   ist   die  Summe   ihrer  Ordnungs- 
zahlen für  alle  endlichen  Stellen  genau  =  n.     Denkt  man  sich  nämhch 
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f(s)  in  seine  gleichen  oder  Terscliiedenen  Lineai-faktoren  zerlegt,  so  er- 
giebt  sich  aus  der  Darstellung 

/■(«)-«.(■>-«,)-(»-«,)•••■■(»-«,)■•■  (..+',+  ■■■+',-») 

für  jede  der  r  Nullstellen  «i  eine  Gleichung  Yon  der  Form: 

f(^)  ^  (^  _  a^fiEi^ i  «0-  (*'  =  !■  ^'■■■'^ 

und  aus  dieser  folgt,  dafs  /'(s)  an  der  Stelle  ß;  die  positive  Ordnungs- 
zahl Vi  besitzt,  dafs  also  in  der  That  die  Summe  aller  dieser  Ordnungs- 
zahlen v^-^  v^-\-  ■■■■}-  Vr  ~  n  ist.  Hieraus  erhalten  wir,  aurächst  für 
die  ganzen  Funktionen  von  s,  den  wichtigen  Satz: 

Die  Summe  der  Ordnungzahlen  einer  ganzen  rationalen 
Funktion  für  alle  endlichen  Stellen  und  die  unendlich  ferne 
Stelle  ist  stets  gleich  Null. 
Da  nun  jede  gebrochene  rationale  Funktion  als  Quotient  zweier  ganzen 
Funktionen  dargestellt  werden  kann  und  da  die  Ordnungszahl  eines 
Quotienten  für  eine  jede  Stelle  gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen 
von  Zähler  und  Nenner  ist,  so  ist  auch  die  Summe  aller  Ordnungs- 
zahlen einer  beliebigen  rationalen  Funktion  Z  des  Körpers  K(0)  ateta 
gleich  Null. 

§2. 

Ordnet  man  jedem  endlichen  Werte  ßo=|  +  ^i  der  Variabeln  s 
den  zugehörigen  Punkt  %  in  der  komplexen  Zahlenebene  (£  zu,  so  erhält 
man  genau  ebenso  viele  und  zwar  alle  im  Endlichen  liegenden  Punkte 
dieser  Ebene.  Dagegen  entspricht  dem  Werte  «„  —  cx)  bei  dieser  Zu- 
ordnung nicht  ein  einzelner  Punkt,  sondern  alle  unendlich  fernen  Punkte. 
Aus  diesem  Grunde  hat  man  sich  seit  Biemann  entschlossen,  als 
Grundlage  für  'die  geometrische  Repräsentation  der  Werte  eiuer  ratio- 
nalen Funktion  neben  der  unendlich  ausgedehnten  Horizontal  ebene  IS  die 
Oberfläche  einer  Kugel  ^  mit  dem  Durchmesser  1  zu  wählen,  auf 
welcher  alle  im  Endliehen  liegenden  Punkte  %  jener  Ebene  durch  eine 
einfache  Konstruktion  eindeutig  abgebildet  werden  können,  während 
allen  unendlich  fernen  Punkten  der  Ebene  nur  ein  einziger  Punkt  der 
Kugel  entspricht.  Zu  diesem  Zwecke  ziehen  wir  eiuen  beliebigen 
Durchmesser  00'  der  Kugel  S  und  bezeichnen  den  ersten  Endpunkt  0 
als  den  Nordpol,  den  zweiten  0'  als  den  Südpol  derselben.  Legt 
man  nun  diese  Kugel  mit  0  von  der  unteren  Seite  tangierend  an  den 
Eoordinatenanfangspunkt  der  Horizontalebene  (S  und  verbindet  alsdann 
jeden  Punkt  pp  von  (ä  mit  dem  Südpole  0'  durch  eine  gerade  Linie,  so 
schneidet  jede  dieser  Verbindungslinien  die  Kugel  in  einem  und  nur  einem 
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Punkte  ]}g,  welche  als  das  Bild  von  %  angeselien  werden  kann. 
Läfst  man  aber  den  Punkt  po  Ton  S  auf  irgend  eiaem  Wege  ins  Un- 
endliche gehen,  so  wandert  sein  Bild  \)fj  auf  der  Kugel  nach  dem  Süd- 
pole und  fallt  mit  diesem  zusammen,  wenn  Pg  im  Unendlichen  liegt, 
denn  wenn  man  irgend  einen  unendlich  fernen  Punkt  der  Ebene  mit  0' 
verbindet,  so  wird  die  Verbindangslinie  eine  Tangente  in  0',  das  Büd 
jenes  Punktes  fällt 
alsomitC/Kusämmeu. 
Es  entspricht  dera- 
nachjedemunendlich 
fernen  Punkte  der 
Horizontalebene  der 
eine  Punkt  0',  und 
dieser  kann  somit 
das  Bild  aller  un- 
endlich fernen 
Punkte  der  Hori- 
zontalebene ge- 
nannt werden.  Denkt 
man  sich  in  0'  eine 
Liehtiiuelle  und  die 
Kugel  S  durchsich- 
tig, so  sind  die 
Punkte  pfj  der  Ebene 
(S  einfach  die  Sehat-  ^ 

ten  ihrer  Büder  Po  auf  ^'«.i- 

der  Kugel;  das  Bild 

einer  geschlossenen  Kurve  auf  der  Horizontalebene  ist  dann  eine  ge- 
seUoaaene  Kurve  auf  der  Kugelfläehe.  Denkt  man  sich  um  einen  be- 
liebigen Punkt  Po  in  @  eine  kleine  geschlossene  Kurve  beschrieben, 
so  ist,  falls  jener  Punkt  im  Endlichen  liegt,  das  Bild  der  Kurve  eine 
kleine  geschlossene  Kurve,  welche  das  Bild  von  Po  umgiebt;  ist  jene 
geschlossene  Curve  in  lä  speciell  ein  Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  p^, 
so  lehren  die  einfachsten  geometrischen  Betrachtungen,  dafs  ihr  Bild 
auf  der  Kugel  ebenfells  em  Kieis  um  p^  ist  Denkt  man  sich  endlich 
um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene  emen  Kreis  mit  sehr  grofsem 
Radius  he&chneben,  so  ist  sein  Bild  em  kiemer  Kieis,  welcher  0', 
das  Bild  der  unendhch  feinen  Punkte,  umgiebt  Wir  werden  im 
folgenden  immer  duekt  mit  der  Kugel  Si  und  ihien  Punkten  p^ 
opeiieien,  nachdem  wir  diese  em  für  alle  Male  den  Punkten  p^  der 
Horizontalebene    und  damit    den   komplexen  Zahlen   o.g=i  +  ^i   ein- 
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deutig  zugeordnet  haben.  Eine  beliebig  gegebene  Gröfse  Z  =  Fii) 
des  Körpers  K(i)  besitzt  dann  in  jedem  Punkte  %  der  Kugel- 
Mciie  §L  eine  ganz  bestimmte  Ordnungszahl  p,  welche  durch  die 
Gleichung  Z=  {s  —  a^yE{3  \  w„)  eindeutig  fixiert  ist. 

Wir  woUen  nun  jedem  Punkte  %  der  Kngelfl'äche  B  einen 
„DiTiaor"  zuordneUj  welcher  ebenfalls  durch  p^  bezeichnet  werden 
möge,  und  zwar  soll  die  Teilbarkeit  tob  Z  im  Bereiche  von  p(,  durch 
diesen  Divisor  durch  den  folgenden  Satz  charakterisiert  werden: 

Eine  Funktion  Z  enthält  im  Bereiche  von  p,,  genau  die  p*° 
Potenz  des  zugeordneten  Divisors  %  oder  sie  ist  durch  die 
Potenz  pI  teilbar,  weun  sie  in  dem  zugehörigen  Punkte  p^  die 
Ordnungszahl  p  besitzt  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  Z  in  der 
Umgebung  des  Punktes  p^  die  Form  hat 

Z_(2~«./£(2l«,), 
falls  0  —  ßfl  den  zu  po  gehörigen  Linearfaktor  bedeutet. 
Diese  Definition  gilt  stets,  mag  p  positiv  oder  negativ  oder  Null 
sein,  und  mag  der  Punkt  p^  das  Bild  eines  im  Endlichen  oder  im 
Unendlichen  liegenden  Punktes  der  Horizontalebene  sein;  nur  mufs  im 
letzten  Falle  natürlich  der  Linearfaktor  2  —  «o  durch  den  entsprechenden 
—  ersetzt  werden.  Femer  sieht  man,  dafs  Z  den  Divisor  p,,  dann  und 
nur  darm  in  einer  positiven  Potenz  enthält,  wenn  Z  in  dem  zugehörigen 
Punkte  Pf,  verschwindet,  dagegen  ist  Z  durch  eine  negative  Potenz 
von  pu  teilbar,  wenn  jene  Funktion  in  p^  unendlich  wird;  endlich 
reduziert  sich  Z  ia  p^  auf  eine  endliche  von  Null  verschiedene 
Konstante,  wenn  Z  genau  durch  die  nullte  Potenz  von  p^  divisibel  ist. 
Man  erkennt  femer,  dafs  es  genau  ebenso  viele  Divisoren  pg  giebt, 
wie  Puntte  p^  auf  der  Kugelfläche  S  vorhanden  sind.  Die  so  de- 
finierten Divisoren  pg  besitzen  nun  hinsichtlieh  der  Funktionen  Z  alle 
Eigenschaften  der  Primzahlen  in  der  gewöhnlichen  Zahlentheorie,  und 
zwar  beruht  dies  auf  dem  folgenden  selbstverständlichen  Satze: 

Ein  Produkt  5^.2'  ist  nur  dann  durch  einen  Divisor  p„  teil- 
bar, wenn  mindestens  einer  seiner  beiden  Paktoren  p^  enthält. 
Soll  nämlich  für  s  =^  «„  das  Produkt  ZZ'  verschwinden,  so  mufs 
mindestens  einer  der  beiden  Faktoren  gleich  Null  sein,  oder  was  dasselbe 
ist,  den  Divisor  pg  enthalten.  Aus  diesem  Grunde  werden  wir  die 
Divisoren  p^  mitunter  auch  als  Primfaktoren  bezeichnen. 

Zwei  Funktionen  Z,Z'  soUen  für  den  Divisor  pl  kongruent 
heifaen,  wenn  ihre  Differenz  Z  —  Z'  mindestens  durch  pl  teilbar, 
wenn    also   Z—Z'    au    der    zugeordneten   Stelle  p^    der    Kugelfiäche 
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mindestens  von  der  p^™  Ordnung  ist.  Es  sei  mm  eine  Funkfcion  Z 
au  der  Stolle  po  genau  Ton  der  p""  Ordnung;  dann  reduziert  sich  der 
Quotient für  s  =  «„  auf  eine  endliete,  von  Kuli  verschiedene 

Konstante  A^,  welche  durch  Entwicklung  von  Zähler  und  Nenner  jenes 
Quotienten  nach  Potenzen  von  s  —  a^  gefunden  werden  kann;  diese 
t  soll  durch  die  Gleichung 


ausgedrückt  werden.    Hieraus  ergiebt  sich  sofort,  dafs  sich  der  Quotient 

für  2  =^  «„  auf  jIu  —  ^0=  0  reduziert,  dafs  also  die  im  Zähler  stehende 
Differenz  eine  rationale  Funktion  ist,  welche  in  ^j^  mindestens  von  der 
/p  j\-  ly™  Ordnung  ist.  Mit  Hülfe  der  soeben  gegebenen  Definition 
kann  diese'  Tbatsache  durch  die  Kongruenz 

Z^A^{z  -  Ko)-  (mod.  p^  +  ^) 

ausgedrückt  werden.  Behandelt  man  jetzt  die  rationale  Funktion 
Z—AJz  —  a^f,  welche  den  Divisor  ^)^  enthält,  genau  ebenso  wie 
vorher  die  durch  ^j^  teilbai-e  Funktion  Z  selbst,  so  ergiebt  eich  die 
weitere  Kongruenz 

Z=  A^{0  -  oc^y  +  ^^+i(«  -  O^"^'  (nio-ä-  P^+'), 

und  durch  analoges  Forts chliefsen  erhält  mau  allgemein  für  jede  noch 
so  hohe  Potenz  p^,  die  Kongruenz 

Zs45(«-..)'+4,+,(2-»/+'+---+^.-i(o-».)"-'      (moit,,"), 

in  welcher  die  konstanten  Koeffizienten  A^,  J-j+i, . . .,  Am—i  auf  die 
angegebene  Weise  direkt  gefunden  werden  können.  Jede  rationale 
Funktion  Z  des  Körpers  K{d)  kann  also  für  eine  beliebig  hohe 
Potenz  )^^  als  Modul  in  eine  Potenzreihe  entwickelt  werden,  welche 
nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfattors  «  —  «o  (bezw.  —  J 
fortschreitet  und  höchstens  eine  endliche  Anzahl  negativer  Glieder 
besitzt. 

Diese  Entwickelung  ist  offenbar  eindeutig.    Bestände  nämlich  für  Z 
eine  zweite  Kongruenz; 
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SO  würde  unter  der  Voraussetzung  ff<p  die  Subtraktion  der  ersten 
von  der  zweiten  die  weitere  Kongruenz 

0  =  (A'„  -  A„)  {s  —  Co)"  +  ■  ■  ■  («"od.  i^l') 

ergeben,  in  welcher,  falls  ö  <  9  ist,  die  Koeffizienten  J.,,, ...,  ^^^i 
der  ersten  Entwickelang  durch  0  zu  eraetzen  sind,  und  diese  Kongruenz 
kann  offenbar  nur  dann  erfüllt  sein,  wenn  aügemein  J^=Äi  ist,  wenn 
also  die  beiden  Entwickelungen  identisch  sind.  Die  hiermit  als  eindeutig 
erwiesene  Entwiekelung  soll  die  Entwickelung  von  Z  für  die 
Stelle  f>i^  heifsen,  und  wir  können,  nunmehr  sagen:  Z  tesitzt  in  p^ 
die  Ordnung  p,  wenn  die  zu  jener  Stelle  gehörige  Entwickelung  mit 
(ß!  —  «d)^  beginnt, 

Ist  für  die  betrachtete  Stelle  die  Ordnui^szahl  negativ,  so  beginnt 
die  Entwickelung  von  Z  für  diese  Stelle  mit  einer  endhohon  Anzahl 
negativer  Potenzen,     Das  Aggregat  dieser  Potenzen, 


(^ -<,,)<!      (, 


bezw.  für  ß^  = 


Ä-„^+  Ä. 


(e-i)S' 


i+-+^i-y 


'  +  --+A- 


soll  der  „Hauptteil"  der  Funktion  für  die  betrachtete  Stelle  genannt 
werden.  Dieser  ist  für  eine  ganze  Funktion  offenbar  gleich  Null,  falls 
«o  endhch  ist,  für  die  Stelle  «0  =  00  dagegen  fällt  er  mit  der  Funktion 
selbst  nach  Weglassung  ihres  konstanten  Gliedes  zusammen. 


§3. 

Die  für  die  Funktion  Z  gegebene  Entwickelung  hat  noch  eine 
andere  Bedeutung.  Wird  sie  nämlich  genügend  weit  fortgesetzt,  so 
konvergiert  sie  innerhalb  einer  gewissen  endlichen  Umgebung  der 
Stelle  Pd  auf  der  Kugeliläche  und  stellt  den  "Wert  der  rationalen 
Punktion  Z  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  für  alle  diejenigen 
Punkte  p  der  Kugelfläche  dar,  welche  in  jenem  um  pj,  abgegrenzten 
Konvergenzher  ei  ehe  gelegen  sind.  Zum  Beweise  nehmen  wir  Z  wieder 
in  der  Form 


1) 


=  (,~<^J 


=  {. 


^'o^-^(^-«o)+■■■+^{^-«„)'■ 

an,  wo  f{z)  und  g{z)  in  pg  nicht  verschwinden,  so  dafs 
«o  =  /"(«o)     «id     &o=6'(«o) 
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g  3,     Untereucliung  der  Punktionen  2  in  der  Urageljung  einer  Stelle  fj.        9 

beide  von  Null  verschieden  sind.  Diesen  Bruch  können  wir  aber  in 
der  Form  schreihen: 

la) 
indem  wir 

1»)  A- .— — -^- — ^— — .- 

setzen.  Aus  dieser  Darstellung  (la)  folgt  für  alle  Werte  von  0,  für 
welche  |  i?o  |  <  1  ist,  dafs: 

ist,  und  die  rechte  Seite  kann  somit  in  eine  konvergente  Potenzreihe 
entwickelt  werden,  welche  für  diese  Werte  der  Variabeln  den  Wert  von 
Z  darstellt.  Ordnet  man  nun  Z  nach  steigenden  Potenzen  von  s  —  «g, 
was  ja  gestattet  ist,  so  erhält  man  modnlo  p^  eine  nach  Potenzen  von 
« ~  «0  fortschreitende  Potenzreihe,  und  diese  mufs,  da  es  nur  eine 
solche  giebfc,  mit  der  vorher  gefundenen  ühereinstimmen. 

Durch  die  Bedingung  1 2^  |  <  1  wird  aber  auf  der  Kugelfläche  SS 
stets  ein  endlicher  Bereich  um  den  betrachteten  Punkt  p^  abgegrenzt. 
In  der  That  folgt  nämlich  aus  der  Relation 

,„ ,  ,  iM'i«-''j+iM-i^-«or+--+[M-i^--«„r 


IM 

■wenn  1^  — «ol'^Po'  l''ol=A  gesetzt  und  mit  /3  eine  Zahl  bezeichnet 
wird,  welche  gröfser  ist,  als  die  gröfste  der  Zahlen |&|,|,  \b^\,  W\, ...,  j&rj, 
ßfpj.  1,24.. ..4.0*) 


und  hieraus  für  Pq<  1: 

die    Bedingung    |  .2,,  |  <  1     ist    daher    erfüllt,    wenn    f 0  ^  "^  3^,   also 

a  fortiori,  wenn: 

^  A. 
Po  "^  aß 

angenommen  wird,  und  wegen  ß>  ß^  ist  dann  von  seihst  p^ <  1.    Für 

jede  im  Endlichen  liegende  Stelle  «q  wird  nun  durch  die  Bedingung 

eine  endliche  Umgebung  auf  der  Horizontalebene  (ä,  mithin  auch  auf 
der  Kugelfiäche  S  abgegrenzt,  innerhalb  deren  also  jene  Entwickelung 
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von  Z  den  Wert  dieser  Funktion  für  jeden  Nachbar puukt  darstellt. 
Für  a^  ^-  oo  dagegen  bestimmt  sich  durch  die  Bedingung 

der  Radius  R  eines  um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalebene  be- 
schriebenen grofsen  Kreises,  aufeerbalb  dessen  die  zugehörige  Bnt- 
wiekelung,  wie  im  Torigen  Falle,  gleichmäfsig  konvergiert  und  den 
Wert  der  Funktion  darstellt;  da  aber  das  Eüd  dieses  grofsen  Kreises 
ein  den  Südpol  0'  der  Kugel  S  umgebender  kleiner  Kreis,  also  ein 
Bereich  des  Punktes  0'  ist,  so  ist  die  Behauptung  in  Tollem  Umfaugo 
bewiesen. 

Da  eine  konvergente  Potenzreihe  innerhalb  ihres  Konvergenz- 
bereiches eine  stetige  und  differenzierhare  Funktion  ihres  Argumentes  ist, 
so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Jede  rationale  Funktion  von  ^  ist  innerhalb  einer  endlichen 
Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  (^  =  a)  eine  stetige  und 
differenzierbare  Funktion  ihres  Argumentes. 
Umgiebt  man  auf  der  Kugelfläche  S  die  Nullstellen  und  die  Pole  einer 
rationalen  Funktion  Z  durch  beliebig  kleine  Kreise,  und  bezeichnet 
man  den  nach  Weglassung  jener  kleinen  Kreisflächen  übrigbleibenden 
Teil  der  Kugelfläehe  durch  Sl,  so  sind  die  beiden  Funktionen  Z  und  -^ 
in  dem  ganzen  Gebiete  S  endlich  und  stetig;  ihr  absoluter  Betrag 
bleibt  also  innerhalb  S  unter  einer  endlichen  Gi-enze. 

Innerhalb  dieses  Gebietes  S  bleibt  demnach  der  absolute 
Betrag  der  rationalen  Funktion  Z  unterhalb  einer  oberen 
endlichen  Grenze  Cf  und  er  liegt  oberhalb  einer  positiven 
unteren  Grenze  g. 

Der  Radius  p^  für  den  zu  einer  Stelle  Pj,  {z  =  a^)  gehörigen  Kon- 
vergenzkreis besitzt  also  stets  eine  bestimmte  angebbare  GrÖfse,  ändert 
sich  aber,  wenn  sich  der  Punkt  pg  auf  der  Horizontalebene,  oder  sein 
BUd  (}y  auf  der  Kugelfläche  fortbewegt,  und  es  kann  der  Fall  eintreten, 
dafs  Po  unbegrenzt  abnimmt,  wenn  sich  p^  einer  Grenzlage  ^  mehr 
und  mehr  annähert.  Wir  werden  zeigen,  dafs  dieser  Ausnahmefall  in 
der  That,  aber  nur  bei  Ännähei-ung  an  diejenigen  Punkte  ^  eintreten 
kann,  welche  den  im  Endlichen  liegenden  Polen  der  beti'achteten  Funktion 
Z  und  eventuell  auch  dem  unendUch  fernen  Punkte  entsprechen,  dafs 
dagegen  für  jene  Grenzpunkte  ^  selbst  der  Konvergenzkreis  wieder 
eine  endliche  GrÖfse  besitzt. 
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g  3.     Untere  Grenze  für  die  Eüavergeuzradien  auf  der  Kugelflaclio.         H 

Wir  beschreiben  zu  diesem  Zwecke  um  den  Anfangspimtb  0  der 
Horizontalebene  @  einen  Kreis  'K{R}  mit  einem  beKebig  grolsen  Radius  U, 
der  jedenfalls  so  grofs  gewäblt  ist,  dafs  sich  alle  im  Endlichen  gelegenen 
Pole  von  Z  ümeihalb  K{ß)  befinden.  Femer  beschreiben  wir  nm 
jeden  dieser  Pole  p  von  Z  einen  Kreis  Ä"(ö)  mit  beliebig  kleinem 
Radius  S,  und  betrachten  nun  alle  Punkte  ^|,  desjenigen  Teiles  von 
K(Ii),  welcher  nach  Weglassimg  der  kleinen  Kreise  K(ß)  aber  bei 
Hinzurechnung  ihrer  Mittelpunkte  ^  übrig  bleibt.  Dieses  Gebiet,  be- 
zeichnen wir  mit  K(Jif  d);  man  erkemit  leicht,  daCs  es  bei  genügender 
Vergröfserung  von  R  und  Verkleinerung  Ton  8  jeden  Punkt  der  Hori- 
zonlalebene  enthalten  kann.    Wir  zeigen  dann, 

daXs  für  jeden  Punkt  p,,  dieses  G-ebietes  K(ll,  Ö)  die  Ent- 
wickelung  von  Z  innerhalb  eines  Kreises  konvergiert,  dessen 
Eadius  oberhalb  einer  für  das  ganze  Gebiet  gleichbleibenden 
unteren  Grenze  q  liegt. 

Da  der  Konvergenzradius  p^  für  jede  endliche  Stelle  Po  oberhalb  der 
Grenze  -^  liegt,  brauchen  wir  zu  diesem  Zwecke  nur  nachzuweisen, 
dafa  für  alle  Stellen  jenes  Gebietes  K{Il,  ä)  der  Nenner  ß  unterhalb 
einer  endlichen  Grenze  ß,  der  Zähler  ßg  aber  oberhalb  einer  endlichen 

Grenxe  ßf,  liegt,  denn  dann  ist  ja  stets  pp  >  -^■ 

Nun  liegen  für  einen  beliebigen  Punkt  (s  =  e,,)  im  Innern  des 
grofeen  Kreises  K(ß)  die  absoluten  Beträge  |  ?!(p  j,  |  6^  |, . . .,  |  ivj  von  den 
Entwickelungskoeffizienten  der  ganzen  Funktion^(.s)  in  (1)  nach  Potenzen 
von  s  —  Kff  offenbar  wirklich  unterhalb  einer  und  derselben  endlichen 
oberen  Grenze  ß,  denn  dieselben  haben  ja  endliche  Werte,  wo  auch  «,) 
innerlialb  K{R)  angenommen  wird.  Ist  ferner  für  den  betrachteten 
Punkt  Pd  (ß!  =  ßfl)  wieder: 

^= ('-«•)' fr 

wo  weder  g(s)  noch  /"(s)  in  p,,  verschwinden,  und  ist: 

3(2)  =  (2  -  y,)  (s  _  y,) .  - .  (ß  _  y,) 

die  Zerlegung  des  Neuners  iu  seine  gleichen  oder  verschiedenen  Linear- 
faktoren, so  ist  für  das  AnfaJigsglied  der  Bntwickelung  von  g{g)  nach 
Potenzen  von  s  — 


(3(i=IM  =  |?(ßü)l  =  l&v||ao-yilko-ral-'-ko-3'^!^l&-lt«ü-nl''. 

wenn  2  =  7^  derjenigen  Nullstelle  von  g{s),  also  demjenigen  Pole  von 
Z  entspricht,  welcher  dem  betrachteten  Punkte  Po  am  nächsten  liegt. 
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und  wo  der  Koeffizient  hy  in  (1)  offenbar  für  jede  endliche  Stelle  (s  =^  k^) 
denselben  Wert  hat. 

Liegt  aber  p^  innerhalb  des  Gfebietes  K(Ii,  ö),  so  ist  seine  Ent- 
fernung von  dem  nächsten  Pole  sicher  grÖCser  als  $,  d.  h.  es  ist  für 
jeden  Punkt  jenes  Gebietes 

&>Ä. 

wenn  ß^   eine  Zahl  bedeutet,   welche  bleiner  als  |  &»  |  ^^  ist.    Damit  ist 
also  unsere  Behauptung  vollständig  ei-wiesen. 

Bilden  wir  das  Gebiet  K(B,  6)  nunmehr  auf  der  Kngelfläehe  S 
ab,  so  entspricht  dem  Innern  eines  jeden  Kreises  Kiß)  um  einen  Pol  p 
das  Innere  eines  Kreises  K(ö)  von  beliebig  kleiner  Gröfse  auf  ^,  dessen 
Mittelpunkt  das  Bild  jenes  Pols  ist;  und  dem  Äufseren  des  beliebig 
grofsen  Kreises  K(B)  in  der  Ebene  entspricht  das  Innere  eines  beliebig 
kleinen  Kreises,  welcher  den  Südpol,  oder  den  unendlich  fernen  Punkt  0' 
von  B  umgiebfc.     So  ergiebt  sieh  der  folgende  Pundamentalsats: 

Der  Konvergenzradins  für  die  Entwiokelnng  einer  rationalen 

Fnaktion  Z  von  s  liegt  für    alle   Punkte    der    KngeMäche   ^ 

oberhalb   einer  und  derselben  endlichen  Grenze  p,  wenn  man 

beliebig  kleine  Umgebungen  der  Pole  von  Z  und  des  unendlich 

fernen  Punktes  ausschliefst. 

Hier  wie  stets  im  folgenden  soll  unter  der  Umgebung  eines  Punktes  p 

der  Kugelfläche  die  Gesamtheit  aller  Nachbarpunkte  verstanden  werden, 

deren  auf  der  Kugel  gemessene  Entfernung  von  p  eine  gegebene  kleine 

Gröfse  nicht  überschreitet;  in  allen  Fällen  eoU  aber  der  Punkt  p  selbst 

nicht  seiner  Umgebung  zugerechnet  werden. 

Analog  verstehen  wir  unter  der  Umgebung  mehrerer  Punkte 
^11  hr  ■  ■  ■>  fhi  O'äer  des  Punktsystemes  (p^,  pj, .  . .,  p^)  die  Gesamtheit 
aller  Punkte,  welche  einem  von  diesen  Punkten  pj  benachbart  sind. 
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Hat  h  n      1         at  oiial        F  akt    n  n    i  f    i       /         a  Ku     Ifl    Ii    S    —  D 

D  so  en  —  Ih  e  Analo  e  m  t  den  D  wo  e  de  Zahl  ntheo  e  —  D  e  d  n 
Funkt  on  n  des  Kö  |  era  z  gehon  n  D  viao  en  —  D  e  Ze  1  gunjt  1er  rat  onalen 
FauM  oaen  n  Part  sah  uche  —  Fundameatakatae  ana  de  Theo  e  de  analjt  sehen 
Fnnkboneii  —  Punkt  onenelement  —  Analytische  Fo  -tsetaunif  —  Eindetitige  nd 
meh  deut  ge  Funkt  onen  ~  C  renastellen  ^  E  n  Sata  übe  d  e  Loeffiz  enten  de 
PotenB  e  hen  —  De  wat  e  Kon  e  enzi  e  e  ch  für  Isia  Element  e  ne  inalyt  a  hen 
Fnnkt  on   —  D  e  cha  akterutuclie  E  gea    hatt  der  Fuakt  onea  des  KD  'pers  K{z) 


8  1. 

Nachdem  Trir  in  den  beiden  vorigen  Abschnitten  die  rationalen 
Funktionen  von  s  in  der  Umgehung  eines  einzehien  Punktes  betrachtet 
haben,  wollen  wir  nun  ihr  Verhalten  auf  der  ganzen  Kugelfl'äche  unter- 
suchen und  möglichst  einfach  beschreiben.  Zu  diesem  Zwecke  führen 
wir  die  sog.  Divisoren  ein,  welche  besonders  für  die  Theorie  der 
algebraischen  Punktionen  von  grundlegender  Bedeutung  sind. 

irgend  welche  Punkte  der  KugeMäche  S),  und  in  gleicher  Weise  mögen 
die  zugehörigen  Primfaktoren  bezeichnet  werden.     Ferner  seien 
la)  Ai,  Aa,..., ;., 

beliebige   ganzzahhgo  Exponenten,   welche  positiv,  negativ   oder  auch 
Null  sein  können.     Dann  soll  das  Produkt: 

2)  q -));.));....();• 

der  Primdivis orpotenzen  p^;  ein  Divisor  genannt  werden,  und  die  Summe 

der  Exponenten  von  C| 

2a)  1  =  X^+X^  +  ---+Xa 

soll  die  Ordnung  dieses  Divisors  heifsen. 
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Wir  betrachten  jetzt  eine  Punktion  Z  dea  Köi'pers  in  der  ümgebmig 
der  Punkte  (Pi,  llsi  -  ■ -.  p/i)  n^i^  stellen  für  die  Teilbarkeit  derselben 
durch  den  Divisor  q  die  folgende  Definition  auf: 

Eine  Funktion  Z  ist  im  Bereiche  des  Punktsystemes  (p^, . . .,  pj,) 
durch  den  Divisor  pj'  Vi  •  -  ■  Ph*  teilbar,  wenn  sie  in  dem 
Punkte  pj  mindestens  die  Ordnungszahl  X^,  im  Punkte  p^ 
mindestens  die  Ordnungszahl  1^  besitzt  u.s.w.,  während  ihr 
Verhalten  in  den  übrigen  Punkten  der  Kngelfläche  ganz  be- 
liebig sein  kann. 

Diese  Festsetzung  stimmt  wörtlich  mit  der  allgemeinsten  Definition 
der  Teilbarkeit  überein,  welche  in  der  elementaren  ZaMentheorie  ge- 
geben wird.  Hier  beschäftigen  wir  uns  mit  der  Gesamtheit  oder  dem 
„Körper"  aller  rationalen  Zahlen,  und  zwar  kommt  man  auch  hier  erst 
dann  zu  wirkhch  einfachen  und  allgemeinen  E,esultaten,  wenn  man  von 
vom  herein  nicht  blofs,  wie  dies  gewöhnlich  geschieht,  die  ganzen 
sondern  gleich  auch  die  gebrochenen  Zahlen  mit  berücksichtigt.  An 
die  Stelle  der  Primfaktoren  pj,  p^, . . .,  welche  den  Punkten  der  Kugel- 
fläche Sl  entsprechen,  treten  in  der  Arithmetik  die  Primzahlen  p(,p3,pj,... 
der  natürhchen  Zahlenreihe.  Auch  hier  existieren  unendlich  viele 
Primfaktoren,  und  man  kann  ein  hehehiges  Produkt 

p5  P''      Pt" 

von  beliebig  v  plen  ^le  hen  odei  verschiedenen  Piimfaktoren  zu  einem 
Divisor  q  zusiinmentissen  Eine  lationale  Zahl  H  heifst  dann  durch 
den  Divisor  q  teilhii  wenn  sie  'ülgeniein  den  Primfaktor  p,-  mindestens 
in  der  X}"'"-  Potenz  enthalt,  oder  wenn  der  Quotient  —  keinen  der  fe  Prim- 
fiaktoren  (),,  pg, . . .,  p^  in  einer  negativen  Potenz  enthält,  während  er 
sonst  sehr  wohl  auch  andere  Primfaktoren  in  negativen  Potenzen  ent- 
halten kann.  Ist  der  Divisor  q  speziell  ganz,  also  keiner  der  Exponenten 
A;  negativ,  so  fallt  unsere  Deflnition  zusammen  mit  der  folgenden: 

Ein  rationaler  Bruch  E  ist  durch  einen  ganzzahligen  Divisor 

q  teilbar,  wenn  der  Zähler  von  Ü  im  gewöhnlichen  Sinne  durch 

q  diTisibel  ist, 

In    der   Theorie    der    algebraischen   Punktionen    werden    wir   die 

Divisoren  für  sich  neben   den  Funktionen  Z  betrachten;   wir  könnten 

dasselbe  schon  an  dieser  Stelle  thun;  wir  woUen  hier  aber  nur  diejenigen 

Divisoren  genau  betrachten,  welche  den  rationalen  Funktionen  Z  von  s 

entsprechen,  und  die  diese  bis  anf  eine  muliiplikative  Konstante  voll- 

st^dig  bestimmen. 
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Jede  rationale  Funktion  Z  des  Körpers  K{i)  enthält  nämlicli  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Primfattoren  in  einer  von  Xnll  verscliiedenen 
positiven  oder  negativen  Potenz,  nämlich  alle  und  nur  die,  welche  den 
NuUstellen  and  den  Polen  von   'Z  entsprechen.     Es  seien 

alle  jene  Stellen  und 

die  zugehörigen  positiven  oder  negativen  Ordnungszalilen.  Dann  können 
wir  7j  den  „zugehörigen  Divisor" 

zuordnen,  denn  durch  Angabe  des  Divisors  q^  ist  die  rationale  Funk- 
tion Z  his  auf  eine  multiplikative  Konstante  bestimmt.  In  der  That, 
gehörte  zu  den  beiden  voneinander  verseliiedenen  rationalen  Funktionen 
Z  und  Z  derselbe  Divisor  q,  so  würde  zu  dem  Quotienten^  der  Divisor 
—  =  1  gehören,  d.  h,  jener  Quotient  wäre  eine  rationale  Funktion, 
welche  auf  der  ganzen  Kugelfläche  keine  Nullstelle  und  keinen  Pol 
besäfse,  und  eine  solche  ist  notwendigei-weise  eine  von  Null  verschiedene 
Konstante  C,  wie  aus  der  Darstellung  der  rationalen  Funktion  in  Bruch- 
form  sofort  hervorgeht. 

Will  man  die  Funktion  Z  durch  den  zugehörigen  Divisor  q^ 
vollständig  bestimmen,  so  kann  man  dies  folgenderraafsen  en-eichen: 
Unter  allen  zu  q^  gehörigen  Funktionen  CZ,  welche  aieb  nur  durch 
multiplikative  Konstanten  unterscheiden,  greife  man  diejenige  heraus, 
deren  Entwickelung  für  einen  beliebigen,  aber  ein  für  alle  Male  fest 
angenommenen  Punkt,  z.B.  für  den  Nordpol  0  (s  =  0),  als  Koeffizienten 
des  Anfangsgliedes  die  Zahll  besitzt,  und  bezeichne  diese  durch  q^-  -^ds- 
dann  kann  man  jede  andere  zu  dem  Divisor  q^  gehörige  Funktion 
durch  G(\2  bezeichnen,  wenn  C  ihren  Anfangskoeffizienten  für  die 
SteUe  {s  =  0)  bedeutet. 

Da  die  Anzahl  der  Nullstellen  für  jede  Punktion  Z  gleich  der 
ihrer  Pole  ist,  so  ist  für  jeden  zugehörigen  Divisor  q^  die  Ordnung 

Pi  +  Ps  H f-  9/,  =  0 

und  umgekehi-t  zeigt  man  leicht,  dafs  jedem  Divisor  q  von  der  nullten 
Ordnung  eine  Funktion  Z  des  Körpers  Ti.[i)  zugehört.  Entsprechen 
nämlich  alle  Primfaktoren  endliehen  Punkten  und  sind; 

3  —  ffj,        S  —  Ka,  .  .  .,  iS  —  Kj 
die  zu  pi,  pg, . .  -fl^h  gehörigen  Linearfaktoren,  so  ist 
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2  =  (s  -  a,f'  (s  -  a^f' ...  (3  -  a^f" 

die  zu   q  gehörige  Funktion,  da  sie  wegen   («i  +  Pa  H 1-  p,_  =  0    im 

uuendlich  fernen  Punkte  weder  eine  Nullstelle  uocli  einen  Pol  besitzt. 
Ist  dagegen  etwa  p/,  der  unendlich  ferne  Punkt,  so  gehört  zu  (]  die 
Funktion 

Z- (2 -.,)'■  (2 -«,)»...  (2 -»._,)«->, 

denn  diese  ist  für  ^  =-  00  von  der  Ordnung 

-(?(  +  ■■■+ p/,-i)-  +  pi. 
Für  die  algebraischen  Funktionen  ist  dasselbe  nicht  mehr  der  Fall,  und 
ebenso  entspricht  auch  schon  im  Gebiete  der  rationalen  Funktionen 
einem  Divisor  q  von  positiver  oder  negativer  Ordnungszahl  keine 
Funktion  des  Körpers  mehr.  Wir  werden  auf  diese  allgemeineren 
Divisoren  später  genau  eingehen. 

Es  ist  leicht,  für  eine  beliebig  gegebene  rationale  Funktion  den 
zugeordneten  Divisor  zu  finden;  so  entspricht  z.B.  der  Funktion: 

■2  =  ^^     der  Divisor     |i  ■  ^Jg  p,  p^' Pt- 
wenn  die  Primteiler  ^j,,,  ()j ,  Vs,J(i„  den  Stehen  (s-=0,  .3  =  1,  s-=2,s=  00) 
zugehören,  denn  in   der  Umgebung  des  Nordpoles  (s  ^  0)  besitzt  die 
Entwickelung  des  Quotienten: 

offenbar  den  Anfangskoeffizienten -p-  Ferner  gehört  z.B.  zu  der  ganzen 
Funktion  «.'*"  Grades 

i5_rt2)-(2-»,). ..{«-..) 
offenbar  der  Divisor 

?..  ?..■•■  t>..  K', 

wenn  allgemein  unter  pa-  derjenige  Primfaktor  verstanden  wird,  welcher 
der  Stelle  (0  =  cci)  entspricht. 

Aufser  dieser  Bestimmung  einer  rationalen  Punktion  durch  den 
zugehörigen  Divisor  oder,  was  dasselbe  ist,  durch  ihre  NuUsteUen  und 
Pole,  mufa  noch  auf  eine  andere  Ai-t  der  Darstellung  jener  Funktionen, 
aäralich  auf  ihre  Zerlegung  in  Partialbrüche  hingewiesen  werden,  bei 
welcher  ihre  Pole  sowie  die  zugehörigen  Hauptteile  allein  als  gegeben 


Pt>  Ph  ■■■>K' 

alle  iu  dem  Nenner  von  Z  auftretenden  Divisorenpotenzen,  und  ( 
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der  zu  p^'  gehörige  Hauptteil.  Aladaim  ist  z.  B.  -^^(s)  für  sicli  be- 
trachtet eine  rationale  Punktion,  deren  Nenner  nur  die  Potenz  IjjJ'  be- 
sitzt, und  die  Differenz 

ist  eine  Funktion,  welche  in  pj  nicht  mehr  miendUch  gi'ofs  wird,  die 
aber,  da  sich  JIi{b)  aa  allen  übrigen  Stehen  regu^r  verhält,  in  den 
Punkten  ^i^, . . .,  p*  dieselben  Hauptteile  besitzt  wie  Z  selbst.  Hieraus 
folgt,  dafa  die  Differenz 

2-[a,(5)  +  a,(2)  +  "-+-H>W] 

eine  rationale  Funktion  von  S  ist,  welche  auf  der  ganzen  Kugelfläche 
Sl  keinen  Pol  besitzt,  also  eine  Komtante  A^^  sein  mufa.  Man  erhält 
somit  die  folgende  Darstellung  einer  beliebigen  rationalen  Funktion  Z: 

z=4,  +  j3;(8)  +  i?,(2)+-.-+fli(«) 

Für  den  Fall,  dafs  eine  jener  Stellen,  z.  B.  p^f  die  unendlich  ferne 
Stelle   ist,    wird    der   ibr   zugehörige   Hauptteil   eine    ganze   Funktion 

AyS  -^ \- A^z^,  und  man  erhält  alsdann  die  gewöhnliche  Formel  für 

die  Zerlegung  einer  rationalen  Funktion  Z  in  Partialbrüche; 

WO  G-(z)  eine  ganze  Funktion  bedeutet. 

Aus  der  identischen  Gleichung  (3)  folgt  ein  zweiter  sehr  einfacher 
Beweis  des  schon  oben  a.  S.  8  flg.  hergeleiteten  Satzes,  daXs  jede  rationale 
Funktion  Z  in  der  Umgebung  eiaer  beliebigen  regulären  oder  irregulären 
Stelle  ^ig  (s  =  K,))  der  Kngelfläche  in  eine  konvergente  Potenzreihe  ent- 
wickelt werden  kann,  deren  Konvergenzkreis  durch  den  nächsten  Pol 
von  Z  hindurchgeht. 

Da  nämlich  nach  (3)  Z  als   Summe  einer  endlichen  Anzahl  von 

einfachen  Summanden: 

A 

darstellbar  ist,  wenn  die  Stelle  ^5  {z  =  a)  je  einem  der  Pole  entspricht, 
so  braucht  der  Beweis  nur  für  eine  solche  einfache  Funlition  geführt 
zu  werden.  Nun  besteht  aber  für  diese  Funktion,  sobald  ^J^  eine  endhche 
Stelle  ist  und 

-i)  |^|<i      is~«.i<i«-«,l 

ist,  in  der  Umgebung  von  p,,  die  Entwickelung: 

Hensel  ii.  Laudsborg,  olgcbrais^üa  Puuktioncii  clo,  2 
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und  diese  Reihe  konyergiert  wegen  (4)  iimerhalb  des  um  p^  beachriebenei] 
Kreises,  dessen  Peripherie  durch  p  hindurchgeht.  Denkt  man  sich  alle 
Glieder  von  (3)  in  gleicher  Weise  entwickelt  und  die  hezügüehen 
Reihen  vereinigt,  so  ergiebt  sich  die  Reihe  für  Z,  welche  innerhalb 
des  gemeinsamen  Bereiches  aller  Partialreihen  konTergiert,  d.  h.  für 
den  um  p^  beschriebenen  Kreis,  dessen  Peripherie  durch  den  nächsten 
Pol  von  Z  hindurchgeht. 

Ist  der  zu  untersuchende  Punkt  p^  speziell  der  Südpol  0'  (s  =  cx>), 
SO  besteht  genau  derselbe  Satz,  denn  für  jeden  Partialbmch  ist 


(s-a)^ 


^^7rr^^>('-^^-^i;-)- 


sobald  —  <  1  also  | « |  >  |  ß  |  ist.  Die  Entwickelung  in  der  Um- 
gebung des  unendlich  fernen  Punktes  oder  des  Südpoles  gilt  also  inner- 
halb des  um  0'  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie  durch  den 
nächsten  Pol  von  Z  hindurchgeht. 

§2. 

Durch  die  Ergebnisse  des  vorigen  Abschnittes  haben  wir  die 
analytische  Eigenschaft  der  rationalen  Funktionen  kennen  gelernt,  dafs 
sie  auf  der  ganzen  Kugelfiäche  nur  eine  endliche  Anzahl  polarer 
Unstetigkeiten  besitzen  und  für  jeden  anderen  Punkt  derselben  in  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe  entwickelt  werden  können.  Es  soll  jetzt  nach- 
gewiesen werden,  dafs  diese  Eigenschaft  für  die  Punktionen  Z  des 
Körpers  K{s)  charakteristisch  ist,  dafs  also  jede  Punktion,  welcher 
diese  Eigenschaft  zukommt,  auch  stets  eine  i'ationale  Funktion  von 
8  ist.  Zu  diesem  Zwecke  mufs  aber  zunächst  an  einige  Sätze  aus  der 
Theorie  der  analytischen  Punktionen  erinnert  werden,  von  welchen  wir 
im  folgenden  Huflg  Gebrauch  zu  machen  haben. 

Ist  eine  Punktion  f(/)  der  komplexen  Variabehi  n,  für  eine  gewisse 
endliche  Stehe  (ii  =  «(,)  in  eine  Potenzreihe 

entwickelbar,  die  für  eine  endliche,  wenn  auch  noch  so  Heine  Um- 
gebung I  2  —  «0 1  <  pfl  jener  Stelle  konvergiert,  so  heifst  f(0  ]  «„) 
ein  Element  der  analytischen  Punktion  f(/)  für  die  Stelle 
(s  =  ((^.     Ist  nun   ßj    irgend    eine    andere  Stelle    innerhalb   des   Kon- 
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vergenzbereiches  jener  Reihe,  ersetzt  man.  «  — «(,  diireh  ä^  —  «^  +  («j^  —  ßg) 

und    entwickelt    man    daim   f(s\cc^   nach  Potenzen   von   s  —  ß^,   so 

erhält  maa  eine  neue  Potenzreihe 

/■(S  1  »,)  -  «1«+  »il>(2  ~  «.)  +  «<•>(«  -  »,)'+•  •  •, 

deren     Konvergenzfcreis     mindeatena 

gleich  demjenigen  ist,  welcher  um  k^  '^' 

als   Mittelpankfc  heachrieben   iat   und 

den  Torigen  von  innen  berührt.  In  sehr 

vielen  Fällen  aber  ist  derselbe  gröfser. 

Für  jeden  Wert  von  s  nun,  welcher 

innerhalb     des    beiden    Potenzreihen 

gemeinsamen        Konvergenzbereiches 

liegt,  besitzen  beide  Reihen  denselben 

Wert,   stellen  also  dieselbe  Funktion 

von  s  dar.    Aus  diesem  Grande  sagen 

wir    mit    Weierstrafs,     dals    beide 

Reihen  innerhalb  ihres  ganzen  Kon- 

vergenzbereiehes  —  aaeh  für  den  nicht  gememsamen  Bereich  —  eine 
und  dieselbe  analytische  Pouktion  fiß)  daiatellen,  und  nennen  dalier 
jede  dieaer  beiden  Reihen  ein  Element  der  analytiachen  Funktion 
bezw.  für  die  Stellen  (ß  =  a,,)  und  (s  =  k^),  iemer  bezeichnen  wir  das 
zweite  Element  ais  die  analytische  Fortsetzung  des  ersten,  aber 
auch  umgekehrt  das  erste  als  die  analytische  Fortsetzung  des  zweiten. 
Setzt  man  nun  jenes  zweite  Element  f(s\a,)  in  genau  derselben  Weise 
für  einen  dritten  Punkt  a^  fort,  welcher  ia  dem  Konvergenzbereiche 
der  zweiten  Reihe  sieh  befindet,  und  fährt  so  fort,  so  erhält  man 
zuletzt  ein  System  von  unendlich  vielen  Funktionenelementen,  für 
welche  die  Gesamtheit  der  zugehörigen  Konvergenzkreiae  mit  den 
Mittelpunkten  Kq,  Kj,  K;,  . . .  einen  bestimmten  Teil  der  Ebene  ausmacht. 
Dieser  Teil  dei  Ebene,  innerhalb  dessen  za  jedem  beliebig  angenommenen 
Punkte  «  em  zugehöriges  Fonktionenelement: 

/■(s  |tt)  =  «0  +  ß,(s~a)  +  ^  (s-cey  +  ■  ■■ 
existiert,  heilst  der  Bereich  der  analytischen  Funktion  f{0).  Der- 
selbe kann  ein  begrenzter  endlicher  Teil  der  Ebene  sein  oder  auch  mit 
der  unendlich  aasgedehnten  Ebene  zusammenfallen.  Es  kann  aber  auch 
der  Fall  eintreten  —  and  dieser  tritt  gerade  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  und  der  Ahelschen  Integrale  immer  ein  — , 
dals  man  je  nach  der  Art  des  Überganges  von  eiüera  Anfangspunkte  a^ 
zu  einem  und  demselben  Endpunkte  k  zu  verschiedenen  zagehörigen 
Funktionenelementen  für   die   Stelle  (s  =  a)    gelangen    kann.     Im   all- 
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2Q  Zweite  Vorlesung, 

gemeinen  hängt  es  also  von  dem  für  die  Foifcaetzung  eingeschlagenen 
Wege  ab,  zu  welchem  von  den  dem  Endpunlite  zugehörigen  Funktionen- 
elementen  man  bei  der  Fortsetzung  gelangt.  Gehört  zu  einem  jeden 
Punkte  (s  '=_  «^  des  Bereiches  von  f{/)  nur  eine  einzige  Potenzreihe 
f(^Wc)i  ^*^  heifst  die  analytische  Punktion  eindeutig;  im  anderen 
Falle  heiTst  sie  mehrdeutig. 

Indem  wir  die  Potenzreihen  als  ganze  Funktionen  im  weiteren 
Sinne  betrachten,  sagen  wir:  Eine  analytische  Funktion  besitzt  in  der 
Umgebung  einer  Stelle  {z~a)  den  Charakter  einer  ganzen  Funk- 
tion, wenn  sie  sich  hier  in  der  Form  einer  Potenzreihe  darstellen 
\äM,,  welche  keine  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthält,  Dia- 
jenigen  Stellen,  an  welchen  eine  derartige  Entwickelung  nicht  möglich 
ist,  nennt  man  Grenzstellen;  dieselben  können  natürlich  höchstens 
an  der  Grenze  des  Konvergenzbereiches  eines  Funktioneuelementes, 
jedenfalls  aber  nicht  innerhalb  desselben  auftreten.  Es  ist  daher  von 
Wichtigkeit,  genauer  zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  sich  der  Kon- 
vergenzhereich eines  behebig  gegebenen  Funktionenelementea  f{s  \  a^ 
feststellen  lälst  und  in  welcher  Beziehung  er  zu  den  GrenzsteUen  jener 
Funktion  steht.  Zu  diesem  Zwecke  erbmern  wir  an  den  folgenden 
wichtigen  Satz,  dessen  Beweis  wir,  da  er  in  der  Folge  häufig  gebraucht 
wird,  hier  kurz  angeben  wollen: 
Ist 

/■(,)  =  ß, +  «,  (^ -«)  +  «,  (^ -«)«  +  .. . 

eine  Reihe,  welche  in  der  Umgehung  der  endlichen  oder  un- 
endlichen Stelle  (g  =  ß)  innerhalb  eines  endlichen  Bereiches 
konvergiert,  legen  wir  der  Variahein  s  alle  Werte  bei,  welche 
sie  auf  der  Peripherie  eines  innerhalb  jenes  Bereiches  liegenden 
konzentrischen  Kreises  mit  dem  Radius  r  annimmt,  und  ist  g 
die  obere  Grenze  der  endlichen  Werte,  welche  \f{ß)  \  auf  jenem 
Kreise  annimmt,  so  besteht  für  alle  Koeffizienten  «j  die  Un- 
gleichheit: 

Wir  brauchen  diesen  Satz  nur  für  die  SteUe  s  ^  0  zu  beweisen,  da 
wir  ja  für  K  ^  0  s  —  a  bezw.  —  durch  s'  ersetzen  können. 

Zum   Beweise  betrachten  wir  zumichst  eine  aus    einer   endlichen 
Anzahl  von  Gliedern  bestehende,  also  rationale  Punktion: 

f{s)^A^  +  A.s'"'  -i-  ^s""  -(-■■■-(-  A^^'^Q, 

wo  »»j,  »»2)  ■  ■  ■»'"e  positive  oder  negative,  aber  von  Null  verschiedene 
ganze  Zahlen  bedeuten.    Legen  wir  nun  der  Vaiiabeln  s  alle  diejenigen 
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Werte  bei,  deren  absoluter  Betrag  ==  r  ist,  und  ist  g  die  offenbar  end- 
liche obere  Grenze  von  |/'(^)1  für  diese  Werte,  so  zeigen  wir  zunächst, 
dafs  für  das  Anfangsglied  Äq  die  Ungleichheit 

stets  erfüllt  ist.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir  s  =  na",  wo  v  eine  be- 
liebige ganze  Zahl  und  ro  irgend  eine  primitive  fc-te  Wnrzel  der  Ein- 
heit sein  möge  und  wo  /c  nur  so  gewählt  sein  soll,  dafs  es  in  keiner 
der  Zahlen  m^,  m^, . . .,  Mj  enthalten  ist.     Alsdann  ist  stets 


also  nach  der  Voraiissetzung 

If  (."•')  \ris- 

Summiert  man  mm  die  Gleichungen 

f(rm')  =  Af,-i-Ajr'^'(o""'  +  Ä^r'^m""^-\ h  A^r'"':'a"'<' , 

welche  man  erhält,  indem  man  für  v  der  Tteihe  nach  0,  1,2,.. ., 
setzt,  und  wo  n  eine  beliebig  grofse  ganze  Zahl  bedeutet,  so  e 
sich  nach  Division  mit  n  die  Gleichung; 


r+'^'-Sr 


1 A I  ^1-2 1  rt™')  1  +  -i  I A '-  \S  +  ■  ■  ■  +  ^'•■'  t-Iv'  [ 

Wie  grofs  nun  auch  n  gewählt  werde,  immer  bleibt  der  auf  der 
rechten  Seite  zuletzt  stehende  mit  —  multiplizierte  Ausdruck  unterhalb 
einer  endlichen  Grenze;  wird  also  n  grÖfser  und  grÖfser  angenommen, 
80  nähert  sich  jener  zweite  Summand  unbegrenzt  der  Null,  während 
der  erste  nach  der  Voraussetzung  höchstens  gleich  —  -ng^^g  sein 
kann.     Also  fo^ 

lÄ.\<g  +  S, 

WO  d  beliebig  klein  gemacht  werden  kann;  es  ist  daher  in  der  That 

14,l<!7, 
was  zu  beweisen  war. 

Um  nunmehr  diesen  Satz  auf  Potenzreihen  auszudehnen   und    zu 
beweisen,  daXs  die  Koeffizienten  der  Reihe 
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f(ij  =  «0  +  »i^  +  «3^:^  +  ■  ■  ■  +  ai^'  +  ■■■ 
die  Bedu^img 

erfüllen,  wo  g  und  r  die  ia  dem  oben  formulierten  Satze  angegebene 
Bedeutung  haben,  bilden  wir  die  offenbar  in  dem  Konvergenzbereiclie 
von  f{z)  ebenfalls  konvergierende  Reihe 

e-'f(s)  =  «oS-'  + h  a,-is-'-  +  «i  +  Oi+is  -4 h  ff;+^s"  +  f(s), 

wo  f{0}  das  Aggregat  aller  folgenden  Glieder  enthalt.  Wählt  man 
nun  s  genügend  grofs,  so  kann  der  absolate  Betrag  des  Restes  f(d) 
auf  jenem  mit  dem  Radius  r  beschi-iebenen  Kreise  Meiner  als  eine 
beliebig  kleine  positive  Gröfse  £  gemacht  werden.  Wendet  man  nun 
auf  die  rationale  Funktion 

«0--'  +  •  ■  ■  +  a;-i2-^  +  ffi  +  ■  ■  ■  +  öi+.^  =  0-'fi^)  ~  fi^) 
den  soeben  bewiesenen  Satz  an  und  beachtet  dabei,  dafs  nach  den  über 
f(ß)  und  f(s)  gemachten  Voraussetzungen  der  absolute  Betrag  der 
rechten  Seite  auf  dem  mit  dem  Radius  r  um  den  Nullpunkt  be- 
schriebenen Kreise  unterhalb  gr~*  -j-  £  liegt  und  dafs  e  beliebig  klein 
angenommen  werden  kann,  so  ergiebt  sieh 

Jener  Satz  ist  also  vollständig  bewiesen. 

Der  entsprechende  Satz   gilt  auch  für  PotenzreJhen  mit  zwei  und 
mehr  Variablen  und  wird  wörtlich  ebenso  bewiesen.*)     Für  zwei  Ver- 
änderhche  lautet  jenes  Theorem  folgendermafsen: 
Konvergiert  die  Reihe: 

f{s,  u)  =  2ß.i('S"ßy('*~Ä' 
für  alle  Wertsysteme  (s,  m),  für  welche 

la-«l  =  S,    |»-(i|-5 
ist,  und  ist  g   die   obere  Cbrenze  von  \f(e,u)\  für  alle  jenen 
beiden  Bedingungen  genügenden  Wertsysteme  (z,  n),  so  besteht 
für  alle  Reihenkoefäzienten  Uit  die  Ungleichheit: 

Mit  Hülfe  dieses  Satzes  kann  mau  nun  ohne  Schwierigkeit  den 
wahren  Konvergenzkreis  einer  Potenzreihe  f{s\a^  bestimmen,  und  es 
ergiebt  sich  das  folgende  wichtige  Resultat**);  Bildet  man  das  zu  einem 

*)  Tgl.  z.  B.  Biermami,  Theorie  der  acalytiaclien  Funktionen,  S,  144  flg. 
**)  Vgl.  E.  B.  Biermanu  a.  a,  0,  S.  165  flg. 
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Punkte  innerhalb  des  Konvergenufcreises  von  f{s  \  a,,)  gehörige  Fnnk- 
tionenelement  f{s  \  a^),  so  besitzt  cÜeaes,  wie  oben  erwähnt,  stets  einen 
Konvergenzkreia  von  endlicher  Gröfse.  Dasselbe  wird  im  allgemeinen 
auch  der  Fall  sein,  wenn  der  betrachtete  Ponkt  k^  sich  der  Peripherie 
des  Konvergenzkreises  von  f{s  \  a^  unbegrenzt  nähert.  Aber  der  wahre 
Konvergenzkreis  von  /  (s  ]  «„)  ist  dadurch  charakterisiert,  dafs  auf  seiner 
Peripherie  mindestens  ein  Punkt  «  von  der  Beschaffenheit  existiert, 
daTs  der  Konvergenzkreis  von  f{,s\f^i)  unendlich  klein  wird,  wenn  sich 
der  Punkt  «^  dem  Punkte  S"  auf  irgend  einem  Wege  unbegrenzt  an- 
nähert. Für  diesen  Punkt  «  existiert  mithin  kein  augehöriges  Punk- 
tionenelement f{e  I  a^),  er  liegt  also  aufserhalb  des  Bereiches  der 
analytischen  Punktion.  Eine  solche  Stelle  heifst  eine  singulare 
Stelle  der  analytischen  Funktion,  und  man  kann  demnach  den 
folgenden  wichtigen  Satz  aussprechen: 

Für  eine  analytische  Funktion  konvergiert  die  zn  einem 

Punkte   «0    gehörige    Potenzreihe    stets    ionerhalh    desjenigen 

um  K,)  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie 

durch  den  luchsten  singulären  Punkt  hindurchgeht. 

Bei    den   ratiomilen   Funktionen   sind   die  singulären  Stellen   alle 

und   nur  diejenigen  Punkte,  welche   den  Polen  entsprechen;  denn  für 

alle  und  nur  diese   Stellen   verliert  ja   jene  Funktion   den   Charakter 

einer   ganzen  Funktion,   da   dort  ihre  Entwiekelung   eine   wenn  auch 

endliche  Anzahl  von  Potenzen  mit  negativen  Exponenten  enthält.   Wir 

erhalten  somit  hier  einen  neuen  Beweis  des  a.  S.  17  und  18  bewiesenen 

Satzes,  dafs  das  zu  einem  Punkte  p,,  gehörige  Element  einer  rationalen 

Funktion  jedesmal  ionerhalb  eines  Kreises  konvergiert,  dessen  Peripherie 

durch  den  nächsten  Pol  derselben  hindurchgeht. 

§3. 

Im  §  1  haben  wir  den  Satz  gefunden: 

Jede  rationale  Fimktion  besitzt  auf  der  ganzen  Kugelfläche 
nur  polare  Unstetigkeiten. 
Nunmehr  können  wir  auch  den  umgekehrten  Satz   von   fundamentaler 
Bedeutung  leicht  beweisen;  er  lautet: 

Eine  eindeutige   analytische   Funktion  von  a,   welche  auf 
der  ganzen  Kugelfläehe  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzt,  ist 
notwendig  eine  rationale  Funktion. 
In  der  That,   besitzt   eine   solche   Funlition  f  (s)  nnr  polare  Un- 
stetigkeiten, so  kann  sie  deren  nur  eine  endliche  Anzahl  haben     Be- 
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sälse  sie  nämlicli  nnendlich  viele,  so  möfsten  diese  notwendig  auf  der 
Kugelfläche  eine  Haiifimgsstelle  besitzen,  d,  h.  es  müfste  eine  solche 
Stelle  {s  =  «(,)  existieren,  für  welche  in  jeder  Nälie  derartige  Unstetig- 
teitsstellen  voTlianden  wären.  Für  diese  Stelle  re,)  testelit  aber,  wie 
oben  gezeigt  wurde,  eine  Butwielcelimg  von  der  Form 

y«  -  (8 -»,)'(«,  +  o,(a-».)  +  ..■), 
WO   die   eingeklammerte   Reihe   innerhalb   eines  endlichen,  wenn  auch 
noch   so   lileineu  Bereiches  konvergiert.     Es   kann  silso  in  jenem  Be- 
reiche keine  neue  singulare  Stelle  vorhanden  sein,  jene  Stelle  ist  demnach 
keine  HäufungssteUe.     Seien  nun  wieder 

Pi,        Ps,  ■•■,       h 
alle  Unstetigkeitsstellen  von  F{z)  und 

S,(>),H,(,),...,H,,(i) 
die  zugehörigen  Hauptteile,  so  ist  die  Differenz 


m~F(f)--^H,(j,) 


eine  aualytisclie  Funktion,  welche  weder  im  Endlichen  noch  im  Un- 
endlichen eine  singulare  Stelle  besitzt,  für  welche  also  die  zugehörige 
Reihe 

/■(s)  =  ^-f  ^,^-+-^^ä+■■■ 
nach   dem   im   vorigen  Paragraphen  angegebenen  Satze   für  die  ganze 
unendlich  ausgedehnte  Ebene  konvergiert. 

Also  liegt  der  "Wert  des  absoluten  Betrages  |/'(2)|  für  jeden  end- 
lichen oder  unendlichen  Wert  von  8  unterhalb  einer  endlichen  Grenze  g. 
Beschreibt  man  daher  um  den  Änfangspunld  einen  Kreis  mit  beliebig 
grofsem  Radius  Ji,  so  ist  auch  für  alle  Punkte  seiner  Peripherie  \f{^')\<.g\ 
nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  ist  aber  für  jeden  Koeffizienten  jener 
Pötenzreihe : 

\MiJi  (i-i,!,..-). 

und  da  M  hinsichtlich  seiner  Gröfse  gar  keiner  Beschränkung  unter- 
worfen ist,  so  folgt  aus  den  obigen  Ungleichungen  für  unbegrenzt 
wachsendes  M,  dafs  alle  Koeffizienten  Ä^,  A^,  .  .  .  Null  sind;  es  redu- 
ziert sich  also  fis)  auf  eine  Konstante,  oder  F(£)  auf  eine  rationale 
Punlition  von  s,  w.  z.  b,  w. 


y  Google 


Dritte  Vorlesung. 


Die  algebraischen  Fnukt  on  n  v  n        —  Unt    au  tn  g  d    a  U   n  f      p  neu  ge 
gebenen  Wert  von  s.  —  D  e  Gle  ehun^  1  strmiuiaiite  —  Unter  nclmng  der  algeb  a 
Bchen  Funktionen   in  de     "ümgel  ung  e  ner  legulären   '>tcUe    —   B  rechnung   Ib 
Koeffizienten  der  »ji'unkt  on  n  1  m  nte  —  Bew    s  le    Kon        ena  ]     e    Bellen   — 
Untere  Grenze  des  Kon     genz      e  clie^  I       la      anae    egil    e  Lei  et 


Die  genauere  aritlimetisch-analytisclie  Untersuchung  der  rationalen 
Funktioaen  hat  uns  zu  dem  wichtigen  Eesultate  geführt,  dafs  alle 
Funktionen  des  Körpers  K(ßi)  und  nur  sie  eindeutige  analytisclie  Funk- 
tionen sind,  welche  auf  der  ganzen  Kugelüäcbe  nur  polare  Unstetig- 
keiten  besitzen.  Wir  gehen  jetzt  einen  Schritt  weiter  und  untersuchen 
die  BOgenannten  algebraischen  Funktionen  von  s,  d.h.  die  i\ink- 
tionen  u,  ■welche  durch  eine  algebraische  Gleichung  n-ten  Grades 

1)  f(u,  s)  =  A(^)m"  +  ^„_i(^)w"-i  +  ■  ■  ■  +  Ms)  =  0 

definiert  sind,  deren  Koeffizienten  beliebige  ganze  oder  gebrochene 
rationale  Fimktionen  der  unabhängigen  Variabehi  s  sind.  Ein  spezieller 
Fall  der  algebraischen  Funktionen  sind  die  rationalen  Funktionen  selbst, 
denn  diese  und  nur  sie  sind  die  Wurzeln  linearer  ( 


Dureli  Division  mit  Än(s)  können  wir  der  Grieichung  (1)  auch  die 
Form  geben: 

la)    f{u,  £)  =  M"  -h  «„_.:  (2)j("-i  +  ß„_3(2)M"-^  +  . , .  +  a^{s)  =  o. 
Es  sei  5  ein  solcher  Wert  der  unabhängigen  Variablen,  welcher  keinem 
Pole  der  Koeffizienten  a^  {£)  entspricht.    Dann  besitzt  die  Gleichung  (1  a) 
bekanntlich  n  endliche  Wurzeln. 

Co  ,  öo  , .  . .  eo  , 
und  es  besteht  die  identische  Zerlegung: 

(ib)  rt«,8)-««+«.„.(8)«— +  ...+«.(j)_(»-,i«)(»-4")...(«-eS"'); 

aus  ihr  ergeben  sich  durch  Koeffizientenvergleichung  die  n  Gleichungen: 
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^'«pW 


.er  =  (-l)"«.W, 


nach  welchen  die  Bogenannten  „elementaren  symmetrischen  Funk- 
tionen" der  Gleichungswurzebi  den  Gleichoji.gsliO  effizienten  mit  ah- 
wechsehideii  Vorzeichen  gleich  sind. 

Nun  ist  betannthch  jede  beliebige  symmetrische  Funktion  der 
n  Grofsen  ei^,  ejj^\  ...  4"'  rational  durch  diese  n  elementaren  sym- 
metrischen Funktionen  (2)  darstellbar;  und  da  diese  ihrerseits  rationale 
Funktionen  Ton  s  sind,  so  ergiebt  sich  der  wichtige  Satz: 

Jede    symmetrische    Funktion    der    n  Gleichun^wurzehi 

(eo\  eo\  , . .  Co"')   ist  eine  bestimmte  rationale  Funktion  Yon  3. 

Speziell   ist  jede   ganze  symmetrische  Funktion  der  "Wurzeln 

eine  ganze  rationale  Funktion  der  Gleichungskoeffizienten. 

Eine  der  wichtigsten  symmetrischen  Funktionen  ist  die  sogenannte 

Glei  chunssdi  skr  im  inante : 


B»-n(««°'-'i»"). 


welche  ihrer  Bildung  nach  dann  vmd  nur  dann  verschwindet,  wenn  für 
den  betrachteten  Wert  von  ä  zwei  oder  mehrere  von  den  n  Wurzeln 
4  ;  Co  , . . ,  ßo     eioander  gleich  sind. 

Man  kann  die  Gleichungsdiskriminante  auch  anders  daratelleu: 
Differenziert  man  die  Gleichung  (Ib)  nach  ii  und  setzt  dann  für  ti 
eine  der  n  Wurzeln  eo'',  so  ergiebt  sich: 

r  W", ')  -  W  -  4") . . .  W"  ~  ei'-  •')  (<^"  -  ef +■') . . .  W"  -  «.'•') , 
und  wenn  man  das  Produkt  aller   n  Gleichungen  bildet    und  beachtet, 
dafs  dami  die  rechte  Seite  offenbar  gleich  dem  Differenzenprodukt  aller 
Wurzeln,  also  gleich  der  Diskriminante  ist,  so  folgt: 

3a)  DW,.fW'>)/-W")...fW"'). 
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Hieraus  gekt  hervor,  dafa  für  einen  bestimmten  Wert  von  s  die  Gleiehungs- 
diskriminante  eine  ganze  rationale  Punktion  der  GHeickungslcoeffizienten 
fflj;(s)  ist,  welche  dann  und  nur  dann  versehwindet,  wenn  hier 
f  (u,  s)  für  eine  der  n  Wurzeln  Ton  f{u,  0)  verschwindet,  wenn  also 
f(u,s)  Txad  f  (u,  ^)  mindestei^  einen  Linearfalitor  (u  —  eo)  gemein- 
sam haben. 

Verschwindet  für  eine  Gleichung  f{y,,Z)=Q  die  Diskriminante 
identisch,  so  haben  f{u)  und  /''(m)  für  jeden  Wert  von  s  einen 
gemeinsamen  Teiler,  Einen  solchen  Divisor  kann  man  bekanntlich 
mit  Hilfe  des  Euklidisclien  Verfahrens  durch  suceessive  Division,  also 
auf  rationalem  Wege  bestimmen  und  dann  durch  Division  beseitigen. 
Denkt  man  sieh  dies  von  vornherein  vorgenommen,  so  kann  man 
a  priori  voraussetzen,  dafs  f(u,s)  mit  der  Ableitung  f'(i(,s)  keinen 
geraeinsamen  Teiler  besitzt,  dafs  also  die  Gleichungsdiskriniinante  nicht 
identisch  vei^ehwindet;  dann  besitzt  diese  rationale  Funktion  D{^)  von  s 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  Nullstellen,  und  nur  für  diese  haben 
f{u)  und  f  [u)  eine  gemeinsame  WurzeL  Es   ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Ist  die  Gleichungsdiskriminante  nicht  identisch  Null,  so 
verschwindet  die  Ableitung  f  (u,  s)  nur  an  einer  endlichen 
Anzahl  von   Stehen  für  eine  der  n  Wurzeln  von  f{%,  s)  ^  0. 

Sind  die  Koeffizienten  «(,(2),  %(s), . . .  ß„_i(s)  in  (la)  sämtHch 
ganze  Funktionen,  besitzen  sie  also  keinen  Pol  im  Endiichen,  so  haben 
für  jeden  im  Endlichen  liegenden  Punkt  (s  =  Kß)  alle  n  Wurzeln  end- 
liehe Werte;  in  diesem  Falle  nennt  man  die  Funktion  m  eine  ganze 
a^ebraische  Funktion  von  s,  weil  sie  ebenso  wie  die  ganzen  rationalen 
Funktionen  für  endliehe  Werte  von  s  überall  endlich  bleibt.  Wir 
werden  uns  später  überzeugen,  dafs  diese  Besonderheit  der  ganzen 
algebraischen  Funktionen  nur  auf  der  an  sich  unwesentlichen  Eigen- 
schaft beruht,  dafs  auch  hier  alle  Unendlichkeitsstellen  von  M  dem 
Südpole  0',  d.  b.  dem  Werte  (p  =  00)  der  unabhängigen  Variablen  ent- 
sprechen. Aus  diesem  Grunde  werden  wir  spater  auch  keine  Ver- 
anlassimg haben,  die  ganzen  algebraischen  Funktionen  irgendwie  zu 
bevorzugen. 

Es  sei  jetzt  m  als  algebraische  Funktion  von  s  durch  die  Gleichung  (1) 
definiert.  Dann  erkennen  wir  sofort,  dafs  u  nunmehr  keine  eindeutige 
Funktion  von  z  mehr  ist,  denn  zu  jedem  endlichen  oder  unendlich- 
grofaen  Werte  a„  von  s  gehören  stets  n  und  auch  nur  n  Werte 
eo^',  e^\  . . .  eo"'  von  u,  welche  im  allgemeinen  endlich  und  von  ein- 
ander verschieden  sind,  aber  in  besonderen  Fällen  auch  unendhcl^ofs 
oder  einander  gleich  werden   können,    nnd   deren   Bestimmung   direkt 
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durch  AuflÖBTiug  der  Zahlengleichung  f{u,  Kq)  =  0  geschieht.  Es  stellt 
sich  somit  nach  dieser  oberfiächüchen  Prüfung  u  als  eine  «-dentige 
Funktion  von  s  dar.  Die  folgenden  Untersnchungen  werden  zeigen, 
dafs,  hezw.  m.  welchem  Sinne  diese  Aussage  hei  der  strengen  Fassung 
des  Begriffes  der  analytischen  Funktion  ihre  Geltung  behalt,  welche 
am  Schlüsse  der  vorigen  Vorlesung  gegeben  wurde. 

Wir  haben  gezeigt,  dafs  eine  behebige  rationale  Funktion,  d.  b. 
eine  Wurael  der  linearen  Gleichung  A^(ß)'u,  ^  Af,{ß)  =  {i ,  in  der  Um- 
gebung einer  beliebigen  Stelle  p,,  der  unabhängigen  Yariabeln  in  eine 
Potenzreihe  entwickelt  werden  kann,  welche  nach  ganzen  Potenzen  des 
zugehörigen  Linearfaktors  z  —  ci^  fortschreitet,  und  wir  bestimmten  die 
Koeffizienten  derselben  successive,  indem  wir  die  Kongruenz 

.^_  AW 

für  immer  höhere  und  höhere  Potenzen  von  s  —  «o  als  Modul  auf- 
lösten. Man  kann  diese  Methode  offenbar  auch  so  aussprechen:  Be- 
trachten wir  die  Gleichung 

als  Kongruenz,  und  zwar  successive  für  immer  höhere  und  höhere 
Potenzen  von  0  —  «q  als  Modul,  so  ergiebt  sich  als  Lösung  eiae  ein- 
deutig bestimmte  Reihe 

»_  0,(8-«,)' +  »,  +  ,(2 -.„)'  +  '+■■■, 

welche  jene  Gleichung  (4)  formal  befriedigt,  und  von  der  nachgewiesen 
werden  konnte,  dafs  sie,  genügend  weit  foi'tgesetzt,  für  alle  Punkte 
einer  gewissen  endlichen  Umgebung  von  «^  konvergiert  und  dort  den 
Wert  von  m  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  darstellt. 

Genau  dasselbe  Verfahren  wollen  wir  auch  in  dem  allgemeiaeren 
Falle  anwenden,  dafs  u  als  Function  von  0  nicht  durch  eine  lineare, 
sondern  durch  eine  Gleichung  w-ten  Grades  definiert  ist.  Es  wird  sich 
dann  zeigen,  dafs  man  für  jede  endliche  oder  die  unendlich  ferne  SteUe 
genau  n  Potenzreihen  finden  kann,  welche  die  n  Wurzehi  jener 
Gleichung  für  eine  gewisse  endhche  Umgehung  der  betrachteten  SteUe 
mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  darstellen.  Der  einzige  Unter- 
schied ist  der,  dafs,  während  die  Entwickelung  einer  rationalen  Funk- 
tion stets  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Lineajfaktors  fort- 
3t,  jene  Entwickelungen  für  eine  a^ebraische  Funktion  m  an 
aber  nur  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkten  nach 
L  Potenzen  fortschreiten  können. 
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§2. 

Ehe  wir  die  Wurzeln  der  vorgelegten  Gleichung  in  der  Umgebung 
einer  l>eliebigen  Stelle  (s=^k)  in  Potenzreihen  entwickeln,  wollen 
wir  diese  Untersuchung  für  eine  sogenannte  reguläre  Stelle  dnrch- 
fiihren,  weil  wir  auf  diesen  ganz  einfachen  Fall  nachher  das  allgemeine 
Problem  mit  Leiehtiglceit  reduzieren  können. 

Wir  denken  uns  die  Gleichung  in  der  Form  gegeben: 

1)  f(»,  S)  =  »•  +  0._,W»— '  +  ■  ■■  +  0,(2)»  +  «oW  -  0, 

WO  alle  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  0,  also  in  der  Umgebung 
einer  jeden  Stelle  {s  =  a)  als  konvergente  Potenzreihen  darstellbar 
sind,  welche  nach  Potenzen  von  s  —  a  fortschreiten.  Wir  sehliefsen 
zunächst  die  nnendlicb,  ferne  Stelle  und  die  nur  in  endlicher  Anzahl 
L  Pole  der  n  Koeffizienten  a^(f), . .  ■  a«_i(3)  ans.  Für  alle 
a  Stellen  {s=  a)  sind  dann  die  Werte  ß.,(a),  welche  die  Koeffl- 
i  dort  annehmen,  endlich. 
Wir  bilden  jetzt  die  Gleichungsdiskriminante  D{d).  Nach  den 
Ergehnissen  des  vorigen  Abschnittes  ist  diese  eine  nicht  identisch  ver- 
schwindende ganze  rationale  lt\mktion  der  Gleichungsko effizienten  dii/); 
sie  besitzt  also  für  alle  hier  betrachteten  Stellen  (2  =  a)  ebenfalls  einen 
endhchen  Wert.  Wir  sehliefsen  zweitens  vorläufig  auch  die  ebenfalls 
nur  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Nullstellen  der  Diskriminante 
von  unserem  Bereiche  aus.     Da  dann  für  alle  übrigen  Punkte  (s  =  «) 

j)(.)_n(a'"-«.»')_nf'W")^o 

ist, 

so  sind  für  jeden  Punkt  unseres  Bereiches  alle  n  Wuraeln  end- 
lieh und  voneinander  verschieden,  und  die  nach  u  genommene 
Ableitung  f  (m,  s)   besitzt  für  alle  n  Gleichungswnrzeln  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert. 
Wir    wollen    diese    von    der   folgenden   Betrachtung    zuerst    aus- 
geschlossenen   Punkte    die    kritischen    Punkte     der    Gleichung 
nennen-     Es  seien: 

(S_A),      (2-ft),...(5_ft),      (2-».) 
jene  Punkte,  und  es  mögen 


ihre  Bilder  auf  der  Kngelfläche  R  sein.  Der  nach  Ausschluls  jener 
(/t+  1)  Punkte  übrig  bleibende  Teil  vonS  soll  der  reguläre  Bereich, 
jede  Stelle  desselben  eine  reguläre  Stelle  heifsen. 
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Wir  lietracliten  nun  die  Uleielrang  (1)  in  der  Umgehung  einer 
Stelle  (s  =  «o)  dieses  regulären  Bereiches  und  unterauchen,  6h  dieselbe 
hier  durch  das  Element  einer  analytiaeheö  Funktion 

befriedigt  werden  kann.  SoU  dies  der  Fall  sein,  so  mufs  jene  GHeichung 
zuräehst  für  s  ^  cr,^  durch  das  Anfangsglied  e^  befriedigt  werden,  d.  h. 
Cfl  mufs  eine  der  n  Wurzehi  e^\  ef\  . . .  e^"'  der  bereits  oben  betrachteten 
Grleichung  (la) 

4)  /■(e,«o)=e''  +  «„_tK)e     i+        +  «i(ß„)  +  «g  («,)==  0 

sein,  deren  Koefhzienten  die  endlichen  ^\eitp  sind,  welche  die  Funk- 
tionen «4(3)  für  S^^Cq  annehmen 

Unter  jenen  Wurzfhi  e},*'  können  mehieie  einander  gleich  sein; 
dit,&er  Fall  1  um  aber  nur  d'um  emtieten,  wenn,  (s  =  Kq)  eine  der  be- 
reits ausgeschlossenen  NuUstellen  der  Diskiiminante  in  (2)  ist. 

Es  %ei  jetzt  (,  iigt-nd  eme  AVuiZfl  vtn  /'(^of ''0)  "*  t*?  f^^'  welche 
also  Sichel 

ist.  Wir  zeigen  dann,  dafs  zu  diesem  Anfangs gliede  eine  und  nur  eine 
eindeutig  bestimmte  Reihe: 

%  =  Co  +  ei  (■^  -  «0)  +  63  (2  -  ßo)  +  •  ■  ■ 
gehört,  welche  in  einer   endlichen  Umgebung  der  Stelle  (ß  =  ß^)  kon- 
Tergiert  und  für  jeden  Punkt   derselben   eine  Wurzel   der   Gleichung 
.  /  (m,  3)  =  0  darstellt. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir: 

dann  entspricht  der  Stelle  {^  =  Kq)  von  ^  die  Stehe  (g  =  0)  der 
Vai-iablen  g,  und  es  kann  die  zu  lösende  Aufgabe  jetzt  einfacher  so 
ausgesprochen,  werden: 

Es  sollen  die  Koeffizienten  der  Reihe: 

5)  11^=  e^i  +  e^t^  +  ■  ■  ■ 

so  bestimmt  werden,  dafs  die  Reihe  «i  die  Gleichung 

6)  f(«,8)_/'(e,  +  »„»,+  0  =  0 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (g  =  0)  befriedigt. 

Entwickeln  wir  nun  die  linke  Seite  der  Gleichung  (6)  nach  dem 
Taylorschen   Satae  nach  Potenzen  von  «j  und  g,  so  geht  sie  über  in: 
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0  -  f  (e.  +  »„  «,  +  0  =  f{%,  ««)  +  »if.o  («.,  ".)  +  K.  (%,  «.) 
WO  zur  AbkOrzung  allgemein: 

gfisetzt  ist.  Aus  dieser  Gleiehung  ergiebt  sich  aber,  wenn  man  be- 
achtet, dafs  n,  d.  V.  /'(e,),  «q)  =  0,  ^ol^oi '^o)  $ '^  '^^^'  fdg^n^ß  B^" 
dingung  für  die  imbebannte  Reihe  «it 

Bei  einfacherer  Bezeichmmg  der  hier   auftretenden  Koeffizienten  kann 
also  die  obige  Aufgabe  folgendermafsen  ausgesprochen  werden: 
Es  soll  die  Gleichung: 

f+i=3,3,4... 

in  ■welcher  die  Koeffizienten: 

7a)  j/io;     Pao-  !/ii.  £'02;    Äo-'' 

gegebene  Konstanten  sind,  in  der  TJragebuug  der  Stelle  (5=0) 

durch  eine  Reihe: 

8)  Mi=ö,t4-e,g'  +  '-- 

gelöst  werden. 
Diese  Aufgabe  kann  nun  stets  auf  eine  einzige  Weise  gelöst 
werden;  und  dasselbe  gilt,  wenn  die  Reihe  der  Koeffizienten  (7a)  nicht 
abbricht,  wie  dies  hier  der  Fall  ist;  nur  mufs  alsdann  die  Reihe 
^5(jtS'**i  hmerhalb  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (£  =  0,  «^=0) 
konvergieren.  Wir  wollen  die  Aufgabe  daher  gleich  unter  dieser  all- 
gemeineren Annahme  lösen. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  ersetzen  wir  in  der  Glei- 
chui^  (7)  M[  durch  die  noch  unbekannte  Reihe  (8)  und  ordnen  dann, 
die  rechte  Seite  der  so  sich  ergebenden  Gleichung 

nach  steigenden  Potenzen  Ton  £;  dann  ist  dieselbe  bekanntlich  inner- 
halb ihres  Konvergenzhereiches  nur  dann  erfüllt,  wenn  die  noch  un- 
bekannten Koeffizienten  e^,  e^, . . .  so  gewählt  werden  können,  dafs  die 
Koeffizienten  auf  beiden  Seiten  jeuer  Gleichung  (9)  gleich  sind.  So 
erhalten  wir  durch  Koeffizientenvergleichung  eine  Reihe  von  Gleichungen: 


y  Google 


10) 


^1  =  S-io 


und  man  erkennt  leicht,  dafs  sich  allgemein  aus  der  Vergleichung  der 
Koeffizienten  Ton  S*  f^tif  beiden  Seiten  für  et  eine   Gleichung  ergiebt: 

10a)  ^^G-Mioy^ö  e„  e^, . . .  e,_j)  (fi  +  i=.2,3, . ,.), 

in  welcher  die  rechte  Seite  die  Summe  einer  endlichen  Anzahl  Ton 
Produkten  ans  den  Koeffizienten  g^^.  und  den  vorhergehenden  Koeffi- 
zienten Ci,  e^,  ■  ■  ■  ßk—i  ist.  Setzt  man  also  den  Wert  von  e,  in  die 
zweite,  die  so  gefundenen  Werte  von  e^  und  e^  in  die  dritte  Gleichung 
ein,  und  falirt  so  fort,  so  erhält  man  für  jeden  Koeffizienten  einen 
expliciten  Ausdruck  Yon  der  Foi-m: 

li)  h  =  ^kiSm  9>u)  (k  +  i^2, 3, . , ,), 

welcher  ebenfalls  aus  einer  endlichen  Anzahl  der  Koeffizienten  g,^^,  g^. 
allein  durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multiplikation 
gebildet  ist.  So  ergiebt  sich  z.  B.  aus  den  Gleiehnngeu  (10)  für  die 
drei  ersten  Koeffizienten: 


IIa)  Ca  =  930  +  g^^g^^  +  g,^g\^  +  g^^gl^  +  g^^g^^ 

+  i'iii'io  +  ^9n9w9\a  +  ^i^osi'io  +  '^9w9\ 


Es  giebt  somit  eine  einzige  Potenzreihe  %  =  e,  £  4-  ■  ■  -,  welche  die  vor- 
gelegte Gleichung  (7)  formal  befriedigt. 

8  3. 

Wir  zeigen  jetzt  weiter,  dafe  die  im  vorigen  Abschnitte  bestimmte 
Eeihe  e^^  +  Cgg* -f  ■■■  in  einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (^  =  0) 
kouTergiert  und  für  sie  auch  eine  Wurzel  der  Gleichung 

1)  Mi=?ioe  +  ^?«&'Mj 

darstellt. 

Zum  Beweise  der  Konvergenz  der  Reihe  u^  führt  nun  die  folgende 
sehr  allgemeine  Überlegung,  welche  zuerst  von  Cauchy  bei  ähnlichen 
Fragen  angewendet  wurde.  Ersetzt  man  in  der  Reihe  Ze^g*  alle  Koeffi- 
zienten 6),  durch  ihre  absoluten  Beträge  und  vörgröfsert  dann  noch 
jeden  Koeffizienten  um  eine  beliebige  ZaJil,   so  erhält  man  eine  Reihe 
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,i,__|;äp  (|«.Is;«.) 

mit  lauter  positiven  Koeffiaienten  C;,,  und  für  einen  beliebigen  innerhalb 
des  Konv  er  geuzter  ei  che  s  von  %  liegenden  Wert  Ton  t  ist  offenbai-; 
lle.fl^Ie.lgl', 

Konvergiert  daher  die  zweite  Reihe  %  innerhalb  eines  Kreises  mit  dem 
Radius  p^,  so  gut  dasselbe  auch  von  der  ersten  Reihe.  Können  wir 
also  für  die  Reihe  Mj  beweisen,  dafs  sie  für  eine  endliche  Umgebung 
der  Nullstelle  konvergiert,  so  iat  der  verlangte  Beweis  auch  für  die 
Reihe  %  erbracht,  denn  ihr  Konvergenzradius  ist  gleich  oder  gröfser 
als  der  der  zweiten  Reihe, 

Man  kann  nun  in  der  That  eine  solche  Reihe  Wj  bilden,  welche 
so  einfach  ist,  daCs  man  für  sie  ohne  weiteres  den  verlangten  Nach- 
weis zu  führen  imstande  ist.  Beachtet  man  nämhch,  dafs  die  Koeffi- 
zienten ßj, 6^,,..  in  (11)  und  (IIa)  des  |2  aus  den  Gleichungskoeffizienten 
9ioi  Si,i  allein  durch  die  Operationen  der  Addition  und  Multiphkation 
gebildet  sind,  so  erkennt  man  sofort,  dafs  alle  Koeffizienten  e*  ihrem 
absoluten  Werte  nach  vergröfsert  werden,  wenn  man  die  tJleichungs- 
koeffizienten  g^^,  g^^.  durch  ihre  absoluten  Beträge  ersetzt  und  sie  dann 
noch  vergröfsert.    Wir  wollen  dies  auf  folgende  Weise  thun:  Die  Reilie 

der  beiden  Variablen  ^  und  %  möge  für  alle  Werte 
2»)  Itl-f,     l»,!-» 

ihrer  Argumente  konvergieren;  da  jene  Reihe  nach  dem  Vorigen  inner- 
halb einer  endlichen  Umgebung  der  Stelle  (g  =  0,  «^  =  0)  konvergiert, 
so  kann  man  stets  endliche  Gröfsen  q  und  6  so  bestimmen,  dafs  der 
obigen  Annahme  genügt  wird. 

Nach  dem  auf  S.  22  angegebenen  Satze  bestehen  dann  für  alle 
Koeffizienten  g.^  die  Ungleichungen: 

2b)  lhl<-ih  (i,i-o,l,2,...), 

"wenn  g  gröfser  ist  als  die  obere  Grenae  aller  Wertsysteme  |Cr(S,  M^)], 
für  welche  die  Gleichungen  (2a)  erfüllt  sind.  Ersetzt  man  also  in  der 
Gi-undgleichung  (1)  die  Koeffizienten  g.j^  durch  die  Zahlen  —f-^  und 
berechnet  zu  ihr  die  Potenzreihe  %  =  "ejE +"63^^ -f- ■■■,  so  ist  all- 
gemein I  e^  I  ^  "C;,;  ist  also  der  Konvergenzbereich  dieser  Reihe  u^  endlich, 
Ibe  auch  von  dem  Bereiche  der  zu  untersuchenden  Reihe  n^. 

aig,  algobraiaohe  I'nnkllonfln  otc.  y 
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Substituierea   wir   nun  jene   Werte  für  die  Koeffizienten  <}.^,    so 
geht  die  Gtruiidgleichting  (1)  für  Mj  über  in: 

und  die  reclite  Seite  kann- für  alle  Wertsysteme: 

leicbt  summiert  werden;  dann  ergiebt  sich  für  «^  die  einfache  Gleichung; 

oder: 

3)  »■-^''(liröV.^ -(!  +  »')), 

wenn  zur  Abkürzung: 

da;  g  —  ~,     ^   —  —-,    u  —   ^ 

gesetzt  und  £'  und  u'  ihrem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als  Eins 
angenommen  werden. 

Also    ist    m'    als    Funktion    tod.    £,'    durch    die    aus    (3)    folgende 
quadratische  Gleichung  definiert: 
3b)  Ätt'^-u'  +  B  =  0, 

wenn  zur  Abkürzung: 
3c)  A  =  l+g',    B=il-^-, 

gesetzt  ist,  und  zwar  mufs  u'  =~e^^'  +~e^^''^  +  ■■  ■  diejenige  unter  den 
beiden  Wurzeln  jener  Gleichung  sein,  welche  für  £'  =  0  ebenfalls  ver- 
schwindet.  Lösen  wir  diese  quadratische  Gleichui^  auf,  so  ergiebt  sich: 


,  __  i~yi-iAjs 

^*  —  2A  ' 

denn  wir  müssen   das  negative  Vorzeichen  der  Wurzel  wählen,  damit 
sieh  u'  für  g'  =  0,  d.  h.  für  B  =  0  ebenfalls  auf  Null  reduziert. 

Diesen  Wurzelauadruek   können   wir  nun   in   der  Tliat   nach  dem 
binomischen  Satze  in  eine  Potenzreihe  entwickeln,  sobald  nur; 

i)  14^B|  =  l'l(l  +  !;')9'-T^i<l 

ist;  dann  ergiebt  sicli  fiir  u'  die  Reihe: 

»'  -  B  +  AB'  +  2A'B'  +  Syt'B'  +  ■  ■  ■, 
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welche  iiuierhalb  des  Gebietes  (4)  gleiehmäfsig  koQTergiert  und  die 
eine  Wurzel  von  (3a)  darstellt.  Jenen  Bereich  können  wir  noch  einfacher 
charakterisieren.;  ia  der  That  folgt  aus  (4) 

4(l+s')9'-|5'l<ll-S'l  U'Kl, 

und  da  stets  1 1  —  £'  |  S  ^  ~  U'  I  ^^^'  ^^  ^'^*i  J^^^  Ungleichung  sicher 
erfüllt  sein,  wenn  man  auf  ihrer  rechten  Seite  1 1  —  £'  |  durch  1  —  |  g'  | 
ersetzt.     Dann  ist  aber  einfacher: 

(i+2sr')'iri<i,  iri<(j~y. 

oder,  wenn  man  für  £'  und  g'  ihre  Werte  aus  (3a)  einsetzt: 

d.  h.  die  Reihe  Mj  =^  e^  g  -}-  'e ^  g^  +  ■  ■  ■  und  somit  auch  die  ursprüngliche 

Reibe  it^  =  Si^,  +  e^t^ -\ konvergiert  sicher  innerhalb  eines  die  Stelle 

£  =^  0  umgebenden  Kreises,  dessen  Radius 

ist. 

Wir  müssen  jetzt  endlich  zeigen,  dafs  die  innerhalb  des  Ge- 
bietes (5)  konvergente  Reihe  u^  für  diesen  Bereich  die  vorgelegte 
Gleichung  (1)  befriedigt,  oder,  was  dasselbe  ist,  dafa  die  aus  (1)  her- 
vorgehende Differenz: 

K{u„  0  =  %  -  (?io&  +  ^ffäit'K') 
nach  Substitution  der  Reihe  Ictg*  für  %  in  jenem  Bereiche  ver- 
schwindet. Macht  man  aber  jene  Substitution,  so  wird  K(u^,l)  eine 
Potenzreihe  von  ^  allein,  in  der  sich  alle  Koeffizienten  der  einzelnen 
Potenzen  von  §  auf  Null  reduzieren,  d.  h.  X(m,,  0  wird  identisch 
gleich  Null;  Mj  stellt  also  für  jenen  Bereich  in  der  Tliat  eine  Wurzel 
von  K(if^,  §)  =  0  oder  der  Gleichung  (1)  dar. 

Zum  Schlüsse  bemerken  wir  noch,  dafs  der  Beweis  für  die  Kon- 
vergenz der  Reihe  i(,  ^^e^S  4- ■•■  ohne  Benutzung  des  auf  S.  22  er- 
wahuten  Satzes  gegeben  werden  kann,  wenn,  wie  ea  hier  der  Fall  ist, 
die  Reihe  G(£,  %)  in  (2)  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern 
enthält.  Ist  dann  nämlich  g  der  gröfste  unter  den  in  endlichr  i  Anzahl 
vorhandenen  Koeffizienten  ^iq,  g^.f  so  sind  aus  den  soeben  angegebenen 
Gründen  die  Koeffizienten  d  von  m^  absolut  genommen  kleiner  als  die 
positiven  Koeffizienten  C;  der  Reihe  m^,.  welche  durch  die  Gleichung 

Wl=3(6+^S%*)  (i  +  k  =  2    3  CO) 
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definiert  ist  und  welche  genau  zu  derselben  quadratischen  Gleichung 
für  Mj  führt  wie  vorher  für  «'.  In  diesem  Falle  tritt  an  Stelle  von  p 
und  G  die  Zaiil  Eins,  während  (/  durch  g  zu  ersetzen  ist. 

Da  wir  gerade   dieses  Resultat  später  anzuwenden  hahen  werden, 
so  formulieren  wir  dasselbe  in  dem  folgenden  Satze: 
Die  Gleichung; 

1+1:  =  2,  3,.,. 

besitzt  stets  eine  und  auch  nur  eine  Lösung: 

welche  in  einer  cndhchen  Umgehung  der  NuIlsteUe  konvergiert 

und   für   £  =  0   ehenfalls   verschwindet.      Ist    die    Anzahl   der 

Koeffiaieuten  fl^^^  endlich  und  g  gröfser  als  der  absolute  Betrag 

allei    dieser   Zahlen,    so   konvergiert   die  Reihe  für  Mj   sicher 

innerhalb  eines  Kieises,  dessen  Radius  gleich 

1 

(-1  +  2# 
ist. 

§4 

Im  vorigen  Abschnitte  ist  bewiesen  worden,  dafs  füi-  jeden  regulären 
Pnnld;  SI  (.s  = «)  der  Kugelfläeho  B  alle  w  zugehörigen  Potenzreihen 
ti^,  Wj, . . .  Ms  innerhalb  einer  endlichen  Umgebung  von  9t  konvergieren 
und  dort  je  eine  Wui'zel  der  Gleicliui^  darstellen.  Aber  ebenso  wie 
bei  den  rationalen  Funktionen  kann  der  Fall  eintreten,  dafs  für  eine 
oder  mehrere  Wurzeln  der  Kouvergenzradius  mehr  und  mehr  abnimmt 
und  zuletzt  unter  jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinkt,  wenn  sich 
der  Punkt  ?t  unbegrenzt  einer  Grenzlage  nähert.  Wir  zeigen  jetzt, 
dafs  dieser  Fall  höchstens  dann  eintreten  kann,  wenn  91  einem  der 
vorher  ausgeschlossenen  kritischen  Punkte 

unendlich  nahe  kommt. 

Wir  umgeben  zu  diesem  Zwecke  jeden  dieser  kritischen  Punkte 
auf  der  Kugel  durch  beliebig  kleine  Kreise  und  betrachten  nun  nur 
denjenigen  Teil  der  Kugelfläche  B,  welcher  nach  Fortlassung  jener 
(h  +  1)  kleinen  Kreisinneren  übrig  bleibt;  wir  wollen  diesen  Teil  der 
Kugelffiche,  welcher  durch  Verkleinerung  der  (Ä+1)  Kreise  beliebig 
nahe  an  iS  herai^ebracht  wei'den  kann,  den  regulären  Bereich  der 
Gleichung  nennen. 

Dann  zeigen  wir,  dafs  für  alle  unendlich  vielen  Punkte  %  des 
regulären  Bereiches  die  Konvergenzradien   der   n  \ 
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oberballj    einer    wnd    derselben    positiven    unteren    Grenze    pj,  >  0 
liegen. 

Für  den  ganzen  Bereich  Sf  bleiben  zunächst  die  GleichimgB- 
koefflzienten  öb_i(k),  oi„_a(a), . . .  ag{a)  alle  unterhalb  einer  endlichen 
Grenze,  weil  die  rationalen  Funktionen  %(s)  innerhalb  St  allenthalben 
endlieh  und  stetig  sind;  und  dasselbe  ist  demnach  auch  für  die  n  Wurzeln 
efi^',  ejf*,  - . .  e^"'  der  Gleichung  f(u,a)  =  0  für  das  ganze  reguläre 
Gebiet  der  Fall.  Dasselbe  gilt  auch  Ton  der  Gleichungsdiskriminante 
und  den  Koeffizienten: 


f  1    /8"+^V(«,^)\ 

''*         ÜM\       duicz"        ^=s„,  >=^' 


da  alle  diese  Gröfsen  ganze  Funktionen  von  e,,  und  «„  mit  endlichen 
Koeffizienten  sind.  Andrerseits  zeigt  man  aber  leicht,  dafe  die 
Gleichungsdiskriminante  für  den  ganzen  regulären  Bereich  absolut  ge- 
nommen oberhalb  einer  endlichen  Gröfse  A  bleibt;  da  nämlich  die 
stetige  Funktion  JD(ß)  höchstens  in  den  kritischen  Punkten  verschwindet, 
so  kann  sie  nur  in  ihrer  Umgebui^  unendlich  klein  werden.  Hieraus 
folgt  sofort,  dafs  für  den  ganzen  Bereich  ^  auch  die  Differenz  zweier 
konjugierter  Wurzeln  e[fl  —  e^^^  absolut  genommen  oberhalb  einer  und 
derselben  endlichen  Grenze  S  liegen  mul's.  In  der  That  ist  nach  der 
soeben  gemachten  Bemerkung  für  eine  beliebige  regu^e  Stelle  (s  =  k) 

|i)(K)j=nje£')_e»)|>A. 

Nun  liegen  alle  «(«—!)  Wurzeldifferenzen  |ef,''"4*'l  ebenso  wie  die 
Wurzehi  selbst  absolut  genommen  unter  einer  endliehen  oberen  Grenze, 
welche  durch  ;"  bezeichnet  werden  möge.  Ist  also  j  e^^'  —  ej,'''  j  etwa  die 
kleinste  jener  Differenzen,  so  wird  die  soeben  hingeschriebene  Un- 
gleichung noch  verstärkt,  wenn  man  alle  Differenzen  aufser  jener 
kleinsten  durch  die  gröfsere  Zahl  y  ersetzt;  also  ist 

oder  es  ist  für  das  ganze  reguläre  Gebiet  in  der  That 

Mit  Benutzung  dieser  Thatsachen  kann  nunmehr  der  angekündigte 
Beweis  leicht  geführt  werden:  Für  eine  beliebige  reguläre  Stehe  (z^a) 
war  der  zugehörige  Konvergenzradius  sicher  gröfser  als  7r+.'ä~l^'  ™^°^  9 
eine  positive  Zahl  ist,  welche  grölser  ist  als  die  absoluten  Beträge  der 
Koeffizienten 
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welclie  in  cler  definierenden  Gleiehimg  (7) 

für  t(j  =  M  —  Cq  auftreten.  Nur  dann  könnte  also  bei  Annäherung  au 
eine  regu^re  Stelle  der  Konvergenzbereicli  unendlich  klein  werden, 
wenn  g  unendlicli  wüchse;  da  aber  für  den  ganzen  reguMren  Bereich 
alle  \fih\  endlich  bleiben,  so  müfste  dazu  der  gemeinsame  Nenner: 

!f,.l  =  ||^L__„,___  =  l«'-«'ll<'i,"-*'l---J4'i-*i| 

unendlich  klein  werden,  und  dies  ist  nicht  der  Fall,  weil  nach  dem 
soeben  gegebenen  Beweise  jede  einzelne  Wurzeldifferenz  |  e[,''  —  c},*'  |  ober- 
halb S,  also  \fii,\  für  den  ganzen  Bereich  oberhalb  ö""  bleibt, 
und  damit  ist  die  obige  Behauptung  in  ihrem  vollen  Umfange  bewiesen. 
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U  t         hun      l      alg  I  a     h       Junlt    n  n    a    1      Um     i  u  III,      u 

eoTjla    n  ol      k  t     hen  Stelle    —  Be  tunm  ii„    l      Anfang^gl    l      de    a    eme 
Stelle  geio   gen   Potenz  eihen    —  Kon  t  ukt  on   des   zu   e  ne     Stelle   ^  ho  gen 
D  agramms     —   Folge  -un  en     —    Anistellun      le     au  e  nem  Anfangsgl  ede  g 
liö     en  Poten   eihe 

§  1. 

Das  in  der  Torigen  Vorlesung  gefundene  Resultat  spreeheu  wir  in 
dem  fönenden  Satze  aus: 

Es  sei  M  eine  algebraische  Funktion  von  s,  welche  durch 
die  Gleichung 

1)  f  (..,  s)  _  »•  +  o.-,«»-'  +  ...  +  «„(«)  ~  0 

definiert   ist,   und   (s  = «)   sei   eine  heliehige   reguEre  Stelle; 
dann  existieren  genau  n  Potenzreihen 

M,  =  eJ?  +  4^i(^-a)  +  et)(^-Ky  +  ---,  (i  =  i,a,...,<) 
welche  alle  in  einer   endlichen  Umgebung   der  Stelle  (s  =' «) 
konvergieren,   welche  lauter   verschiedene   Anfangsgheder   be- 
sitzen und   die  in  einer  endlichen  Umgebung  jener  Stelle  die 
n  Wuraeln  der  betrachteten  Grleichung  darstellen. 
Damit  haben  wir  das   Grundproblem   unserer   Theorie,   die   Dar- 
stellung der  algebraischen  Funktionen  durch  Potenzreihen,  fast  für  alle 
Stellen  der   unabhängigen  Variablen  gelöst;   nur  die  A  + 1  kritischen 
Stellen  SSj, . . .  SS^,  SB„  entziehen  sich  dieser  Methode;  aber  gerade  diese 
sind  von  besonderer  Wichtigkeit  für  die  Erkenntnis  der  wahren  Natur 
jener   Funktionen;   gerade   die  Untersuchung   der   algebraischen  Funk- 
tionen w  für  die  Umgebung  dieser  Stellen  liefert  uns  die  Eigenschaften, 
durch  welche   sie   sich   von   den  rationalen  Funktionen  von  s   unter- 
scheiden.    Es   ist   auch  kein.  Zufall,  daCs   unsere  Methode   gerade   für 
diese  Stellen  {s  =  a^)  versagt,  denn  es  wird  sich  zeigen,  dafs  für  ihre 
Umgebung  zwar   auch  Eeihen  für  m  existieren,  welche  nach  Potenzen 
von  iS  —  «0  fortschreiten,  aber  der  wichtige  Unterschied  ist  der,  dafs 
gewisse  unter  ihnen  nicht  nach  Potenzen  mit  ganzzahligen,   sondern 
nach  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten  fortschreiten;   es  können 
also  für  M  z.  B.  Eeihen  von  der  Form  auftreten: 
i.  1. 
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welche  eine  Wurzel  in  der  Umgebung  einer  kritischen  Stelle  {s  =  o^) 
darstellen.  Nach  der  genauen  Untersuchung  des  reguRren  Falles  kann 
aber  die  Betrachtung  der  singu^ren  Stellen,  welche  sonst  zu  den 
schwier i^ten  Fragen  der  ganzen  Theorie  gehört,  mit  Leichtigkeit 
durchgeführt  werden.  Wir  gehen  jetzt  zu  einer  für  alle  regulären  und 
kritischen  Stellen  gültigen  Untersuchimg  der  algebraischen  Funktionen 
über,  welche  sich  Ton  den  früher  gegebenen  dadurch  unterscheidet,  dafe 
sie  ausser  den  trivialsten  Konvergenzsätzen  keine  analytischen  Hilfs- 
mittel erfordert. 

Lassen  wir  die  Beschränkung  fallen,  daTs  die  Stelle  (s  = «) 
regulär  sein  soll,  so  kann  sich  der  Charakter  der  Pofcenzreihen  für  w 
einmal  in  der  Weise  ändern,  dafs  dieselben  auch  mit  einer  endhchen 
Anzahl  negativer  Potenzen  von  s  ~  a  beginnen  können,  wie  dies 
vorher  auch  für  die  rationalen  Punktionen  Z  von  s  in  der  Umgebung 
eines  Poles  bewiesen  worden  war.  Zweitens  können  jene  Reihen, 
wie  soeben  erwähnt  vrorde,  nach  gebrochenen  Potenzen  von  s  —  a 
fortschreiten,  und  auch  hier  tritt  der  Bruch  —  an  Stelle  des  Linearfaktors 
s  —  a,  wenn  die  Punktion  m  in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen 
Stelle  ^^   untersucht  wird. 

Um  jetzt   das   vorgelegte   Problem   gleich  in  seiner  allgemeinsten 
Gestalt  zu  umfassen  und  zu  lösen,  stellen  wir  uns  die  folgende  Aufgabe: 
Es   sei   (t   als   algebraische    Punktion   von   ^    durch    eine 
Gleichung : 

la)  f  (»,  i)  =  A(2)  +  A«  »  +  ^!  (<■)»'  +  ■  ■  ■  +  ^.(2)«"  -  0 
mit  beliebigen  rationalen  Funktionen  von  B  als  Koeffizienten 
definiert.  Es  sollen  die  n  Wurzeln  jener  Gleichung  in  end- 
licher Umgebung  einer  beliebigen  (endlichen  oder,  der  unend- 
lich fernen)  Stelle  (s  =  a)  durch  konvergente  Reihen 

2)  M  =  eo(2-«y^  +  Sj  (s-«y'  -]-■■- 

dargestellt  werden,  welche  nach  steigenden  Potenzen  des  zu- 
gehörigen Linearfaktors  fortschreiten,  für  welche  also 

So  <  £l  <  f  2  <  ■  -  ■ 
ist. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir  wieder: 

3)  s-  a  =  t,    bzw.     --  =  l, 

je  nachdem  {s  =  a)  eine  endliche  oder  die  unendlich  ferne  Stelle  ist, 
so  dafs  in  allen  Fallen  m  eine  algebraische  Funktion  von  £  wird,  welche 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (£  =  0)  zu  untersuchen  ist.     Dann  gehen 
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die  Gleichungskoefüzienten  A(^)  ia  rationale  Firnktionen  At{i)  von  g 
über.  Wir  denken  uns  dieselben  nun  nacli  ganzen  Potenzen  von  ^  in 
der  Umgebrn^  von  (g  =  0)  entwickelt,  dann  ergeljen  sich  (n  +  1) 
Reihen  von  der  Form 

4,(9  =  ».f +  «•+'+ ■■■ 


A,(9-o.S'"+i.f "+'+■■■, 

welche,  wie  oben  bewiesen  wurde,  alle  in  einer  endlichen  Umgebung 
der  Stelle  (£  =  0)  konvergieren,  und  wo  die  ganzen  Zahlen  q^,  pi,,,.,p„, 
die  positiv,  negativ  oder  Null  sein  können,  die  Ordnungszahlen  der 
Grleichnngeko effizienten  Äjc{^)  für  die  Stelle  (g  =  0),  oder,  was  dasselbe 
ist,  die  Ordnungszahlen  der  ursprünglichen  Gleichungskoeffizienten 
At{s)  für  die  zu  untersuchende  Stelle  (s  =  r)  bedeuten,  welche  in 
jedem  Falle  leicht  zu  bestimmen  sind. 

Wir   substituieren   diese   Reihen   für   die    Gleichungskoeffizienten, 
dann  geht  die  linke  Seite  der  Gleichung  über  in  eine  ßeihe: 


welche  in  Bezug  auf  u  vom  w-ten  Grade  ist,  aber  in  Bezug  auf  t  im 
allgemeinen  nicht  abbricht.  Da  aber  alle  Koeffizienten  A/,(^  in  end- 
hcher  Umgebung  der  NuUstelle  konvergieren,  so  gilt  dasselbe  für  die 
Reihe  /"(m,  £)  von  zwei  Variablen. 

Nehmen   wir  nun   für  u  irgend  eine  nach  ganzen   oder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  §  fortschreitende  Potenzreihe  (2): 
2a)  Mo^eor  +  e^r^-l----, 

konvergiert  diese  ebenfalls  in  endlicher  Umgebung  der  Nullstelle,  und 
substituieren  wir  sie  an  Stelle  von  u  in  die  konvergente  Doppelreihe 
^(m,  £),  so  geht  diese,  wenn  man  die  gleich  hohen  Potenzen  von  g 
zusamraenfafst,  in  eine  ebenfalls  nach  gebrochenen  Potenzen  von  g 
fortschreitende  Reihe 

über,  welche  auch  Ln  einer  endliehen  Umgebung  der  Nullstelle  gleieh- 
mäfsig  konvergieii;. 

Diese  Reihe  verschwindet  nun  in  der  Umgebung  von  (£  =  0)  dann 
und  nur  dann,  d.  h,  die  Reihe  u^  stellt  nur   dann  in  jener  Umgebung 
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eine  Wuiael  der  Gleichung  f{u,  S)  =  0  dar,  weim  die  Koeffizienten 
Cg,  6\, . . .  sämtlich  identisch  verachwüiden;  offenljar  sind  diese  ganze 
Funktionen  der  noch  imhekannten  Entwickelimgsko  effizienten  der 
Reihe  Mq,  während  die  Exponenten  /o,  y^,  y^  . .  ■  aus  den  unbekannten 
Exponenten  b^,  s,,  b^,  . . .  linear  zusammengesetzt  sind.  Die  Aufgahe, 
die  Reihe  w^  als  Wurzel  der  Gleichung  f(u,  £)  =  0  zu  bestimmen, 
reduziert  sich  also  darauf: 

es  soUen  die  unbekannten  Exponenten  «q,  B^,  b^,  . . .  und  die 
unbekannten  Koeffizienten  ej,,  e^,  e^, . . .  der  Reibe  Ug  in  (2a)  so 
bestimmt  werden,  dafa  sich  in  der  Entwickeliing  der  Reihe; 
5)  /■(%,£)  =(7,f"  +  C,r  +  --. 

alle  Koeffizienten  C^,  C,, . . .  auf  Null  reduzieren. 
Wir  suchen  nun  zunächst  Ug  so  zu  bestimmen,  dal's  das  Anfange- 
glied Cq^^"  in  (5)  Terschwindet,  und  wir  zeigen,  dafs  durch  diese  For- 
derung nur  das  Anfangeglied  e^g^,  und  zwar  genau  w-dentig  bestimmt 
wird,  entsprechend  den  Anfangegliedem  der  Potenzreihen,  in  welche, 
wie  wir  zeigen  werden,  auch  in  diesem  allgemeinen  Falle  die 
n  Gleichungswurzeln  in  der  Umgehung  der  Nullstelle  entwickelt  werden 
können. 

Ersetzt   man   nun  auf  der  linken  Seite   der  gegebenen  Gleichung: 

/■(»,  0  =  A(0  +  A(9«.  +  A(f)<  +  ---  +  Mi)K 

die  Koeffizienten  Äii{t)  durch  ihre  Entwickelungen  (4)  und  w  durch 
die  noch  unbekannte  Reihe  Mq,  so  ergiebt  sich  für  /^(w,,,  g)   die  Reihe: 

+  (",S«-+---){eoS"  +  ---)'  +  --  +  (».S'" +■■■)(".  ?"  +  ■■■)". 

und  man  erkennt  ohne  weiteres,  data  die  Summe  der  Anfangsgheder 
der  (w  -f  1)  Produkte  Ak(t)ul  gleich: 

7)  ^a)  =  ö^e«"  +  «le^S^-l-'"  +  aa^e?=+ä'^  +  ■  •  •  +  «,.e'^S^"+'"" 

ist,  und  dafs  man  für  einen  behebig  gegebenen  Wert  des  Exponenten  Eq 
das  Anfangsglied  Cf^l^"  Yon  /'(«o»  £)  einfach  findet,  wenn  man  in  /"„(Q 
alle    diejenigen    Gheder    a;e^^'  zusammenfafet,    für    welche    die 

Exponenten  q,  +  is^,  den  kleinsten  Wert  besitzen. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dals  b^  nicht  so  gewählt  werden  darf,  dafs 
nur  einer  der  in  ff^(^)  auftretenden  Exponenten  von  £: 

8)  Po,     pi  +  £„,     Qs  +  2co,  ...Q„  +  ne„ 

den  kleinsten  Wei-t  besitzt;  denn  wäre  einer  der  Exponenten,  etwa 
Qk  +  'cEfl,   kleiner   als  alle   anderen   pj-f-   iSf,,   so   begänne  ,ia   die   Ent- 
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wickeltmg  von  /'(Wq!  S)  ^^^  ^^'^  einen  Gfliede  niedrigster  Ordnung 
'^i^o^'  '%  ™^^  ^0  könnte  somit  in  der  Umgebut^  der  Stelle  (S^O) 
nur  dann  eine  Wurzel  darstellen,  wenn  der  Koeffizient  a^^  oder,  da 
«i  ^  0  ist,  wenn  e^  verscliwUude.  Es  muls  demnach  der  Exponent  f^ 
des  Anfangsgliedes  von  «(q  notwendig  so  gewählt  werden,  dafs  min- 
destens zwei  von  den  Exponenten  der  Reihe  (S),  etwa  Qg  +  gSf^  und 
Pi  +  Ieij,  "zugleich  den  kleinsten  ZaMenwert  haben,  d.  h.  daCs  die  beiden 
Bedingungen  erfüllt  werden: 

<»j  +  /c«o^ro  (/s  =  0,1,2,...«). 

Sollen  zwei  Exponenten  p^  +  jrf,,  und  p,  +  h^  einander  gleich  sein, 
so  ergiebt  sich  hieraus  fär  s^  der  AVert: 

'  "  l-g 

und  man  erhält  so  eine  endliclie  Anzahl  von  möglichen  Exponenten  f^; 
man  kann  dann  für  alle  diese  leicht  entscheiden,  ob  auch  die  zweite 
Bedingung  in  (9)  für  das  so  bestimmte  e^  erfüllt  ist.  Mau  findet  aber  mit 
einem  Schlage  alle  möglichen  Exponenten  e^,  wenn  man  die  folgende 
geometrische  Repräsentation  anwendet,  welche  in  einem  einfachen  Falle 
bereits  von  Newton  angegeben  und  später  von  De  Gna,  Cramer, 
Puiseux  u.  A.  benutzt  wurde. 

In  einem  rechtwinkligen   Koordinatensystem    denken  wir  uns  die 
(n  -f- 1)  Punkte  fixiert: 

a.-(o,(..),  «,-(!,(.,),  a,  =  (2, (.,),... St.- («,(,,), 

SO  dafs  allgemein  die  Äbsciese  des  Punktes  Sl;  der  Index  i  des 
Gleichungskoeffizienten  Äi(^0  oder  Ai(d)  ist,  während  seine  Ordinate 
gleich  der  Ordnungszahl  p^  von  Ä,(^J)  in  Bezug  auf  die  zu  untersuchende 
Stelle  (2  =  «)  ist.  Denkt  man  sich  nun  alle  jene  Punkte  SIq,  31^, . . .  ?t„ 
durch   parallele   Strahlen  auf  die  Oidmatenachse   pi^ojiziert,    und    sind 

So,  ß^, (Sb  die  Projektionen  jener  (n  -j- 1)  Punkte,    so  ist  allgemein 

die  Ordinate  von  S,-  gleich 

p;  +  tt<j^  ((  =  0,1,,,  .n), 

wenn  <p  der  Steigungswinkel  der  Projektionsstrahlen  ist.  Setzt 
man  also: 

bezeichnet  man  also  mit  s^  die  Steigung  jener  Projektionsstrahlen 
Sil®,-,  so  sind  die  Ordinaten  der  {n  + 1)  Projelftionen 

bzw.  gleich: 
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sie   stimmen   also   mit   den  Exponenten  (8)   der  Funktion  /^(g)  in  (7) 
überein. 

Also  wird  den  beiden  Bedingungen  (9)  stete  und  nur  daim  genügt, 
wenn  man  die  Steigung  £„  der  Projcktionsstrahlen  so  wählt,  dafs 
von  den  (n  +  1)  Projektiona- 
punkten  ®o ,  ßj ,  . . .  S„  die 
beiden  untersten,  etwa  ©j, 
und  Ej,  zusammenfallen,  und 
dieser  Bedingung  wird  wieder 
dann  und  nur  dann  ent- 
sprochen, wenn  als  Projek- 
fcionsstrahl  eine  Sehne  %%j 
so  gewählt  wird,  dafa  alle 
anderen  Punkte  %,%,.. M« 
oberhalb  oder  auf  jener  Sehne, 
bzw.  ihrer  Verlängerung 
liegen,  wenn  jene  Sehne  also 
das  Punktsystem  (St^, . . .  §t„) 
nach  unten  begrenzt. 
Fig,  3.  Alle  diese  Begrenzungs- 

sehnen und  damit  alle  mög- 
lichen Werte  von  Eq  findet  man  somit  durch  die  folgende  einfache 
Konstruktion:  Man  verbinde  den  letzten  Punkt  %,  durch  eine  Gerade 
31b§Iu  mit  demjenigen  Punkte  91«,  welcher  von  Sl„  aus  gesehen  am 
tiefsten  liegt,  Falls  mehrere  Punkte  auf  dieser  Sehne  liegen  sollten, 
wähle  man  für  Wa  den  äufsersten  von  jenen  Punkten.  Hierauf  ver- 
binde man  9t„  genau  ebenso  mit  demjenigen  von  den  früheren  Punkten, 
%  durch  die  Gerade  %»%,  welche  von  9I„  aus  gesehen  am  tiefsten 
erscheint,  und  fahre  in  derselben  Weise  fort,  bia  zuletzt  ein  Punkt  Sla 
mit  dem  ersten  Punkte  Sto  durch  eine  Sehne  STsStp  verbunden  wird. 
Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  ein  nach  unten  konvexes  Polygon 

cct; . . .  WM, 

durch  welches  die  Punkti'eihe  (3lo,  %^, . . .  ST«)  nach  unten  begrenzt  mrd.*) 

Es  sei   nun  %?lj   eine  jener  Begrenzungssehnen,  §[(  =  (!,  Pj)   ihr 

Anfangspunkt  und   SC^  =  (g,  q^)    ihr  Endpunkt,   so   dafs  l  >g,   also  in 


%. 

\, 

e, 

■\.                          ^"^-■-.^ 

% 

-^-^-f,        ^ 

^«. 

6, 

■\^«, 

«. 

«.  ^''. 

«, 

K'  ^ " 

*)  In  Fig.  4  S.  46  ist  ein  Beispiel  für  den  Fall  v 


i  Begi-er 
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der  Reihe   {%,%,... 'ä„)   %   ein   späterer  Punkt  ist,   als  %.     Dann 
ist  die  Steigung  e^  der  Strecke  StiSl^  dnrcli  die  Gleichung: 


gegeben,  also  positiT,  negativ  oder  Null,  je  nachdem  p^  -p  p;  ist.  Es 
seien  ferner  der  Reiho  nach  etwa: 

%%Mi . . .  %,% 

alle  diejenigen  unter  den  (n  + 1)  Punkten,  welche  auf  jener  Sehne 
und  nicht  üher  ihr  liegen.     Dann  ist: 

?o^9i  +  i^o  =  ?i  +  ^Eq  =  p.  +  ifo  =  ■  ■  ■  =  p,,  +  hsa  =  Pw  +  9^0? 
während  für  alle  übrigen  oberhalb  SljStj,  liegenden  Punkte  Sfj 

p^  +  Xe^  >  7o 
ist.     Dann   ist    der   Koeffizient    C^    der   niedrigsten   Potenz   g''"   in  (5) 
offenbar  gleich: 

q)(ey)  =  aie'g  +  a^^  +■  afel  -\ +  «ftej  +  %eg, 

er  besteht  nämlich  aus  allen  und  nur  den  Produkten  arß^,   für  welche 

die   zugehörigen   Punkte  Stj.  auf  dieser  Begi'enzungasehne  2li?iy  liegen. 

"Wählt   man   also   für    den   Exponenten    des    ÄnfangsgHedes    von 

Uf,  ^  Ca^' -\- ■  ■  ■    speziell  diesen  Wert  £„  = J --7  so    verschwindet 

i  —  0 

der  zugehörige  Anfangskoeffizient  Cg  dann  und  nur  dann,  wenn  eg  eine 
der  l  —  g  von  Null  verschiedenen  Wurzeln   der  ö-leichung  i*^"  Grades: 

(p{e)  =  öiC'  -{-■■■-]-  ö^ew  =  0 
oder  also  eine  der  Wurzeln  der  Gleichung  (l —■  0""  Grades: 
—^(f{f)  =  ae'-<i  -^üi^-^  f        +0^  =  0 

ist.  Diese  Gleichung  besitzt  nun  geniu  J  —  g  Wurzeln,  welche  gleich 
oder  V  nemindei  veisehieden  sein  kennen  und  jede  dieser  Wurzeln 
kann  ils  der  zum  Exponenten  =„  x«"!!«!  8*"  Anfangskoeffizienfc  für  Mq 
gewälilt  werden 

So   eijjiebt   sich   dis    folgen  le   Kesultit    welches   der  Einfachheit 
wegen  nui  fui  den  m  Fig  4  angenommenen  Fall  von  drei  Begrenzungs- 
sehnen  ausgespiochen  weiden  mag,  das  aber  natuiheh  ganz  allgemein  gilt: 
Damit  eine  Potenzreihe; 

eine  Wurzel  der  Gleichung  /(m,  2)  in  der  Umgebung  der  be- 
liebig gegebenen  Stelle  (z  == «)  darstelle,  raufs  zunächst  der 
Exponent  £„  ihres  Anfangsgliedes  einen  der  drei  Werte 
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00  -  e»  ,  C,  -  0; 


besitzen,  welche  der  Steiguiag  der  drei  Begrenzungs 
%%,    WM,,    %Mt 
1  sind.    Damit  ferner  e^  der  einem  jener  drei  Exponenter 
,  eII  entspreclieiide  Anfangskoeffiziont  sei,  muTs  e^  eim 


Kuli    verschiedene   Wurzel    Yon   einer    der    drei 
i  sein: 


ugehöri^ 


9)(e)  =«,e=+---  +  %  =  0 

9'i(e)  =  «iß'H 1-  a,e'  =  0 

yj(e)  =  a„e"H l-ffl^e'^O, 

deren   linke   Seiten  jedesmal   aus    denjenigen    Produkten   ai.e'' 

gebildet  sind,  für  welche  die  zugehörigen  Punkte  31^  bzw.  auf 

der  ersten,  zweiten,  dritten  Begrenztmgssehne  liegen. 

Schon  hier  sehen  wir  also,  dafs  die  Exponenten  s  nicht  notwendig 

ganze   Zahlen   sind;    denn   bereits   bei   den   ersten  Exponenten   treten 

ja   die    Nenner   s,  i  —  s,  n  -~  t    auf,    welche    sich    nicht    fortzuheben 

brauchen. 

Da  so  zn  den  Exponenten  £„,  f^,  t"  bzw.  je  s,  t  ~  s,  n  —  t  von 
Null  verscHedene  mögliche  Koeffizienten  e„  für  Wq  gehören,  so  ergieht 
sich  die  Anzahl  der  möglichen  Änfangsglieder  genau  gleich: 

s  +  {t-s)  +  {n~t)  =  n. 
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Im  folgenden  aoU  nun  weiter  gezeigt  werden,  dafs  in  der  That  zu 
jedem  dieser  Anfangs glie der  eine  und  nur  eine  Potenzreihe  gehört, 
welche  eine  Gleichungswurzel  darstellt,  d.  h.,  dafs  man  wirklich  auf 
diese  Weise  eine  Darstellung  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  /'(i(,s)  =  0 
in  der  Umgebung  der  Stelle  (s  =  et)  erhält. 


8  2. 

Wir  ziehen  aus  diesem  Resultate  gleich  eine  für  das  Weitere 
wichtige  Folgerung,  welche  auch  die  vorher  für  die  regulären  Stehen 
durchgeführte  Untersuciiung  Terallgemeinert. 

Wir  wollen  für  den  Augenblick  bereits  als  bewiesen  annehmen, 
dafe  zu  jedem  der  n  Anfangsglieder  Gq  {p  ~  df"  eine  Potenzreihe  gehört, 
welche  je  eine  der  n  Gleichvmgswurzeln  in  der  Umgebung  des  Punktes 
(a  =  ß)  darstellt.  Es  sei  dieser  Punkt  eine  beliebigö  endliche  Stelle, 
welche  nur  nicht  zu  den  Polen  der  Koeffizienten  «;,(_■')  in  der 
definierenden  Gleichung  (1): 

M«  +  «„^i{2)m''-i  +  - . .  +  ßo(ä;)  =  0 

geJiört,    die    aber    sehr    wohl    eine    der    NuUsteUen    der    Glcichungs- 
diskriminante  sein  kann. 

Dann  sind  alle  Ordnungszahlen  y,,,  p,, .  . .  p^_^  nicht  negative 
g^nze  Zahltn  und  p^  ist  sicher  gleich  Null,  da  a„{z)  =1  ist.  In  dem 
zugehongLn  Diigi-amme 
besitzen  ilso  ille  Be- 
grenzung  6  sehnen  not- 
wend  g  eme  positive 
Steigung  oder  die  Stei- 
g  mg  Null  wie  die  neben- 
stehende Pigm  erkennen 
hfst 

Gehort  dagegen  der 
Punkt  (s= a)  zu  den  Polen 
der  Koeffizienten  «/.(s),  so 
ist  wieder  p^=  0,  aber  min- 
destens eine   der  Zahlen 

e„_i»  P„_a;  ■  ■  ■  Po 
ist    negativ,    also    min- 
destens  die    erste   Begrenzungs sehne  §li.,SIs  liat  negative  Steigung.     Es 
ergtebt  Bich  also  der  Satz: 
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Von   dcQ   n   2U    einer  endliehen  Stelle  (s  =  a)  gehörigen 

Reihen  ,.,        ,., 

4"  =  4'>(^-tty"-i-... 

ist  dann  und  nur  dann  mindestens  eine  von  negativer  Ordnung, 
wenn   diese   Stelle   zu   den   Polen   der  GHeiehungskoeffizienten 
gehört. 
Die  Anwendung   derselben  Überlegungen   auf  die   Stelle   (s  =  oo) 
ergiebt  noch  die  Folgerung: 

Von   den   zur  unendlich  fernen  Stelle  (s  =  oo)  gehörigen 


=«?(ir+»nTr+' 


ist  dann  und  nur  dann  mindeatena  eine  von  negativer  Ordnung, 

wenn  unter  den  Koeffizienten  ai,{/)  mindestens   einer  eine  uu- 

echt  gebrochene  rationale  Funktion  ist. 

Denn  nur  in  diesem  Falle  ist  der  Grad  einer  Funktion  ö;,(s)  positiv, 

also  ihre  Ordnungszahl  (),_  für  die  unendlich  ferne  Stelle  negativ;   nur 

in   dieaem   Falle   hat   also    wieder   die   letzte    Begrenzungssehne    eine 

negative  Steigung. 

Für  die  Folge  brauchen  wir  nur  die  Entwickelung  von  einer 
jener  n  Wurzeln  zu  finden;  ist  nämlich  bewiesen,  dafs  jede  Gleichung 
in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  mindestens  eine  solche 
Reihe  als  Wurzel  besitzt,  so  wird  nachher  sehr  einfach  gezeigt  werden, 
dafs  jede  Gleichung  für  die  Umgebung  von  (2  =  k)  genau  so  viele 
solche  Wurzeln  hat,  als  ihr  Grad  angiebt.  Wir  woUen  daher  im 
folgenden  nur  eine,  nnd  zwar  eine  von  denjenigen  Reiben 

aufsuchen,  deren  Ordnungszahl  £„  den  gröfsten  Wert  hat.  Für  sie  ist 
also  F(|  einfach  die  Steigung  der  letzten  Begrenzun^sehne  %Mo  iji 
dem  Diagramme,  d,  h.  es  ist: 


-  Mas 


wo  hier,  wie  stets  im  folgenden,  unter  dem  Ausdrucke  Max  {ß^f  /3g, . .  /3„) 
die  gröfste  unter  den  n  Zahlen  ß^,  ß^, . . .  ß«  verstanden  werden  soU; 
ebenso  werden  wir  im  folgenden  mitunter  durch  Min(j5j,  ß^,  -  ■ .  /3„)  die 
kleinste  unter  jenen  n  Zahlen  bezeichnen.  Spezialisieren  wir  also  unser 
allgemeines  Resultat  für  diese  speziellen  Reihen  Mg  =  eß£'°  +  ---  von 
möglichst  hoher  Ordnung,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 
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Für   die  Reihen  höchster  Ordnung,  welche  die  Gleichung 
f{u,  ß)^0  in  der  Umgebung  einer  Stelle  (>  (s  ^  a)  befriedigen, 

ist  Sq  =  — — ~f  wo  s  so  zu  wählen  ist,  dafs  fj,  möglichst  gi-ofs 
ausfallt,  und  der  Koeffizient  e,,  ist  eine  der  s  Wurzeln  der 
Gleichung  s'""  Grades: 

ipa(e)  =  ase'+ \-  a^e'^  +  a,,e''  -\- \-  a^^O, 

wo  öj, , ,  ßj,  Oa,  , .  «0  die  Anfangsglieder  derjenigen  Gleichm^a- 
koeffizienten  J.j(ä^),  . . .  Ät(s),  At{s), . . .  Ao(/)  sind,  für  welche 
in  dem  Diagramme  die  zugehörigen  Punkte  %  auf  der  Be- 
grenzungsseime liegen,  für  welche  also: 

?o  -  e»  Po  -  e*       Po  -  0A 


Wir  wollen  uns  die  n  zu  p  gehörigen  Potenzreihen 

M,=e'ji(s-Ky"'+c«(^-ßy'^''+---       (.■=!,  9,...  „) 

so  geordnet  denken,  dafs  i'^>  ^  ^ö^'  ^  '  ■  ■  ä  *o'^  ^^^>  ^^'^  dann  diejenigen 
s  Reihen,  für  welche  e^'>  =  £(^)  =  ■■■  =  fif)  deu  gröfsten  Wert  besitzt, 
die  s  Wurzeln  höchster  Ordnui^  nennen.    Da  für  diese  die  Ordnungs- 


U.W 

ist,  so  kann  man  das  vorige  Resultat  auch  so  aussprechen: 

Die  Ordaun^zahl  der  Wurzeln  höchster  Ordnung  in  der 
Umgebung  der  Stelle  (^  =  a)  ist  gleich  dem  gröJ'sten  Werte, 
welchen  die  Ordnungszahl  der  n  Quotienten: 


an  jener   SteUe   besitzt,  und  jene   Gleichung   besitzt  genau  s 

solche  Wurzeln  höchster  Ordnung,  wenn  der  s*°  jener  Quotienten 

der  letzte  ist,  dessen  Ordnungszahl  den  Maximalwert  hat. 

Genau   ei)enso   kann   man  auch  unmittelbar   aus    den  Gleichungs- 

ko effizienten    die   Ordnungszahl   Eq    der   Wurzeln   niedrigster   Ordnung 

erkennen  und  ihre  Anzahl  bestirameu.     In   der  That   entspricht  diesen 

die  erste  Begrenzungssehne  3l„Sl„_i  des  Diagi-amms  in  Fig.  4,  wenn 
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%,-t  der  letzte  Punkt  jener  Punktreihe  ist,  welcher  von  St„  aus  ge- 
sehen am  tiefsten  erecheint;  es  ist  also  z  die  Anzahl  der  Wuraebi 
niedri^ter  Ordnung  und  ihre  gemeinsame  Ordnungsaalü: 

wo  T  so  zu  wählen  ist,  dafs  dieser  Quotient  möglichst  klein  ausfällt. 
Da  aber  somit  £„  nichts  anderes  ist  als  die  Ordnungszahl  der  Quotienten 


(■K-MV    so     iit  äei-  Satz: 


Die  Ordnungszahl  e^  der  Wurzeln  niedrigster  Ordnung  in 
der  "Umgebung  der  Stelle  {s  =  a)  ist  gleich  dem  kleinsten  Werte, 
welchen  die  Ordnungszahl  der  w  Quotienten: 

A^(ß)    '     VA^iz)')   '     \X"W  ^   '"' 

an  jener   SteUe   hesitat,   und  jene  Gleichung   besitzt  genau  t 

solche  Wurzeln,   wenn  der  t**  jener  Quotienten  der  letzte  ist, 

dessen  Ordnungszahl  den  Minimalwert  hat. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  sofort  die  Richtigkeit  des  auf  S.  2T 

Mitte  ausgesprochenen  Theorems  für  die  gauzea  algebraischen  Funlctionen, 

wenn  man  A„{s)  =  1  und  alle  anderen  Koeffizienten  als  ganz  voraussetzt. 


§3. 

Es  sei  nun  e^^C  das  Anfangsglied  einer  der 
Ordnung  der  Gleichung  /■(«*,  £;)  =  0;  wir  stellen  uu 
alle  folgenden  Glieder  der  KugehÖrigen  Reihe 

zu   bestimmen.     Zu   diesem   Zwecke    ersetzen    wir 
Gleichung  u  dui'ch  die  neue  abhängige  Variahie  *('; 
Gleichung 

1)  »-e.r-  +  «' 

mit  u  zusammenhängt;  dann  ist  also: 

1')  u'^e,t"  +  e,t  +  --- 

das  Aggregat   der  noch  unbekannten  folgenden  Glieder  unserer  Reihe. 
Diese  neue  Unbekannte  ist  nun  die  Wurzel  der  Gleichung  n'-^  Grades: 


Wurzeln  höchster 
jetzt  die  Aufgabe, 


.  der  vorgelegten 
welche  dureli  die 
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f,{"')  -  f(ß,t  +  »')  -  /■(«.?•)  +  «'  ^^^  +«"■  *■- ','"-p-  +  ■  - 

d.  h.  u'  geiiügt,  als  Funktion  von  £  betrachtet,  ebenfalls  einer  algebrai- 
scien  Gleichung  n*^"  Grades,  nämlich  der  folgenden: 

2)        /;(«')  -  Ä',(i)  +  ^;(9«'  +  ^;({)«''  +  ■  ■  ■  +  <(()<>'", 

in  welcher  allgemein: 

gesetzt  ist. 

Diese  neue  Gleichung  können  wir  nun  genau  cbenao  behandeln 
wie  die  ursprüngliche;  wir  müssen  die  Potenzreihe  Mj|  =  e^£'^+  •••  so 
zu  bestimmen  suchen,  dafs  in  der  Entwickelung  Yon 

f.  («i,  0  -  f.  feS-  +  ■■■)  =  Ki''-  +  c!S'''  +  -  ■ 

nach  Potenzen  von  g  alle  Koeffizienten  CJ,  G^, . . .  der  Potenzen  von  g 
der  Reibe  nach  verschwinden;  hierzu  mnfs  zunächst  wieder  der  Exponent 
£,  und  der  Koeffizient  6;  des  Anfangs gliedes  so  bestimmt  werden,  dafs 
sich  das  AnfangsgHed  Cd  in  der  obigen  Entwickelung  auf  Null  reduziert, 
und  diese  Bestimmung  kann  offenbar  wörtlich  ebenso  gemacht  werden, 
wie  dies  im  vorigen  Abschnitt  für  e^  und  e^  angegeben  wurde. 

Um  diese  Aufgabe  zu  losen,  entwickeln  wir  jetzt  die  neuen  Gleichnngs- 
koefflzienten  Ä[(t)  wieder  nach  Potenzen  von  g,  was  offenbar  möghch 
ist,    da  dieselben  zwar  nicht  rationale  Funktionen  von  ^,   wohl   aber 

von  i'  sind,  weil  in  g^"  der  Exponent  höchstens  den  Nenner  s  besitzen 
kann.     Es  sei  also  wieder: 

3)  4(0-  1.2    t  -<^''  +  ---       ('-«.>.■■■•■) 

die  Entwickelung  jener  (n  +  1)  Gleichui^skoefflzienten,  so  konstraieren 
wir  jetzt  das  neue  System  der  (n  +  1)  Punkte: 

welche  bzw.  die  Koordinaten: 

(o,?;),  (i,?;),  (2, ö,... («,?;) 

haben.  Der  einzige,  aber  unwesentliche  Unterschied  gegen  die  zur 
Bestimmung  von  s^  gemachte  Konstruktion  ist  der,  dafs  die  Ordinaten 
pj),  p^, .  -  -  p'  jener  {ii  +  1)  Punkte  möglicherweise  Brüche  mit  dem 
Nenner  s  sein  können,  während  sie  vorher  ganze  Zahlen  waren. 

Begrenzt  man  nun  diese  Punkte  von  %l  ausgehend  nach  unten 
durch  ein  konvexes  Sehnenpolygon,    so   zeigt  man  genau   wie   vorher 
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dafs  der  ei'ste  Exponent  b^  von  mJ,  notwendig  gleich  der  Steigung  von 
einer  unter  jenen  Begrenzimgeselinen  sein  mufs.  Soll  ferner  die 
Ordnungszahl  s^  jenes  zweiten  Gliedes  e^t''  ebenfalls  möglichst  grofs 
sein,  so  mnfs  füf  £^  wieder  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungs- 
sehne gewählt  werden.  Wir  können  und  wollen  auch  hier  diese  letzte 
Forderung  stellen,  da  es  uns  ja  nur  auf  die  Bestimmung  einer  ein- 
zigen Potenzreihe  ankommt.  Nach  dem  im  vorigen  Paragraphen  auf 
S.  48  bewiesenen  Satze  ergiebt  sich  dann  für  den  Exponenten  e^  die 
Bestimmung: 

wo  also  wieder  s^  so  zu  wählen  ist,  dafs  jener  Quotient  so  grofs  als 
möglich  ausfällt;  und  der  zugehörige  Entwickelungsko effizient  e^  ist 
eine  der  s,  Wurzeln  der  tfleichung  s^'^  Grades; 

9i(f)  =  t*»!^"^  H +  «Je'  +  ■ '  ■  +  «0  =  0, 

wo  a'i^, . .  .a'i, . . .  a'p  die  Anfangsglieder  von  allen  und  nur  den  Koefß- 
zienten  A[^{^, . . .  ^!(t), . . .  -^ai^  sind,  für  welche  die  zugehörigen 
Pmikte  9(i,  . . .  ^!- . . .  Sl[,  auf  der  letzten  Begrenzungssehne  3tS,Slo  dieses 
zweiten  Diagramms  liegen. 

In  derselben  Weise  foiifahrend  kann  man  nun  beliebig  viele 
Glieder  jener  lleihe  «^  berechnen.  Man  müfste  jetzt,  nachdem  das 
Glied  e,^'  bestimmt   ist,   statt  m'  die   neue  Unbekannte  w"  durch   die 


einführen;  dann  genügt  «("  der  Gleichung  w.''"'  Grades: 

sc»") = Afer +»")  -  Ai  (0  +  41' CO»"  +  ■  ■  •  +  ^(8«r, 

wenn  wieder  allgemein: 

gesetzt  ist;  das  Anfangsglied  e^^'  von  m"  kann  somit  aus  dieser 
Gleichung  genau  auf  dieselbe  Weise  wie  vorher  das  von  ii'  bestimmt 
werden. 

Auf  diese  Weise  erhält  man  eine  Reihe: 

deren  tflieder  durch  ein  wohldefiniertes  Verfahren  beliebig  weit  be- 
rechnet werden  können.  Wir  werden  jetzt  beweisen,  dafs  diese  Reihe 
nach  steigenden  ganzen  oder  gebrochenen  Potenzen  von  g  fortschreitet, 
dafs  sie  in  einer  endliehen  Umgebung  der  NuUsteUe  konvergiert,  und 
hier  in  der  That  eine  Wurzel  der  vorgelegten  Gleichung  darstellt. 
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Fünfte  Vorlesung. 

Die  Reihen  m^,  %,  ■  ■  ■  w„  schreiteii  nach  steigeaden  Potenzen  des  Lmeaifaktnis 
{z  —  a)  fori.  —  Der  irregaBi-e  und  dei  legnläjo  Teil  dei  Reihen  m_  —  Dip 
n  Wurzeln  der  Kongnienz  f(u)  =s  0.  —  Die  Reihen  m,  Btellen  die  n  Gleichungs- 
wui'zeln  in  der  Umgebung  der  Stelle  (s  =  a)  dar  —  Untere  Ghenze  fui  den  Kon- 
vergenibereich  aller  Reiten  ii^    —  Anwpndnnpen 

§  1. 

Wir  zeigen  zunächst,  dafs  die  im  vorigen  Abacknitt  bestimmte  Eeihe 
Mfl  =  Gq^'"  +  e^S'' +  ■■■  ii  ^sr  That  nach  wachsenden  Potenzen  von  £ 
fortschreitet,  dafe  also  stets  ^o  <  *i  <  ^a  <  ■  ■  -  i^^-  ^^  ^^^  allgemein 
der  Exponent  e^  auf  genau  dieselbe  Art  aus  s^  hervorgeht,  wie  Cj 
,  aus  «D  beatinimt  wurde,  ao  braucht  nur  der  Beweis  geführt  zu  werden, 
daTs  £i  >  Fq  ist.  Hierzu  fühit  nun  die  folgende  prinzipiell  wichtige 
Überlegung,  mit  deren  Hilfe  nicht  nur  diese  spezielle,  sondern  auch 
alle  anderen  hier  sich  darbietenden  Fragen  über  jene  Eeihe  beantwortet 
werden  können,  mit  Ausnahme  der  Frage  nach  ihrer  Konvergenz, 
welche  dann  leicht  auf  die  in  der  dritten  Vorlesung  bewiesenen  Sätze 
reduziert  werden  kaan. 

Der    GEleiehmäfsigkeit   wegen   werde   jetzt   die   auf  S.  49    in    der 

Gleichung  s^,  = eingeführte  Zahl  s  mit  Sg  bezeichnet;  es  sei  also: 

_  ^D  ~  g», 

die  Ordnung  des  Aufangsgliedes  unserer  Eeihe,  und 

fo(e)  =  »^0^'°  +  ■■-  +  % 
die  linke  Seite  der  Gleichung  Su**"  Grades ,  deren  Wurzel  der  Änfangs- 
koeffizient  e^,  ist.  Setzt  man  dann  in  f(u)  u  =  e^°,  wo  e  eine  Un- 
bestimmte bedeutet,  so  beginnt  die  Entwickelung  Ton  /'(ef°)  nach 
Potenzen  von  S,  wie  wir  sahen,  mit  tpf^ie)^'',  d.h.  es  besteht  für  ein 
variables  e  die  Gleichung; 

1)  ««D-T.WP  +  f.feOf*, 

WO  in  dem  zweiten  Summanden  alle  übrigen  Glieder  mit  Ausnahme 
des  Anfangsgliedes  zusammengefafst  sind,  und  wo  der  Exponent  (Jg 
des  gemeinsamen  Faktors  ^°  gi'Öfser  als  p^  ist. 
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Setat  man  nun  in  dieser  Identität: 

e  =  «0  +  -J„ ' 
so  wird  ihre  linke  Seite: 

1')     /■(e.r- +«')-  u  («')  -  K(t)  +  ^;(ö«'  +  •  •  •  +  ^;.(ö«"', 

d.h.  durch  jene  Substitution  geht  die  linke,  also  auch  die  rechte  Seite 
von  (1)  in  die  Gleichung  /i(m')  über,  deren  Wurzel  die  Reihe 

war.  Diese  Gleichung  liefert  daher  auch  eine  direkte  Bestimmung  der 
Ordnungszahlen  q\,  welche  die  Gleichungskoeffizienten  jlj(t)  ii  /i(*'') 
besitzen;  entwickelt  man  nämlich  in  der  aus  (1)  und  (1')  folgenden 
Gleichung:  .  , ,         -       ,  , . 

«.')=?>.(..+^)  +  r*.(«.+^) 

die  rechte  Seite  mit  Hilfe  des  Taylorschen  Satzes  nacli  Potenzen  von  it', 
so  folgt: 

/,(»')-S'-{9'.W  +  9»;(«.)-|  +  "^^7.  +  -) 

man  erhält  also  durch  Koeffizientenvergleiehung  für  die  (n  + 1.)  Glei- 
chungskoeffizienten j1j(0  die  folgenden  Entwiekelin^en  nach  Potenzen 

Da  aber  p^  >  Po  'ws^j  so  folgt;  "hifs  die  Ordnung  ^^  von  -4.^(6)  stets 
und  nur  dann  gleich  po  —  ÄEq  ist,  wenn  q5(|W(eo)^0,  im  entgegen- 
gesetzten Falle  aber  sicher  gröfser  als  q^  ■—  Ics^,  ist.  Man  kann  also 
für  jeden  Werth  Ton  Je. 

2)  Q\  =  Q^~-kE„  +  d^  {fc-0,1,...«) 

setzen,  wo  ö"i.  nur  dann  verschwindet,  wenn  cpa^''\e^'^0  ist,  sonst 
aber  stets  einen  positiven  Wert  hat. 

Der  Anfangskoeffizient  e,,  ist  nun  eine  der  s^  Wurzeln  der  Glei- 
chung <P(,{e)^'0;  um  gleich  die  allgemeinste  Annahme  zu  machen, 
werde  vorausgesetzt,  dafs  e,,  eine  mehrfache,  und  zwar  eine  A„-fache 
Wurael  derselben,  dafs  also: 

ist,  wo  jetzt  oC'^o)^'-'  i^''-  Aisdann  verschwinden  bekanntlich  die  A^ 
ersten  Ableitungen: 
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%(e),     <p'^(e),     9;'(e),  ...q^},^-i)(e) 

für  e^e^,   wälirend  if^o°^(eQ)  sieher   von  Null  verschieden  ist.     Daraus 
folgb,  dafe  in  der  obigen  GHeichung  (2)  die  Kg  ersten  Zalilen 

sieher  positiv,  dafs  dagegen  dx„  sicher  Null  ist,  dafs  also: 

,.    Po  >  Po.     p1  >  Po  -  ^0,     Ps  >?u  -  Seo'  ■  ■  ■  Pjt,_i  >  Po  -  (^0  -  1)  ^0 
pL  =  Po  -"  '^««0 
ist. 

Mit    Hilfe    dieses    fundameiitaleii    Residtates    kann    nun    leicht  be- 
wiesen werden,  dafs  Sj  >  £,,  ist.     In  der  That  war: 

Nun  ist  aber  allgemein  wegen  (2): 

,       .  ,  7c       ~  h  —  *o+    "ft^' 

also  ist: 


=  Max  ( . . .,  £o  +      ;,-- ,  .  ■  -j  =  fo+  Max  (^"y"   ' 


und  von  jenen  n  Brüchen   ist  mindestens  einer,  nilmlich  ■  ■■■  =  -^ 

positiv,  weil  ^^  >  0,  «Jj;,  ^=  0  ist.     Also  gÜt  dasselbe  a  fortiori  von  dem 
i  unter  jenen  Brüchen,  d.h.  es  ist  sicher; 


und  hieimit  ist  der  angekündigte  Beweis  vollständig  erbracht,  d.  h.  es 
ist  erwiesen,  dafs  die  Reihe  Mq  nach  steigenden  Potenzen  von  t,  fort- 
schreitet. 

§  2- 
Aus  denselben  Betrachtungen  folgt  aber  jetzt  ein  weit  wichtigeres 
Resultat  für  unsere  Reihe  %.    Der  erste  Koeffizient  e^  war  eine  i^-fache 
Wurzel   der    ersten   Koeffizientengleichung   ^u(e)  =  0    vom    Grade   s^. 
Ganz  ebenso  ist  die  zweite  Koefflzientengleichung: 

vom  Grade  s^.  Wir  fuhren  jetzt  den  Nachweis,  daCs  stets  s^^Sq  ist, 
und  zwar  zeigen  wir  gleich  die  Richtigkeit  des  folgenden  sehr  viel 
tiefer  gehenden  Satzes: 
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56  Puiiilo  Votlesiiiig, 

Dei-  Grad  Sj  der  zweiten  Koeffizientengleieliimg  9?j(e)  =  0 

ist  Höchstens  gleich  der  Zahl  X^,   welche   den   Grad   der  Viel- 

fachheit   der  Wurzel   e^  in   der   ersten  Koeffizienten  gleichung 

angiebt. 

Jener  Grad  s^  ist  nämlich  die  gröfste  Zahl  Ic,  für  welche  der  Quotient: 

k       ~  *o  +       jl 
möglichst  grofs  ausfällt.    Hieraus  folgt  aber  leicht,  da,fs  s^  nicht  gröfser 
als  ^0  sem  kann.     Ist  nämlich  /i;>  l^,  so  ist: 

-f-< 

weil  k  >  Aß,  öjt  ^  0  und  ö^^ 


d.  h.,   der   Grad   s^  der   zweiten  Koeffizientengleichung    inul's    eine   der 
Zahlen  1,  2, . . .  Ag  sein,  was  zu  beweisen  war. 

Sind  jetzt  q^|,(e)  =  0,  9)j(e)=0,  q>^(e)  =  0,...  die  erste,  zweite, 
dritte, , .  .  Koeffizieutengleiehmig  füi-  unsere  Reihe,  und  sind  %,  e^, 
ßg, . . .  bzw.  Ay-,  Aj-,  ig-fache  Wurzeln  jener  Gleichungen  u.  s.  w.,  so 
kann  man  ihre  linken  Seiten  folgendermafsen  schreiben: 

»i(«)-(e-«i)''9'i(«) 
ft«-(«-«.y-Ä(<!) 

WO  allgemein  ^^(e)  die  Wurzel  e  ^  e^  nicht  mehr  enthält.     Sind  end- 
lich Sd,  Sj,  Sj, die   Grade  jener    Gleichungen,    so    folgt    ans    dem 

soeben  bewiesenen  Satze,  dafs: 

Si  ^  A(,  <  So, 


und    es   zeigt    sich   so,   dafs  für  eine  behebige  (fe  + 1)*"  Koefüzienten- 
gleichung  im  allgemeinen: 

Si  +  i  <Sj 

ist;  nur  dann  kann  Sj,  ,  ^  =  Sj,  sein,  wenn  auch  l^  =  Sj,  ist,   d.  h.  wenn 
die  näehstvorhergehende  Koeffizientengleichung: 

ist,    also   nur    die   einzige   Wurzel   e^   besitzt.      Da   somit   die   Grade 
So,  Si,  Sg, . .  .   der  Koefflzientengleichungen,   wie   weit  man   auch  gehen 
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mag,  immer  abnehmen,  oder  gleich  bleiben,  so  müssen  von  einem 
gewissen  Gliede  an  aile  folgenden  Grleiclmngen  von  einem  und  dem- 
selben Grade  sein.     Es  sei  e,^'''  jenes  Glied,  und; 


d,  b.  s  der  gemeinsame  Grad  aller  jener  Koeffizientengleiebungen.  Nach 
dem  soeben  bewiesenen  Sabze  besitzt  dann  aber  jede  der  folgenden 
Gleicliimgen  (p.{e)  ^  0  nur  je  eine  Wurzel,  d.  b.  es  ist,  wie  weit  man 
aucb  in  der  Reihe  Wq  geben  mag: 

y,+2(e)=-{e-ej+2T 


Im  folgenden  Paragraphen  wii-d  bewiesen  werden,  daüs  jene  Glei- 
chungen (1)  stets  linear  werden,  d.  h.  dafs  der  gemeinsame  Exponent  s 
notwendig  gleich  Eins  ist,  falls  nur  die  Gleiehungsdiskriminante  D(ß) 
nicht  identisch  verschwindet,  falls  also  f(u)  nicht  mit  der  Ableitung 
f'(u)  einen  gemeinsamen  Teiler  hat.  Für  die  folgenden  Betrachtungen 
können  wir  aber  auch  s  ^  1  voraussetzen. 

Auf  das  in  (1)  angegebene  Resultat  gründet  sicli  nun  eine  wichtige 

Einteilung  der  ganzen  Reihe  ifo^^Ct^'^.  Wir  bezeichnen  nämlich 
das  Aggregat:  o 

der  T  vor  jenem  Elemente  e^^'^  stehenden  Glieder  von  «^  als  den 
irregulären  Teil  TOn  ii^,  und  die  ganze  übrighleibende  unendliche 
Reihe 

als  den  regulären  Teil  von  u^.  Nach  dem  soeben  Bewiesenen  be- 
steht dann  der  irreguläre  Teil  iif  von  Uf,  =  %  -f  Mq  stets  aus  einer 
endlichen  Anzahl  von  Gliedern. 

Um  nun  die  Fondamentaloigenschaft  des  regulären  Teiles  w^  ''•"■ 
finden,  bilden  wir  die  Gleichung  f{u),  der  «„  genügt.  Dieselbe  kann 
foigendermafsen  geschrieben  werden: 

f(D  _  f  („»' + «) = f  (..;,"')  +  r  («i")  i + -^  ;■  +  ■■■  +  f-fp  s- 
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Entwickelt  man  hier  alle  jene  Ko effizienten t 

^j(Ö='-fc,--  (ft=o,i,...«.) 

naßb  Potenzen  von  g,  so  erhält  man  offenbar  Reihen,  welche  im  all- 
gemeinen nach  gebrochenen  Potenzen  Ton  £  fortschreiten,  denn  ihre 
Exponenten  setzen  sich  ganzzahlig  aus  den  Exponenten  s^,  ^i,  ■  ■  ■  Ei-i 
von  ui)  zusammen;  ist  also  a  der  Generalnenner  jener  t  Exponenten^, 
so  schreiten  die  Entwickelungen  aller  Koeffizienten  Ä/;(^^)  nach  ganzen 

Potenzen  von  g"  fort.  Die  Ordnungszahlen  p,,,  pj, .  . .  p  dieser  Glei- 
chnngsko effizienten  A^{^,  j1i(0,  . . .  ^i(£)  sind  daher  ebenfalls  Brüche 
mit  demselben  Nenner:  wir  bezeichnen  sie  durch: 


wo  t^,  ti,        ti   ^an/L   Zahlen   bedeuttn      Dann   besteht    der   folgende 

wichtige  Satz 

Die  Exponenten  e^,  Ej^i  ei-fs, . . .  des  reguRren  Teiles 
der  Reihe  ii^  smd  sämtlich  Biuche,  deren  gemeinsamer  Nenner 
dei  Geneialnennei  a  der  Exponenten  (%, . . .  St—i)  ihres  irregn- 
Uien  Teiles  ist,  die  ganze  Reihe  üg  sehreitet  also  nach  ganzen 

Potenzen  von  §"  fort 

Wir  biauohen  diesen  Satz  wieder  nui  für  das  erste  Glied  e^^^  des 
regulären  Teiles  zu  beweisen,  da  ei  fui  alle  späteren  in  genau  der- 
selben Weise  tol^t  Nnn  eigiben  sich  aber  für  &/  und  e,  die  Be- 
stimmnng&gleichungen : 


f{e)  =  (e-e,y  -  e^  -  se'-'&^  +  '-^^e^-'el ±  ej  =  0. 

Zunächst  ist  hier  £,  die  Steigung  der  letzten  Begrenzungssehne  StjSlo 
des  zugehörigen  in  Fig.  6  gezeichneten  Diagramms,  und  nach  dem  früher 
Bewiesenen  müssen  in  ^(e)  die  Änfangsglieder  von  allen  und  nur  den 
Koeffizienten  ^(0,  .A[(g), . . .  auftreten,  für  welche  die  zugehörigen 
Punkte  STq,  St^, . , .  auf  und  nicht  über  SljSlu  liegen.  Nun  treten  aber 
in  ^(e)  in  (2)  alle  Glieder  mit  von  Null  verschiedenen  Koeffizienten 
auf;  es  liegen  also  alle  Punkte  9Ij,  St^  ....  %^i  auf  jener  Begrenzuugs- 
sehne,   und  ihre  Steigui^  St  stimmt  also  auch  mit  der  Steigung  ihres 
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ersten  Stückes  SljSlo  überein;  es  ergiebt  sich  somit  in  diesem  Falle  füi 
jene  Steigung  a^  der  einfacliere  Ausdruck; 


d.  h.  St  ist  in  der  Tliat   ein   Bruch    mit   dem   Nenner  a,   was   au   be- 
weisen war. 

Ersetzen  wir  also  wieder  g  durch  den  Linearfaktor  s  —  a,  so 
ergiebt  sich  in  jedem  Falle  für  %  eine  Reihe,  welche  wir  in  etwas 
veränderter  Bezeichnung  folgendemiafsen  achreiben  können: 


=  e,(^-")"  +  e,,+,(ä-«)  "   +«H-!(«-°)  ■   +■■■' 


*• 


3) 

WO  h  wieder  eine   positive   oder  negative   ganze  Zahl   oder  auch  Nnll 

sein  kann. 

Aus  der  in  der  dritten  Vorlesung  durchgeführten  Untersuchung  des 

sogenannten  regulären  Falles  folgt,   dal's  für  alle  diejenigen  endlichen 

Punkte    (s  =  a),    welche 

nicht  Nnllstellen  der  G-lei- 

chungsdiskriminante   oder 

Pole  der  Gleichungskoeffi- 
zienten sind,  der  Nenner  a 
stets  gleich  Eina  ist,  denn 
für  alle  diese  Punkte 
schritten  ja  alle  wlteihen  für 
die  Wurzeln  von  f(u,  s)  =  0 
nach  ganzen  Potenzen  von 
(s  —  ß)  fort.    Für  jene  kri-  *  '^  " 

tischen  Stellen  können  dagegen  gewisse  von  den  zugehürigen  Keihon 
nach  gebrochenen  Potenzen  von  p  —  a  fortschreiten;  wann  dies  eintritt, 
wird  eine  genauere  Untersuchung  lehren. 

Die  soeben  gefundene  Reihe  (3)  befriedigt  nun  die  Gfleiehimg 
f(u,s)  =  0  formal;  setzt  man  sie  nämlich  für  u  in  f(n,s)  ein,  so 
erMlt  man  ebenfalls  eine  nach  ganzen  Potenzen  von  p  —  k  fort- 
schreitende Reihe,  deren  Zahlko effizienten  alle  identisch  verschwinden, 
wenn  man  eish  die  Reihe  Vg  genügend  weit  berechnet  denkt.  In  der 
That  sei: 


„W  - 


^.>-«r  +  e.+i(^-«) ' 


re,i^-ar 


das  Aggregat  der  (l-^l)  —  h  ersten  Glieder  jener  Reihe,  dann  ist,  wie 
oben  bemerkt  wurde,  die  Ordnungszahl  von  fW'',  s)  gleich  pW,  und  pW 
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Bildet  man  nmi  in 
dieser  Weise  der  ßeite  nach  die  Ordnungszahlen  (!**',  p''"'"^',  9g"^^\  ■  ■  ■ 
p''* . . .  Ton  f(u'-''\  s),  f(vf-'"^^\  s)  .  . .,  so  erhält  man  eine  Reihe  von 
Brüchen  mit  dem  Nenner  a: 

und  da  diese  nach  (2')  auf  S   55  eine  ■wachsende  Reihe  bilden,  so  gilt 

t, 
dasselbe  auch  von  ihren  gmzzihhgen  Zahlern    die  Ordnungszahlen  — 

von  /"(mW)  wachsen  ileo  mit  zunehmendem  ?  über  jedes  Mafs  hinaus, 
oder  die  Reihe  «q  befiiedigt  die  Gleichung  /■{»,  2)  =  0  wirklich  formal. 

8  3. 

Im  vorigen  Abschnitt  ist  bewiesen  worden,  dafs  für  jede  Gleichung 
f{ti,  ^)  =  0  und  eine  beliebige  Stelle  {s  =  a)  mindestens  eine  nach 
Potenzen  von  s  — ■  «  fortschreitende  Reihe  Mo  esistiei-t,  durch  welche 
sie  formal  befriedigt  wird,  Wir  wollen  jetzt  zuerst  nachweisen,  dafs 
die  Anzihl  dei  Potenzreihen,  welche  die  f,lpiche  Eigenschaft  besilzLU, 
stets  gleich  »i  d  h  gleich  dem  Giide  von  /  [u,  s]  ist  eist  dinn  können 
wii  den  Beweis  eibimgen,  dils  lene  w  Reihen  in  einer  endlichen  Um- 
gebung der  &teUe  (?  =^  k)  konveigieitn  und  hier  die  h  Wuizeln 
dei  Gleichung  darstellen 

Zu  diesem  Zwecke  spieehen  wii  die  Beziehung  du  voihei  gefun- 
denen Reihe  Wg  zu  der  Funktion  f(n,  £■)  in  einer  arithmetischen  Foim 
aus    Substitmeit  man  fui  m  m  die  Funktion  f{H,  z)  dis  Aggregat 

^'-%{^- «)"  +  e.+, (^-«) "  +  ■■■  +  e^(«-«)" 

der  [B  —  h-^l)  ersten  Glieder  der  Reihe  M,,,  und  wählt  man  M  grofs 
genug,  so  beginnt  die  Entwickelung  von  f(üo,s)  mit  einer  beliebig 
hohen  Potenz  (s  —  tx)'"  des  zugehörigen  Linearfaktors,  wie  am  Schlosse 
des  vorigen  Paragraphen  bewiesen  wurde,  d,  h.  es  wird: 

1)  fK,  8) -(8 -»)»&(,), 

WO  G(s)  eine  Reihe  ist,  welche  ebenfalls  nach  Potenzen  von  (»— k)" 
fortschreitet  und  iäx  s  =  a  endlich  bleibt;  und  dasselbe  ist  a  fortiori  der 
Fall,  wenn  man  It  noch  weiter  vergröfsert. 

Wir  wollen  auch  hier,  wie  im  §  2  der  ersten  Vorlesung,  zwei 
Funktionen  FQi)  und  F^{s)  von  s  kongruent  modulo  (ß  — «)^  nennen. 
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wenn  ihre  Differenz  durch  den  Modul  (s  —  a)"  teilbar  ist,  wenn  also 
der  Quotient  F(z)-F  (s) 

für  s  =  a  endlich  bleibt.  Dann  können  wir  die  Gleichung  (1)  in  der 
Form  schreiben;  _ 

/■(«.,  2)  =  0     (mocl(^ -«)"), 

und,  wir  wollen  sagen,  «„  ist  eine  Wurzel  der  Kongruenz: 

la)  /■(w,^)i=0     (mod  (s-a)"); 

wir  können  auch  die  beliebig  weit  verlängerte  Reihe  %  seihst  an  Stelle 
von  Mq  nehmen;  dann  ist  diese  für  jede  noch  so  hohe  Potenz  (0  — k)'*'' 
als  Modul  eine  Wurzel  jener  Kongruenz.  Wir  wollen  die  in  den 
vorigen  Abschnitten  gefundene  Reihe  Hq  im  folgenden  durch  Mj  be- 
zeichnen; dann  können  wir  das  bis  jetzt  gefundene  Ilauptresultat 
folgendermafsen  aussprechen: 

Jede  Kongruenz  n*""  Grades: 
2)  /■(«,5)  =  0     (mod(^-«)"0 

für   eine   beliebig   hohe   Potenz   Ton  s  —  k  als  Modul  besitzt 
mindestens  eine  Kongruenzwurzol: 

welche  man  für  einen  gegebenen  Exponenten  M^  jedesmal  nur 

bis  zu  einem  Gliede  e^{s~tty   zu  bilden  braucht,  um  sicher 
zu  sein,  dafs  jenes  Aggregat  die  Kongruenz  befriedigt. 
Der  Beweis  nun,   dafs  jene  Kongruenz  genau  n  Wurzeln  besitzt, 
gründet  sieh  auf  den  Hilfssatz: 

Ist  w  =  %  eine  Wurzel  der  Kongruenz  (2),  so  ist  ihre 
linke  Seite  modulo  (0  —  a)"'  durch  den  zugehörigen  Linear- 
faktor  teilbar,  d.  h.  es  ist: 

2')  /■(«,  8) -(«-».)/■.(»,  5)     (mod  («-»)».), 

WO  fj  (w,  s)  eine  ganze  Funktion  vom  (n  —  1)*™  Grade  in  ii  ist. 
In  der  That,  ist  /■(%)  durch  (ä  — k)*'i  teilbar,  so  ist: 

+  A(2)  («-•'.)- (»-»0  f.  C»,  2), 
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WO  in  der  Tliat: 

3)  f,  (»,  s)  _  I^,(r)  !^J  -  B._,(8)«-'  +  ■  ■ .  +  U,(«) 

eine  gan.ze  Funktion  dea  (n  —  1)*'"  Grades  in  ii  iat,  deren  Koeffi7.ienten 
J5i(s)   offenbar  Pobeuzi-eihen   sind,   welelie   nach   ganzen  Potenzen  Yon 

(^— ft)"  fortschreiten. 

Auch  iiir  diese  Funktion  /i  (w,  ä)  kann  man  mm  durch  misore 
Methode  eine  Reihe  Wg  bestimmen,  welche  nach  ganzen  oder  gebrocheneu 
Potenzen  Ton  (:S  —  k)  fortschreitet  und  die  Gleichung  /i  {n,  s)  =  0 
formal  beftiedigt,  denn  hierzu  iat  ja  die  Bedingung  notwendig  und 
hinreichend,  dafs  die  Koeffizienten  Bi{i)  nach  Potenzen  Ton  {z  —  a) 
entwickelbar  sind.  Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  ergiebt  sieb  so 
für  ihre  linke  Seite  /1(m,2)  die  folgende  Kongruenz: 

/;(m,^)  =  (m-^)/-,(«,s)     (mod  (^-ß)''4), 
wo  fg  (w,  s)   eine   ganze  Funktion  (w  —  2)*™  Grades  und  M^  wiederum 
einen   Exponenten   bedeutet,    der  beliebig   grofa   angenommen  werden 
kann,   wenn  nur   die  Reibe  u^  genügend  weit  berechnet  wird.     Dieae 
Kongruenz  vertritt  aber  eine  Gleichui^  von  der  Form: 

/■i{«,'»)  =  («-%)fi(«,«) +  {«-«)'■  G.{«,2)- 
Setzt  man  diesen  Wert  von  fi{^,s)  in  (3)  ein,  ao  folgt: 

rt»,8)=(«-».)(«-«.)f.(«.'')+(»-«>)(«-"r-e,(«,8)(mod(«-.)'".). 

Wählt  man  endlich  die  ganz  beliebige  Zahl  M^  so  grofs,  dafs  hier  das 
zweite  Glied  auf  der  rechten  Seite  durch  (2  —  tt)'^'  teilbar  ist,  so  ergiebt 
sich  endlich  die  Kongruenz: 

rt«,  s)  =  («  -  «,)  (..  - .%)  U  (.«,  2)     ("Oä  (8  -  =)».). 
In   derselben  Weise  kann   man  weiter  schliefsen:   man  bestimme  jetzt 
eine  Wurzel  Mg  von  f^  (u,  s)  =  0  u.  a.  w.,  und  gelangt  so  zuletzt  zu  der 
für  eine  beliebig  hohe  Potenz  (s  —  ay  und  für  ein  variables  u  gültigen 


4)         f(u,  ,)sA(«- «0 («-»,)...(..-  «.)     (mod  (s  ~  »)«), 
■WO  A   eine   ganae   Punktion  nullten  Grades   in  «t,  d.  h.  eine  Funktion 
von  s   allein  iat,  welche   sich   durch   Koeffizientenvergleichung  gleich 
dem  Koeffizienten  A^i^z)  von  m"  in  f{u,  s)  ergiebt. 

Ana.  dieser  Kongruenz  folgt  zunächst,  dafe  z.  B.  Mg  nicht  blofs 
eine  Kongruenzwurzel  der  abgeleiteten  Funkfcion  /i  («,  is),  sondern  auch 
eine  solche  von  f(u,  s)  selbst  iat,  denn  für  u^u^  wird  die  rechte 
Seite  von  (4),  also  auch  ihre  linlte  durch  (s  —  a)^  teilbar,  und  ganz 
ebenao  folgt,  dafs  alle  u  Reihen  «,,  %, . . .  ttn  Wurzeln  der  Kongruenz  (2) 
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sind.  Ebenso  leicht  erkennt  man  aber  aus  (4),  dafs  keine  andere 
Potenzreilie  u^+i  eine  Wurzel  der  Kongmenz  (2)  sein  kann.  Sub- 
stituiert man  nämlich  m  =  m„^i  in  (4),  so  müfste: 

f(.<,,«)sA(».+.-«,)(«.  +  .-%)...(».+.-«.)^0       Blod    (S-»)' 

sein,  und  zwar  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  von  2  —  ß,  wenn  man 
jene  («  +  1}  Reihen  m,,  M3, .  . .  «„+1  genügend  weit  verlängert  denkt. 
Aber  jenes  Produkt  von  (n  + 1)  Paktoren  kann  nur  dann  durch  eine 
beliebig  hohe  Potenz  von  2  ~  «  teilbar  sein,  wenn  mindestens  einer 
seiner  Faktoren  eine  beliebig  hohe  Potenz  dieses  Linearfaktors  entMlt, 
und  dies  ist  wiederum  nur  dann  der  Fall,  wenn  entweder  Aa(ß)  ='  0 
ist,  oder  wenn  u^+i  einer  der  n  Reihen  u^, .  .  .ii„  gleich  ist.  Also 
ergiebt  sieh  der  Satz: 

Jede  Funktion  n""'  Grades  f{u,ä)  besitzt  für  eine  beliebig 
hohe  Potenz  (s  — «)''  als  Modul  stets  genaa  n  Kongruenz- 
wurzeln: 

%,  Mg,    .    .    .M,, 

welche    sämtlich   in   Potenzreihen   entwickelt   werden   köinitin, 
die  nach  ganzzahligen  Potenzen  bzw.  von: 

(.-.f,  (»-«)v..(2-»r 

fortschreiten,  und  es  besteht  alsdann  für  variable  Werte  von  tt 
und  s  die  Kongruenz: 

/  («,  «)  E3  A.{f)  («-«,)...(»-  »,)     (mod  {„  ^  »)»). 
Es  sei  nun  %  eine  jener  n  Kongi'ueuz wurzeln,  welche  nach  ganzen 

Potenzen  von  (s  -  «)"  fortschreiten  möge.  Dann  besteht  die  identische 
Gleichung: 

wo  M  eine  beliebig  grofse  Zahl  und  (?\(s  —  k)''J  nach  positiven 
Potenzen  von  {s  —  a)  fortschi-eitet,  und  welche  besagt,  dafa  [{ii-^,  d) 
mindestens  durch  [^  —  ü)'^  teilbar  ist.  Denkt  man  sich  auf  der  linken 
Seite  dieser  identischen  G-leiehung  die  mit 

1,    (f~af,    (e-uf,...{.~„y' 

multiplizierten  Glieder  zusammengefaJst,  so  erliält  man  eine  neue 
identische  Gleichung: 
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5a)      a.(2)  +  a,(«)(2-«)"  +  ...  +  a._,(3)(2-„)-  -,o, 

WO  die  Koafözienten  Pofcenzreihen  sind,  weiche  nach  ganzen  Potenzen 
von  (ß  —  k)  fortsehi'eiten.  Aber  diese  zweite  Gleichung  kann  nur 
identisch  erfüllt  werden ,  wenn  die  a  Reihen  %  (b)  ebenfalls 
identisch  verschwinden;  denn  wäie  dies  nicht  der  Fall,  und  ist 
3l,.(s)  in  der  Reihe  der  Funktionen  %{s),  %{s),  ...  9Io„i(2)  die 
erste,  deren  Ordnungszahl  X^  möglichst  klein  ist,  so  beginnt  die  Ent- 

wickelung  der  linken  Seite  mit  der  Potenz  {^  — k)^  ",  und  dieses 
Glied  kann  sich  weder  gegen  ein  früheres  noch  gegen  ein  späteres 
forfhehen. 

Ersetzt   man   aber  auf  der  linken  Seite   der  ursprünglichen  Glei- 
chung (5a)  (^  -  k)"  durch  den  konjugierten  Wert  o(^  — «)",  wo 

w  =  e  "  (;.  =  i,2,...  a-i) 

eine  der  «'""  Wurzeln  der  Elnlieit  ist,  und  ordnet  wieder  in  derselben 
Weise,  wie  vorher,  so  geht  diese  linke  Seite  über  in: 

«.c«)  +  «■(»)<•  ■  (»-»r +  «,(»)»'■  (»-«)"  +  ••• 

und  auch  diese  verschwindet,  da  die  a  Koeffizienten  %,{e),  wie  oben 
bewiesen,  identisch  Null  sind.  Also  bleibt  die  obige  Gleichung  be- 
stehen, wenn  man  statt  der  Wurzel  {z  —  a)"    alle   ihre  a  konjugierten 

Werte  setzt,  welche  sich  von  (s  —  cc)''  durch  die  a^"  Wuizeht  der 
Einheit  unterscheiden.  Durch  diese  Substitution  eihalt  man  abei  aus 
der  Reihe  ti^  genau  a  konjugierte  Reiben  %,  ü^,  Ua,  luid  aus  den  a 
durch  dieselbe  Substitution  aus  {5)  folgenden  Gleichungen* 

f(»„s)-(8-«.)''ffU(s-«f)  =  0 
geht    hervor,    dafs    diese   a    konjugierten    Reihen    sämtlich    ebenfalls 
Wurzeln   der   vorgelegten   Kongruenz,    also    unter   den   n  Koi^ruenz- 
wurzeln    enthalten    sind.      Andererseits    sind    sie    aber   auch    offenbar 
sämtlich   voneinander   verschieden.     Zu  jeder  Reihe   u^,   welche    nach 

ganzen  Potenzen  von  (s  —  ß)"  fortschreitet,  gehört  also  stets  ein 
Cyklus    von    a    konjugierten    Reihen    Wj,  Mj,  . , , ««,    welche    aus    m^ 
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dadurch  hervorgehen,  dafa  man  (^  — «)"  durch  seine  a  konjugierten 
Werte  ersetzt. 

Der  Einfai'hheit  wegen  wollen  wir  wieder  mit  dem  Koeffizienten 
A„{z)  Yon  11"  durchdi^idieren,  sodafa  derselbe  gleich  Eins  wird.  Aus 
der  dann  sich  ergehenden  Koi^uenz: 

«"  +  a..,(ß)u^-^  +  ■■■  +  «„(.)  ^  {u  -  u,) [u ~ n,)  ...(«- u,) 
(mod  (g~a)^) 
folgen  dann  durch   Koeffizientenvergleichung   genau    wie   im   §   1    der 
dritten  Vorlesung  die  n  Kongruenzen: 

Im,-  =  -  a„_i(2)  ^ 

>  mod  (s  —  a)" 

..,«,, ..«.s:(-l)-a.(2)) 

d.  h.  die  elementaren  symmetrischen  Punktionen  jener  n  Kongruenz- 
wurzeln  sind  den  Gleichnngsko effizienten  mit  abwechselnden  Vorzeichen 
kongruent,  und  femer  folgt  genau  wie  a.  a.  0.  der  allgemeinere  Satz, 
dafs  jede  symmetrische  Funktion  jener  n  Kongruenz  wurzeln  einer  be- 
stimmten rationalen  Funktion  TOn  s  kongruent  wird  für  eine  beKebig 
hohe  Potenz  von  0  —  a  als  Modul,  wenn  nur  jene  Reihen  ut  genügend 
weit  yerläugert  werden;  und  zwar  ist  jene  symmetrische  Funktion  der 
M  Kongruenzwurzeln  derjenigen  rationalen  Punktion  von  s  kongruent, 
der  die  entsprechende  symmetrische  Punktion  der  Gleichuugswurzeln 
gleich  ist.  lat  speziell  Biß)  wieder  die  Gfleiehungsdiskriminante,  so 
ist  also: 

]7/"(«.)-J7(%— .)  =  -D(2)  (mod  (r-«)")^ 
,^. 
Aus  diesen  Thatsachen  ziehen  wir  zumchst  die  Folgerung,  dafs 
die  n  Beihen  %,  %,,,■«„  sicher  von  einander  verschieden  sind,  werm 
nur  die  Gleichungsdiskriminante  IXi)  nicht  identisch  veraehwiudet. 
Wären  nämlich  zwei  von  jenen  Reihen  identisch,  so  wäre  ja  daß 
Differenzenprodukt  jener  n  Reihen: 

Z)  («1 ,  Ms  ,  .  .  .  M„)  =2  YK  -  Mi) 
.^. 

identisch  Null;  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  iat  aber  diese 
symmetrische  Punktion  von  m^,  m^'  ■  ■  ■  **"  f^'"  ^^^^  beliebig  hohe  Potenz 
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(s  —  cc)'^  der  Diskriminante  D{zj  der  Gtleiclnmg  /■(«[,  s)  =  0  kongruent, 
welcte  wir  auf  S.  26  betrachtet  halsen.  Also  müfste  diese  letatere 
Funktion  für  jede  noch  so  hohe  Potenz  («  —  k)''^  der  Kongmei^  genügen: 

Z>(^)~0     (mod  (5-«}"), 
was  offenbar  nur  dann  möglich  ist,  wenn  D(s)  =  0  ist,  und  damit  ist 
unsere  Behauptung  bewiesen. 

Femer  wollen  wir  aus  dieBem  Satze  ein  bereits  vorher  auf  S.  57 
angekündigtes   wichtiges  Eesultat   ableiten.     Ist  wieder  g  =  s  —  k  und 

»,  =  e,r"+e,+,r"+'  +  -- 

die  Potenzreihe  für  eine  der  n  Wurzehi,  so  genügte  jeder  Koeffizient  e* 
einer  Gfleichung  95j(c)  =  0;  die  Cfrade  dieser  Gleichungen  bildeten  eine 
abnehmende  Reihe,  und  von  einem  Gliede  e,^*  an  sind  alle  folgenden 
Grleichungen  q7,(e)  =  0,  q5j^i(e)  ^=  0, . . .  von  gleichem  Grade  s,  und 
jede  ist  die  s''^  Potenz  eines  Linearfaktors. 

Wir  zeigen  jetzt,  dafs,  falls  die  Gleichung  f(u)  =  0  nicht  überall 
gleiche  Wurzeln  hat,  falls  also  ihre  Diskriminante  nicht  identisch  ver- 
schwindet, stets  s  =  1  ist,  dafs  also  alle  regu^ren  Koeffizienten  e„  . .  . 
einfach  durch  lineare  Gleichungen  bestimmt  werden.     Ist  nämlich: 

„«_  6/' +...  +  ._.  5" 
das  Aggregat  der  (r  —  h  +  X)  An&ngsglieder  von  Mj,  und  wird  r  so  grofs 
gewählt,  dafs  f{u^\  s)  bereits  eine  sehr  hohe  Ordnung  hat,  so  wird: 

M^  =  wj"'  +  «„        Ml  =  6^+16''-+^  +  ■  ■  ■ 
und  %  ist  eine  Wurael  der  Gleichtue  w*™  Grades: 

^(i)_/-{«(')+5.)-ft.f))+f'(»f');+'-^»'+-- 


der  Exponent  Et-\--\.  des  folgenden  Gliedes  ist  dann  durch  die  Gleichung 
bestimmt:                                   ...___           _     „ 
, -     /Po - Pi     00 - 0a           0«  - s„\ 
£,+i=Max(^— ^-,    --^-, --j, 

wenn  p^,  Pi,  ■  -  ■  &«  die  Ordnungszahlen  von  f{u'{'),  f  (uf^)  ■  ■  ./'*"'(mJ''') 
bedeuten.  Nun  kann  die  Ordnungszahl  p,,  von  f(ti^^)  behebig  grofs 
gemacht  werden,  wenn  nur  r  genügend  grofs  gewählt  wird;  dagegen 
bleibt  die  Ordnui^zahl  p^  von  f  {up)  unterhalb  einer  endlichen 
Grenze,  wie  grofs  auch  r  angenommen  ist,  denn  sonst  wäre  ja 
f  (%)  selbst  von  beliebig  hoher  Ordnung,  und  das  Gleiche  wäre  für 
das  Produkt: 
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der  Fall,  während  die  Diskriminante  D{p)  in  Bezug  auf  jede  Stelle 
von  bestimmter  endlieher  Ordnung  ist,  es  sei  denn,  daXs  sie  identisch, 
verschwindet,  eine  Möglichkeit,  die  wir  oben  ausgeschlossen  haben. 
Ebenso  bleiben  die  Ordnungszahlen  ~Qi,~Q^, .  ■  -^-^  offenbar  stets  ober- 
halb einer  endliehen  unteren  Grenze  g^,  sodass  für  i  =  2,'i,  .  . .  n 


ist.  Wählt  man  also  nur  r  so  grofs,  dafs  ^^  >  2pj  —  p  wird,  so  ist  sicher 
5L~_!i  >  ^"^^  >  !C^  d-  ^-  es  ist  in  der  That  f,+  i  ^  p«  -  9^  und 
S=  1,  was  zu  beweiseu  war. 

Wir  ziehen  aus  diesem  E,esultat  noch  eine  Folgerung,  mit 
deren  Hilfe  wir  die  sämtlichen  regulären  Gheder  einer  Wurzel 
durch  ein  sehr  einfaches  rekurrierendes  Verfahren  finden  können.  Ist 
mmlieh  er^i.(s ~ a')''''^'^  ein  beliebiges  Glied  des  regulären  Teiles  einer 
Wurzel,  und 

«f-e.(2-a)-+<l(«-»)-+..-  +  fc(s-.y' 
das  Aggregat  aller  Torhergehenden  Ölieder,  und  ist: 

/■(«r>)-o.(«-«)S+...,  f(»f))=„,(«-„f  +  ..., 

80  wird  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  SrJri'^  ^t,  ~  Qu  während 
sich  der  Koeffizient  e^+i  aus  der  linearen  Gleichung 

«■0  +  «^e.+i  =  0 
bestimmt.     Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ist  er+i(s  —  k)'''+^  ein  reguläres  Glied  von  einer  der 
n  Wurzeln  der  Kongruenz  f{u,s)^0  und  w'""'  das  Aggregat 
aller  vorbeigehenden  Glieder,  so  ist  dasselbe  gleich  dem 
Änfangsgliede  der  Entwickelung  von: 

__  ß^) 

nach  Potenzen  von  (p  —  a). 
Dieser  Satz  hefert  ein  sehr  expedites  Verfahren  zur  Bestimmung 
jener  Reihen,  um  so  mehr,  als  von  einer  leicht  bestimmbaren  unteren 
Grenze  für  8^+1  an  das  ÄnfangsgUed  von  f  (u'-''^)  ungeändert  bleibt, 
wie  weit  man  auch  in  der  Reihe  fortgehen  möge.  Dann  braucht  also 
jeues  Anfangsglied  «^(a  — k)^'  nur  ein  für  alle  Male  berechnet  zu 
werden,  xmA  man  findet  jedes  folgende  Glied  einfach  dadurch,  dafs  man 
— /■(^(W)  stets  durch  dasselbe  Glied  «1(5  —  «)^'  dividiert. 
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Es  soll  jetzt  Ijewiesen  werden,  dafs  die  n  Reihen  w^,  u^, . .  .  Wj,, 
welche  die  Gleichung  f(u,  js)  ==  0  formal  befriedigen,  sämtlich  imier- 
haih  einer  endlichen  Umgebung  der  betrachteten  Stelle  (s  =  k)  konver- 
gieren und  dort  die  n  Gleichungs wurzeln  darstellen.  Diesen  an  sich 
schwierigen  Beweis  kömien  wir  nun  fast  vollständig  auf  den  bereits  im 
§  3  der  dritten  Vorlesung  geführten  Beweis  für  den  regu^ren  Fall 
reduzieren,  weil  uns  die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  nicht 
nur  die  eine  Wurzel  u^,  sondern  alle  n  Kongrueuzwtirzeki  modulo 
(ß  —  k)*"  ergeben  haben. 

Die  Reihen  u^,  li^, . .  .w„  sehreiten  alle  nach  ganzen  oder  ge- 
brochenen Potenzen  von  s  —  a  fort.  Es  sei  a*  der  Generalnenner  aller 
in   diesen  Reihen  auftretenden   gebrochenen  Exponenten.     Setzen  wir 

SO  entspricht  der  Umgebung  der  Stehe  (s  =  a)  die  Umgehung  der  Null- 
stelle für  die  neue  Vari 


folgendermaßen  geschri 

1) 


iable  g,  und  Ui,  u^, . . .  Un  gehen  in  Potenzreihen 
nber,  welche   nach   ganzen   Potenzen  von   t,   fortschreiten   und  jetzt 
eben  sein  mögen: 

Es  soll  dann  allgemein  r,-  die  Ordnung  oder  die  Ordnungszahl  der 
Wurzel  tii  genannt  werden. 

Wir  brauchen  den  angekündigten  Beweis  nur  für  irgend  eine  jener 
n  Reihen  zu  führen;  es  sei  die  Bezeichnung  von  vornherein  so  gewählt, 
dafa  «1  diejenige  Reihe  ist,  deren  Konvergenz  bewiesen  werden  soll. 

Wir  werden  zeigen,  dafs  diese  allgemeine  Aufgabe  auf  den  Kon- 
vergenzbeweis für  den  regulären  Fall  vollständig  reduziert  weiden  kann, 
wenn  man  voraussetzen  darf,  dafs  die  Ordnungszahl  i\  der  zu  unter- 
suchenden Reihe  %  positiv  ist,  während  die  Ordnungszahlen  r^,  r^, . .  .  »■„ 
sämtlich  negativ  oder  höchstens  NuU  sind.  Offenbar  ist  diese  Voraus- 
setzung im  allgemeinen  nicht  erfüllt,  aber  man  kann  die  vorgelegte 
Gleichung  durch  eine  sehr  einfache  Transformation  so  umformen,  dafs 
ihre  Wurzeln  die  verlangte  Eigenschaft  erhalten. 

Es  sei  rmmlich  jene  Voraussetzung  nicht  erfüllt,  und  es  möge; 

die  Entwickelimg  der  zu  untersuchenden  Wurzel  w^  bedeuten;  wir  be- 
trachten dann  das  Aggregat: 
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der  (s  + 1)  —  )\  ersten  Glieder  von  ii^,  und  wäUen  s  beliebig,  jeden- 
falls aber  so  grofs,  dafs  die  Aggregate  der  Anfangsglieder  von 
u^,  Mj, , . ,  M„  bis  zu  derselben  Potenz  ^  hin  alle  von  mJ  '  verschieden  sind. 
Dieser  Bedingung  kann  stets  genügt  werden,  da,  wie  oben  bewiesen 
wurde,  die  n  Eeihen  Ui  sämtlich  von  einander  verschieden  sind. 

Jetzt  fähren  wir  in  der  ursprünglichen  Gleichnng  f(tt,  s)  =  0  an 
Stelle  von  u  die  neue  Variable: 

3)  ,7-^,     „_«»'+r« 


i  genügt  dann  offenbar  der  algebraischen  Gleichung: 

f(u)  -  /-«i  + 1«)  =  /■«>)  +  f  (»s»)  ?»  +  ■■■+  tf'-äS  j-'i- 

-  Ätt) + i.®; + •  ■  •  +  i(8«"  -  0, 

und  für  ihre  n  Kongruenz  würz  ein  %,  u^, . . .  ii^  folgen  aus  (3)  un- 
mittelbar die  Werte:  ,^. 

Also  erhält  man  aus  (2)  speziell  für  die  erste  Wurzel  u^  die  GleiehuugL 

Mj  ist  also  von  positiver  Ordnung,  und  zwar  ist  diese  Wurzel,  abgesehen 
von  dem  Paktor  £*,  gleich  der  zu  unters nchenden  Reihe  Mj  nach  Weg- 
lassung ihrer  (s  -f  1)  —  r^  Anfangsglieder.  Von  den  übrigen  Wurzeln 
My  Wg, . . .  M „  ist  aber  keine  einzige  von  positiver  Ordnung,  denn 
wäre  dies  etwa  für:  „, 

der  Fall,  so  müfste  ja  ti^  —  uf  mindestens  durch  ^"'^  teübar  sein, 
d.h.  es  wäre  uf'  auch  das  Aggregat  der  Anfangsglieder  von  u^,  was 
doch  nach  der  oben  gemachten  Voraussetzung  nicht  der  Fall  ist. 

Ersetzt  man  also  die  ursprünghche  Gleichung  f(u,  ^)  =  0  durch 
die  tr^isformierte  f{u,l)  =  0,  so  besitzt  diese  die  Eigenschaft,  dafs 
eine  und  nur  eine  ihrer  Wurzeln  m^  von  positiver  Ordnung  ist;  hat 
man  aber  bewiesen,  dafs  diese  K«ihe  %  in  endlicher  Umgebung  der 
Nullstelle  konvergiert,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der  ursprünglich 
zu  untersuchenden  Reihe 

„,_»f  +  r%, 

da  sie  sich  von  jener  nur  um  die  Summe  wj°'  einer  endlichen  Anzahl 
von   Gliedern   cf^  £''   unterscheidet.     Auch   hier    haben   wir   aber,    wie 
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noelimals  ansdrileklieli  hervorgehoben  werden  mag,  den  Nullpunkt 
selbst  nicht  der  Umgebung  der  Stelle  (£  =  0)  hinzuzureclmen;  falls 
nämlich  das  Aggregat  uf''  der  Anfsmgsglieder  mit  negativen  Potenzen 
von  g  beginnt,  so  wird  die  Reihe  Ui  im  Nullpunkte  selbst  unendlieh,. 
konrergiert  aber  für  jeden  noch  so  benachbarten  Punkt  seiner  Um- 
gebung. 

Wir  können  und  wollen  daher  jetzt  voraussetzen,  dafs  schon  in 
der  ursprünglichen  Gleichung  die  zu  untersuchende  Wurzel  Mj  die 
einzige  von  positiver  Ordnung  ist,  dafs  also  die  n  Wurzeln  folgender- 
mafsen  geschrieben  werden  können: 

4}         %  =  g^'-BXö.  «a  =  r^'-E,(e).  ■■■«.= r'-MS), 

wo  allgemein  Ei{t)   eins   Einheitsfunktion  für  die  Stelle  (^^0),  d.h.. 
eine  Potenzreihe  von  der  Ordnung  Null,  und  wo  p^  =  r^  eine  positive 
ganze  Zahl  ist,  während  —  pg,  ~  Qa,  ■  ■  ■  —  &„   negative   ganze  Zahlen 
oder  Null  bedeuten. 
Es  sei  jetzt: 

5)  f  (»,  0  -  J,(9  +  A  (8«  +  ■  ■  ■  +  A8)«-  -  0 

die  zu  untersuchende  Gleichung,  nnd  zwar  mögen  die  KoefSzienten  ^i(C) 
bereits  nach  Potenzen  von  §  entwickelt,  und  die  gröfste  in  allen  ent- 
haltene Potenz  von  ^  durch  Division  beseitigt  sein,  so  dafs  keine  jener 
(»  +  1)  Potenzreihen  von  negativer  Ordnung,  und  mindestens  eine  unter 
ihnen  von  der  Ordnung  Null  ist.  Dann  lehrt  schon  die  einfache  Betrach- 
tung des  zugehörigen  Diagramms  in  Fig.  7,  dafs  ihr  erster  Koeffizient -^^(S) 
mindestens  mit  der  ersten,  der  zweite  Ä^{^  aber  genau  mit  der  nullten 
Potenz  von  g  beginnt.  In  der  That  liegt  nach  der  soeben  gemachten 
Annahme  beiner  der  (w  4- 1)  Punkte  %/,  unter  der  Horizontalachse,  weil 
der  bzw.  die  tiefsÜiegenden  unter  ihnen  sich  auf  jener  Achse  befinden. 

Da    femer    diese 
Kongruenz      nur 

eine  einzige 
Wurzel  von  posi- 
tiver Ordnur^  hat, 
während  die  Ord- 
nungszahl aller 
~  übrigen  negativ 
'  *_  oder  Null  ist,   so 

folgt,  dafs  nur  die 
letzte  Begrenzungssehne,  nämlich  Si^^Jto  positive  Steigung  hat,  während 
alle  übrigen  Seimen  des  Begrenzungspolygons  negative  Steigung  besitzen, 
oder  horizontal  verlaufen.     Zieht  man  also  durch  SI^  eine  Horizontale, 
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ao  müssen  alle  übrigen  Punkte  St^, . . .  SIa  auf  oder  über  ilir  liegen, 
d.  li.  31^  ist  der  tiefetliegende  oder  einer  der  tiefstliegenden  Punkte  des 
Diagramms,  und  mufs  daher  auf  der  Horlzontalacltse  liegen,  es  ist 
daher  in  der  That  Po  >  0,  pj  =  0,  während  alle  folgenden  Ordnungszahlen 
^  0  sind. 

Ohne  Benutzung  des  Diagramms  beweist  man  denselben  Satz  ein- 
fach so:  Da  die  zu  untersuchende  Kongruenz  die  n  Wurzeln  (4)  hat, 
so  hesteht  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  g'"  als  Modul  die  Zerlegimg: 

fWsA(9(»-S"-E0(»-r"-E,)...(»-r'"Jä.)     (mod  5»); 

die  Ordnung  des  Faktors  j1„(£)  ist  dadurch  eindeutig  bestimmt,  dafs 
nach  Ausführung  der  Multiplikation  alle  Koeffizienten  von  nicht  nega- 
ÜTer  Ordnung  in  £  sind,  und  mindestens  einer  von  ihnen  die  Ordnung 
NuU  hat.     Dieser  Bedingung  wird   dann   ujid  nur  dann  genügt,   wenn 


;  wird,  denn  dann  ergiebt  sich: 

f{u,i),sE.(a-t"E^)(af-Ii,)  ..  .{uf  -  E.)    (mod  f). 

In  dem   entwickelten   Produkte   sind   dann  nämlich  aUe   Koeffizienten 
von  nicht  negativer  Ordnung,  und  das  von  t(  freie  Glied  wird 

±t,^'Ef,E^E^  .  .  .-E„, 

ist  also   von   positiver   Ordnung,   während   sich   der  Koeffizient  von  u 
für  5=0  offenbar  auf 

+  E„E^Es...E„ 

reduziert,  also  in  der  That  von  der  nullten  Ordnung  ist,   und  hiermit 
ist  die  aufgestellte  Behauptung  vollständig  bewiesen. 

Denken  wir  uns  also  jetzt  die  Gleichung  (5)  nach  Potenzen  von  u 
und  £  geordnet,  so  erhält  man  ein  Aggregat  aus  einer  endlichen  Anzahl 
von  Ghedem,  welches  folgendermaCaen  geschrieben  werden  kann: 


aio&  +  «oi"+_2'**'*^'"*^ 


wo  der  Koeffizient  a^^  von  u,  —  das  Anfangsglied  der  Entwickelung  von 
J.i(£;)  ■ —  sicher  von  Null  verschieden  ist,  und  ein  konstantes  Glied  «^ 
gar  nicht  auftritt,  da  -io(9  von  positiver  Ordnung  in  g  ist.  Durch 
Auflösung  dieser  Gleichung  nach  u  erhalt  man  also  eine  Gleichung: 


=  i/io? 


+> 
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za  setzen  ist,  und  welche  ToUetändig  mit  der  auf  S.  31  in  Nr.  7  an- 
gegebenen £iir  den  regu^ren  Fall  übereinstimmt.  Es  gelten  somit  auch 
alle  Folgerungen,  welche  wir  damals  aus  ihr  gezogen  hatten.  Wir  zeigten 
dort,  dals  diese  Grleichung  stets  eine  und  auch  nur  eine  Losung: 

Ton  positiver  Ordnung  besitzt,  und  dafs  diese  stets  innerhalb  eines 
endlichen  Bereiches  konvergiert,  welcher  von  der  absoluten  Gröfse  der 
Koeffizienten  g(„-  abhängt.  Ist  nämlich  g  nicht  kleiner  als  der  Maximal- 
wert der  absoluten  Beträge  aller  ^i;,  so  ist  der  Kadius  des  Konvergenz- 
kreises mindestens  gleich 

liegt  also  stets  oberhalb  einer  endliclien  angebbaren  Grenze. 

Hieraus  folgt  also,  dafs  die  Reihe  W[  und  ebenso  auch  die  übrigen 
Reihen  w^,  %, . .  .  m,  sämtlich  innerhalb  einer  endliclien  Umgebung 
der  Stelle  (^  =  d)  konvergieren.  Substituiert  man  aber  irgend  eine 
dieser  konvergenten  Reihen  W;  für  u  in  die  ganze  rationale  Funk- 
tion f{u,  s),  so  ergiebt  sich  wieder  eine  für  denselben  Bereich 
konvergente  Reihe,  welche  nach  Potenzen  von  s  —  k  fortschreitet, 
und  deren  Koeffizienten  aüe  identisch  verschwinden,  weil  jene  Reihe 
die  Gleichung  /(w,  s)  =0  formal  befriedigt.  Also  verschwindet  /"(w,-,  z) 
für  jenen  Bereich  ebenfalls  identisch,  d.  h.  m;  stellt  für  jenen  Bereich 
eine  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  in  der  Umgehung  dieser  Stelle  dar, 
und  dasselbe  gilt  für  alle  jene  n  Reihen. 

Ist  B,  der  Radius  desjenigen  endlichen  Kreises,  innerhalb  dessen 
alle  jene  n  Reihen  u^,  ttj, . . .  M„  konvergieren,  so  besteht  für  diesen 
die  Gleichung: 

6)  ««,,)- AW(«-«0(«-«,)...  («-«,); 

denn  die  Differenz  der  linken  und  rechten  Seite  ist  eine  ganze  Funk- 
tion von  M,  deren  Koeffizienten  konvergente  Reihen  sind,  welche  nach 
Potenzen  von  s  —  a  fortschreiten  und  deren  Koeffizienten  sämtlich 
identisch  verschwinden,  weil  für  eine  beliebig  hohe  Potenz  (s  — «)■" 
als  Modul  die  Kongruenz: 

««,.)-AW(»^»,)...(..~«,)-0     (mod  (^-.)-») 

besteht.  Also  besteht  die  Gleichung  (6)  flir  jene  ganze  Umgebung 
der  Stelle  (s=  d),  und  aus  ihr  folgt^   dafs  für  einen  beliebigen  Punkt 
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(s  =  S(|)  jener  TTmgßbung  die  Werte  %(«o),  welche  diese  Reiiien  für  3  =  s„ 
amielimen,  die  n  Wurzeln  eindj  welche  die  Gleichung  f{u,^o)^^^  ^ 
jenem  Punkte  besitzt. 

Genau  ebenso  folgt,  dafs  jede  symmetrische  Funktion 
S{u^,u„...u,) 
jener  n  Potenzreihen  innerhalb  ihres  gemeinsamen  Konvergenzbereichea 
gleich  der  betreffenden  rationalen  Funktion  von  s  ist. 

Wir  hatten  nun  im  §  4  der  dritten  Vorlesung  gezeigt,  dafs  der 
Konvergenzradius  für  alle  n  Reihen  Mi,M2,..-'«„  iß  "äer  Umgebung 
jeder  Stelle  p  des  regulären  Gebietes  ®  von  unserer  Kiigelfläehe  ® 
oberhalb  einer  und  derselben  positiven  Gröfse  q^  Hegt,  also  niemals 
unendlich  klein  werden  kann.  Dieses  Gebiet  §  umfafste  alle  Punkte 
der  Kngelfläche  S  mit  Ausnahme  von  (Ä  + 1)  beliebig  Mein  anzu- 
nehmenden Kreisen,  welche  mit  den  (h  -)-  1)  kritischen  Punkten 

Sj,...SSs,  SS^ 
als  Mittelpunkten  auf  S  beschrieben  waren.  Die  jetzt  durchgeführte 
Untersuchung  hat  gezeigt,  dafs  der  obige  Satz  richtig  bleibt,  wenn  wir 
auch  jene  kritischen  Punkte  SS  dem  regulären  Gebiete  ^  hinzurechnen; 
denn  auch  für  sie  besitzen  ja  die  n  zugehörigen  Reihen  einen  von  NuU. 
verschiedenen  Konvergenzradius.  D^egen  müssen  wir  nach  wie  vor 
alle  Punkte  einer  hehebig  kleinen  Umgehung  jener  Punkte  S  von  dem 
Gebiete  S  ausschUefsen,  denn  wenn  sich  der  Puntt  p{2  =  cc)  auf  der 
Kugelfläche  einem  jener  Punkte  SS  unbegrenzt  annähert,  so  kann  in 
der  That  für  eine  oder  mehrere  Reihen  M;  der  Konvergenzradius  unter 
jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinken.  Andererseits  kann  aber  der 
Radius  jener  (h  + 1)  Kreise  von  vornherein  so  klein  gewählt  werden, 
dafs  jeder  noch  so  nahe  an  einem  der  Mittelpunkte  58  liegende  Punkt  p 
dem  regu^ren  Gebiete  Sd  angehört,  nur  wird  dann  die  untere  Grenze  ^g 
für  den  Konvergeuzbereich  innerhalb  S  entsprechend  kleiner.  Wir 
sprechen  dieses  wichtige  Resultat  in  dem  folgenden  Satze  aus: 

Für  jeden  regulären  oder  kritischen  Punkt  (s  =  a) 
bzw.  (g  =  co)  konvergieren  alle  ii  zugehörigen  Potenzreihen 
M^,  u^, .  .  .  Un  innerhalb  eiues  Kreises 

|s-k|<P     bzw.     |4-|<?- 
dessen  Radius  p  für  alle  Punkte  der  Kugelfläche  oberhalb  einer 
von  Null  verschiedenen  unteren  Grenze  p,,  liegt.    Jedoch  mufs 
man  dann  die  Punkte  ausschUefsen,  welche  innerhalb  einer  beliebig 
klein  anzunehmenden  Umgehung  der  kritischen  Punkte  liegen. 
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Als  eine  einfache  Anwendung  des  soeben  erhaltenen  Resultates 
untersuchen  wir  noch  etwas  genauer  die  Werte  der  Ctleichungs wurzeln 
in  den  kritischen  Stellen  nnd  zeigen,  wie  man  dieselben  unmittelbar 
aus  den  Grleichungako effizienten  finden  kann.  Man  erhält  die  zu  einer 
Stelle  ^j  (5  ^  k)  gehörigen  Wurzeln  «i  ,  ui  , . .  .  u„\  indem  man  in  den 
zugehörigen  Potenzreihen  is^,  %, . .  .  u„  einfach  (0  =  a)  setzt.  Hieraus 
folgt,  dafe  z.  B.  «f  in  p  den  Wert  («i»)  ==  0)  oder  {ti[^^  =  co)  hat,  je 
nachdem  die  zugehörige  Reihe  u^  mit  einer  positiyen  oder  einer  nega- 
tiven Potenz  von  2  —  a  beginnt,  je  nachdem  also  die  zugehörige 
Begrenzungsseime  eine  positive  oder  negative  Steigung  besitzt;  dagegen 
hat  mJ*''  einen  endlichen  von  Nnll  verschiedenen  Wert,  wenn  die  Reihe 
M^  mit  der  nullten  Potenz  von  s  ~-  a  begiont,  d.h.  wenn  die  zugehörige 
Begrenzungssehne  horizontal  verläuft. 

Hieraus  ergiebt  sieh  ein  einfaches  Mittel,  um  aus  den  Koeffizienten 

der  Gleichung: 

f{u,  s)  =  A^{z)^A^{£}u  +  ---  +  AJz)u-  =  0 

unmittelbar  die  Anzahl   der  Wurzeln   zu   bestimmen,   welche  für  eine 

beliebige   Stelle   (2  =  a)   Null  bzw.   unendlich   grofs   werden.     In    der 

That  seien 

Po.     9j,.-.,9m 

wie  früher  die  Ordnungszahlen  der  Koeffizienten  Ahi^)   für  jene  Stelle, 

also    die   Exponenten   der   in   ihnen   enthaltenen  Potenzen  von  s  —  a, 

und  seien  Qg  und  q^  bzw.  der  erste  und  der 

%t  letzte   Exponent  jener  Reihe,   welche    den 

kleinsten  Wert  besitzen,  so  lehrt  ein  Blick 

auf  das  zugehörige  Diagramm  in  Fig.  8,  dafs 

_^-'    I    I     %i%ii  die  horizontale  Begrenzungs sehne  für 


i  zugehörige  Diagramm  ist,  und  dafs  die 
ihnen  von  %„  bis  31^  negative, 


die  von  %k  bis  %^  positive  Steigung  haben.     Mit  Hilfe  der  1 
unserer  früheren  Untersuchungen  folgt  aber  hieraus  der  Satz: 

Sind  in  der  Reihe  der  Gleichungskoeffizienten  Äg{s)  und 
AiXß)  der  erste  und  der  letzte,  deren  Ordnungszahl  für  die 
Stelle  (s  =  ß)  den  kleinsten  Wert  hat  (wobei  auch  li^g  sein 
kann),  so  haben  an  jener  Stelle  von  den  n Wurzeln  (uf',  uf-^\ . . .  m^J*') 
genau  (w  —  Ä)  den  Wert  (ti^oa),  und  g  den  Wert  NuU, 
■während  die  {k  — -  g)  übrigen  endliche  und  von  Null  verschie- 
dene Werte  besitzen;  diese  Werte  sind  die  h  —  g  von  Null 
verschiedenen  Wurzeln  der  Gleichung: 

ft^ß"'  +  ■  ■  ■  +  %e''  +  ■  ■  ■  -H  fflyC"  =  0, 
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werm  «t ...«;,...  «^  die  Anfangsglieder  derjenigen  Koeffizienten 
bedeuten,  deren  Ordnungszahlen  den  kleinsten  Wert  haben. 
Beachten  wir,  dafs  für  die  Stelle  (2  =  00)  die  Ordnungszahl  einet' 
rationalen  Funktion  A{p)   gleich   dem   negativ   genommenen   Grade 
ist,  so  erhalten  wir  speziell  für  die  SteUe  (g=  oo)  den  Satz: 

Sind  in  der  Reihe  der  Gleichungskoeffizienten  jio(«),...^(s) 
die  beiden  Funktionen  Ag(d)  und  Ai^is')  die  erste  und  die  letzte, 
deren  Grad  den  gröfsten  Wert  besitzt,  so  werden  für  (s  '=  06) 
genau  (w  —  Ü)  Wurzeln  unendlich  grofs  und  genau  g  Wurzeln 
unendlich  klein,  während  die  /c  —  ^  übrigen  Wurzeln  für  {fi  =  00) 
endliehe  und  von  Null  verschiedene  Werte  erhalten. 
Wir    denken    uns    die    Gleichung   (1)    so   geschrieben,    dafs    alle 
Koeffizienten  Ahiß)  ganze  Funktionen  von  s  ohne  gemeinsamen  Teiler 
sind.     Dann  sind  alle  Koeffizienten  -djfa)   in  Bezug   auf  jede  endliche 
SteUe  (2  :=  k)  von  nicht  negativer  Ordnung  und  mindestens  einer  besitzt 
die  niedrigste   Ordnung  Null.     Dann  können   wir  den   folgenden  Satz 
aussprechen,  welcher  die  Ähnlichkeit  zwischen   den   algebraischen  und 
den  früher  betrachteten  rationalen  Funktionen  von  z  deutlich  hervor- 
treten läfst: 

Es    giebt  nur   eine  endliche  Anzahl  von  Stellen  («  =  «), 
für  welche  eine  der  Wurzeln  m^,  .  . .  is„  verschwindet  oder  un- 
endlich groCa  wird,  und  zwar  geschieht  dies  für  alle  imd  nur 
für   die  Nullstellen  von  A^^is")  bzw.  von  Ä„(p)  und  aufserdem 
eventuell  für  die  Stelle  (s  =  oo), 
Ist   nämlich   z.B.    ..4^(0:)  =  0,   also    p„  >  0,    so    ist  nach  dem   soeben 
bewiesenen   Satze    mindestens   eine  Wurzel   unendlich  grofs,   und   das 
Entsprechende  gilt,  wenn  ^0(0;)  ^  0,  also  Po  >  0  ist. 

Aus    diesen  Sätzen   ziehen  wir  gleich   eine   für  das  Weitere  sehr 
wichtige    Folgerung,    welche    ebenfalls    die   nahe  Verwandtschaft   der 
i  und  der  algebraischen  Funktionen  erkennen  läfst: 

Eine  algebraische  Gleichung,  deren  Wurzeln  für  keinen 
(endlichen  oder  unendlichen)  Wert  der  Variablen  Null  oder 
unendlich  werden,  besitzt  lauter  konstante  Koeffizienten,  ihre 
Wurzeln  sind  also  n  konstante  Zahlen. 


Denken  wir  uns  nämlich  die  Koeffizienten  ■* 

tionen  von  s  ohne  gemeinsamen  Teiler  geschrie 

A^{i)  und  A^iß)  keine  einzige  NuUsteUe  1 

mindestens  eine  der  n  Wurzeln  Null  oder  unendlich  wäre.     Also  sind 

diese  aufsersten  Koeffizienten  sicher  von  s  unabhängig.     Femer  müssen 

aber   auch    die   übrigen    ganzen   Funktionen  A^{s') ,  A^iß) ,  ■  ■  ■  A„^i{ß) 


e  vorher  als  ganze  Funk- 
iebeuj  so  können  zunächst 
.tzen,   da  ja  sonst  für  sie 
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sämtlich  in  Bezug  auf  s  Tom  ntülten  Grade,  also  ebenfalls  Konstanten 
sein,  denn  wäre  dies  niclit  der  Fall,  und  wären  Agiz)  und  Afiiß)  die- 
jenigen unter  ihnen,  deren  Grad  den  gröfsten  Wert  hat,  so  wären  ja 
nach  dem  vorigen  Satz  genau  n  -~li  Wurzeln  für  {s  =  oo)  unendlich 
grofe  und  g  Wurzebi  Null.  Also  ist  in  diesem  Falle  die  definierende 
Gleichung;' 

wo  alle  Koeffizienten  At  konstant  sind;  ihre  Wurzeln  sind  demnach  n 
gleiche  oder  verschiedene  Konstanten  {ß^,  ß^,  ■  ■  ■  ßri)- 

Ist  speziell  -4„(?)  =  1,  also  u  eine  ganze  algeWisehe  Funktion 
von  s,  so  wird  keine  der  n  Wurzeln  für  eine  im  Endlichen  liegende 
Stelle  unendlich  grofs,  weil  dann  j4„(s)  keine  Nnilstelle  besitzt.  Soll 
umgekehrt  u  für  ein  endliches  s  nicht  unendlich  werden,  so  mufs  An(z) 
eine  Konstante  sein,  denn  enthielte  J.„(s)  auch,  nur  einen  Linearfaktor 
s  —  U)  so  würde  ja  für  ^  =  et  mindestens  eine  der  n  Wurzeln,  unendlich 
grofs  sein.  Für  «  =  oo  dagegen  wird  in  diesem  Falle  mindestens  eine 
der  n  Wuraeln  unendhoh  grofs,  faUs  nicht  alle  anderen  Koeffizienten 
j4/,(s)  in  ^  vom  nullten  Giade,  also  von  ^  ganz  unabhängig  sind.  Jsk 
nämlich  Ai,(g)  der  letzte  Koeffizient,  dessen  Grad  den  grÖfsten  Wert 
besitzt,  90  werden  genau  (h  —  fc)  von  jenen  Wurzeln  für  g  =  oo  eben- 
falls unendlich  giof'j,  was  zu  beweisen  war. 
Hieraus  fo^t  sofort  der  wichtige  Satz: 

Eine  algebraische  Funktion  u  besitzt  dann  und  nur  dann 
keine  TJnendlichkeitsstelle,   wenn  sie   eine  Konstante  ist.     Die 
Konstanten   sind   also   die   einzigen   algebraischen  Funktionen, 
welche  überall  endlich  sind. 
Denn   damit  keine   Wurzel  für   eine   endliche  Stelle  unendlich  werde, 
ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  m  eine  ganze  algebraische  Funktion 
von  ^  ist,  und  damit  keine  einzige  Wurzel  für  (s  =  oo)  unendlich  wird, 
müssen   alle    ganzen  Funktionen  Ah(ß)    vom   nullten  Grade,  also  Kon- 
stanten sein. 

Eine  Stelle  (s  =  «)  wurde  eine  kritische  Stelle  der  algebrai- 
schen Funktion  m  genannt,  wenn  für  sie  entweder  eine  Wurzel  der 
zugehörigen  Gleichung  f{u,  a^  ^  0  unendlich  grofs  ist,  oder  wenn 
mindestens  zwei  jener  Wurzeln  einander  gleich  werden,  die  ent- 
sprechenden Entwickelungen  also  genau  dasselbe  Anfangsglied  besitzen. 
Zu  diesen  kritischen  Stellen  gehören  also  zuerst  alle  Nullstellen  der 
ganzen  Funktion  An(s),  weil  für  sie  und  für  sie  aUebi  mindestens  eine 
der  Wurzeln  uf  unendlich    grofs   wird;   zweitens   folgte   aber  aus  der 
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dafe  für  jede  andere  im  Endlichen  liegende  Stelle  {s  =  a)  dann  und 
nur  dann  von  den  w  endliclien  Zahlen  uf^  zwei  einander  gleich  sind, 
wenn  D(«)  =  0,  d.h.  wenn  {s  =  a)  eine  Nullatelle  der  Gleichnags- 
diakriminaote  ist. 

Ist  M  eine  ganze  algebraische  Funktion,  aber  keine  Konstante, 
also  Auiß)  =  1,  so  ist  die  unendlich  ferne  Stelle  sicher  ein  kritischer 
Punkt,  und  zu  ihm  treten  nur  noch  die  NuUstellen  der  Diskriminante 
hinzu.  Unter  dem  Begriff  der  kritischen  Stelle  sind  vorläufig  alle 
Punkte  zusammengefafst,  für  welche  sieh  die  Wurzeln  überhaupt 
nicht  regulär  yerhalten.  Erst  später  werden  wir  die  verschiedenen 
möglichen  Fälle  vollständig  scheiden  können,  und  dann  wird  dieser 
für  das  folgende  noch  bequeme  Sammelbegriff  von  selbst  entbehrlieh 
werden. 

Zu  den  kritischen  Stellen  gehören  sicher  auch  diejenigen,  für 
welche  eine  der  Leihen  m,-  nach  gebrochenen  Potenzen  von  (5  ~  a) 
fortschreitet.  Dies  folgt  bereits  aus  der  Thatsache,  dafs  für  alle 
regulären  Punkte  (z  =  k)  alle  n  Eeihen  Ui  nach  ganzen  Potenzen  von 
s~a  fortschreiten;  jetzt  können  wir  dasselbe  aber  auch  direkt  ein- 
sehen. In  der  That,  soll  die  Stelle  (s  =  «)  keine  kritische  Stelle  sein, 
so   darf  keine   der  n  Reihen  W/,  mit  negativen  Potenzen  von  (s  —  a) 

beginnen.  Schreitet  nun  etwa  m,  nach  ganzen  Potenzen  von  (s  — «)" 
fort,  so  gehört  zu  %  ein  Gyklus  konjugierter  Reihen; 

«,  =  (io  +  6, (ü  («  -  ccf  4-  b, «^  (a  -  «)"  +  ■  ■  ■ 


ii^  =  \  +  \a''''^(z-cey  +  \<a^^''-^'>Qi  —  ay  +■■■, 
welche  für  (s  =  a)  alle  einander  gleich,  nämlich  gleich  %  werden.    Da 
die  Anzahl  aller  kritischen  Punkte  endlich  ist,  so  gilt  dasselbe  a  fortiori 
für   diese   speziellen   Punkte;   wir   erhalten  so   als    einfache  Folgerung 
den  wichtigen  Satz: 

Die  Anzahl  der  Stellen  («  =  «),  für  welche  nicht  alle 
Wurzeln  Uh  nach  ganzen  Potenzen  von  s  —  a  fortsciu-eiten,  ist 
stets  endlieh. 
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Abhängigkeit   der  Potenzteihen    M{p)    von    der    Stelle  p.    —  Fortsetzung   eines 

Fimktiononelemcjita  v,{p)  über  das  reguISrre  Gebiet  der  Kv^elMche.  —  Abbäugig- 

keit  des  Endwertes  von   dem  durchlaufenen  Wege.  —  Änderung  einea  ElementeB 

w(\>)  beim  Umlauf  um  einen  kritischen  Punkt, 

«1- 

Durch  die  Grleichung  f(u,  z)  =  ()  werden  in  der  Umgebung  jedes 
PurJttes  p  (^  =  k)  der  Kugeifläche  genau  w  Funktioneneleraente 

«i(rt,  «>(«,■..«.(()) 

definiert,  welche  die  n  Gleichungswuraehi  in  einer  endlichen  Umgebung 
Ton  p  darsteilen,  und  hier  stetige  und  differenzierhare  Funktionen 
von  z  sind. 

Der  Konvergenzbereich  jener  w  ßeihen  bleibt  stets  oberhalb  einer 
endlichen  Grenze,  es  sei  denn,  data  p  unendlich  nahe  an  eine  der 
kritischen  Stellen  S8i,  SS^,  ...  SS?,  bzw.  auch  an  den  unendlich  fernen 
Punkt  heranrückt,  falls  mmhch  dieser  zu  den  kritischen  Stelleu  gehört, 
was  jetzt  stets  direkt  entschieden  werden  kann. 

Es  sei  nun  p,,  eine  beliebige  reguläre  Stelle,  «(pa)  eines  der  n  zu- 
gehörigen Euuktionenelemente,  so  kann  dasselbe  auf  eindeutig  bestimmte 
Weise  fortgesetzt  werden,  wenn  man  vorläufig  die  kritischen  Punkte  und 
gewisse  beliebig  klein  zu  wählende  Umgebungen  derselben  ausschliefst. 
Ist  nämlich  Jjj  irgend  ein  im  luuem  des  Kouvergenzbereiches  von  «(p,,) 
liegender  Punkt,  und  bildet  man  die  zu  pj  gehörige  Fortsetaung  von 
«(pfl),  80  erhält  man  ein  eindeutig  bestimmtes  Funktionenelement  "«(pj), 
welches  nach  eiuem  bekannten  Satze  der  Fuuktionentheorie*)  ebenfalla 
die  Gleichung  f{ti,s)~0  innerhalb  eiaes  endlichen  Bereiches  von  p^ 
befriedigt,  und  welches,  da  es  für  p,  nur  n  solche  Funktionenelemente 
giebt,  mit  einem  nud  nur  einem  dieser  direkt  bestimmten  Potenz- 
reihen identisch  ist;  auf  dieselbe  Weise  kann  man  ein  Element  beliebig 
weit  fortsetzen,  da  für  alle  regidären  Stellen  p  der  Konvergenz- 
radius eines  jeden  Punktiouenelementes  u{p)  oberhalb  einer  positiven 
unteren  Grenze  q^  liegt.  Hieraus  folgt,  daCs  für  die  Funktionen- 
elemente  M(p)  die  kritischen  Punkte  SS*  die  einzigen  Bingu^,ren  Punkte 
sind,  da  nur  bei  der  Annäherung  an  sie  der  Konvergenzb ereich  eines 
Elementes  unter  jede  noch  so  kleine  Grenze  herabsinken  kann.  Da 
nun  nach  dem  auf  S.  23  erwähnten  Satze  der  Funktionentheorie  der 


*)  Vgl.  z.  B,  Biermanu  a.  a.  0.  S. 
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KoEvergenzkreis  eines  Funktionenelementes  durch  die  is^chste  singuläi-e 
Stelle  desseltien  hindurchgeht,  so  ergiebt  sieh  der  folgende  Satz: 

Die  «  zu  einer  Stelle  p  gehörigen  Elemente  Mi(p),  ...M„(l)) 
konvergieren  sicher  innerhalb  eines  Kreises,  dessen  Peripherie 
durch  den  p   zunächst   liegenden  kritischen   Punkt   hindurch- 
geht, mag  nun  p  ein  endlicher  oder  der  unendhch  ferne  Punkt 
der  Kugelfläche  sein.    Im  letzteren  Falle  entspricht  dem  Itmem 
des    Konvergenzkreises     von  |)„    auf    der    Kugelüäche  S   das 
Äufsere  desjenigen  um  den  Anfangspunkt  der  Horizontalehene 
beschriebenen  Kreises,  dessen  Peripherie  durch  den  entferntesten 
im  Endlichen  gelegenen  kritischen  Punkt  hindurchgeht. 
Wir  werden  diesen  präziseren  Satz  im   folgenden  nie  gebrauchen, 
demi  zur  Löeui^  der  Aufgabe,  ein  Element  u(p)  über  die  ganze  Kugel- 
fläche hin  auf  beliebigem  Wege  fortzusetzen,  genügt  der  vorher  vollständig 
bewiesene  Satz,  dafs  für  das  ganze  reguläre  Grebiet  der  Gleichung  der 
Konvergenzradius  der  zugehörigen  Reihe  niemals  unendlich  klein  werden 
kann.    Schliefsen  wir  nämlich  jetzt  wieder  die  kritischen  Punkte  durch 
beliebig  kleiae  Kreise  aus,  und  bezeichnen  den  Übrig  bleibenden  Theil 
der  Kugelfläche   durch  Sf,  so  kann  man  das  Element  «(po)  *i^f  einem 
beliebigen  ganz  innerhalb  S  verlaufenden  Wege  s  nach  einem  anderen 
Punkte  p  fortsetzen,  und  nach  dem  obigen  Satze  ist  man  sieher,  dals 
man  nach  einer  endlichen  Zahl  von  Portsetzungsschritten  wirklich 
p  erreicht.     Man    erMlt    so    ein   zu    p    gehöriges   Element  m(p),  von 
welchem  man  aber  nur  weife,  dafs  es  eine  der  n  Wuraeln  der  gegebenen 
Gleichung  für  die  Endstelle  p  ist.     Dagegen  sind  wir  vorläuflg  noch 
nicht  im  stände,  zu  entscheiden,  welche  von  diesen  bei  einem  gegebenen 
Wege  3  sich  ergieht.     Diese  wichtige  Frage  wollen  wir  in  dieser  Vor- 
lesung zu  lösen  verauchen. 

«2. 
Es    sei  also   jetzt  p^   eine   beliebige    reguläre   Stelle    (^  =  a^   des 
Bereiches  SS,  und 

M(P^)  =  ö(0>  +  6(0)  {£_«,)  -f.. . 

eine  der  n  zugehörigen  regulären  Potenzreihen  für  u.  Da  diese  inner- 
halb einer  endhehen  Umgebung  von  p^  konvergiert  und  po  einen  be- 
liebigen Punkt  von  S  bedeuten  kann,  so  kann  m(Po)  auf  einem  beliebigen 
Wege  s  von  po  aus  zu  einer  beliebigen  anderen  Stelle  p(0=a)  fortgesetzt 
werden,  und  es  ergiebt  sich  dort  eine  eindeutig  bestimmte  Potenzreihe 

«CW-5. +  !>.(»-«)+•■•, 
nämlich  eine  der  n  zu  dieser  Stelle  gehörigen  Potenzreihen  für  m. 
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Setzt  man  nim  die  E«ilie  «((Jq)  auf  einem  anderen  Wege  s'  von 
pp  nach  \>  fort,  so  erhält  man  in  p  eine  Entwiekelnng 

welche  wieder  eine  der  n  dort  vorhandenen  Potenzreihen  sein  niufs, 
also  mit  m((3)  identisch,  oder  aber  aach  von  u(p)  verschieden  sein  kann; 
es  ist  somit  der  Endwert  ti(p)  nicht  allein  von  jener  Stelle  p,  sondern 
auch  von  dem  Wege  abhängig,  auf  welchem  die  Fortsetzung  geschieht. 
Wir  betrachten  jetzt  speziell  den  Fall,  dafe  der  Weg  s  geschlossen 
ist,  dafs  also  sein  Endpunkt  p  mit  dem  Anfangspunkte  p^  zueammen- 
fällt.  Ein  solcher  Weg  soll  ein  Umlauf  genannt  werden.  Nach 
einem  Umlaufe  kami  nun  die  Potenzreihe  m(Po)  üi  ihren  Ausgangswert 
zurückkehren,  d.  h.  durch  den  Umlauf  ungeändert  bleiben,  oder  aber 
sie  kann  sieh  andern,  mimlich  in  eine  der  übrigen  «  —  1  zu  u(p^ 
konjugierten  Potenzreihen,  etwa  in  «'(po),  übergeben.  Wir  beweisen 
jetat  zuerst  den  folgenden  Fundamentalsatz,  durch  welchen  das  Ver- 
halten einer  Reihe  u(Pq')  einem  derartigen  Umlaufe  gegenüber  be- 
stimmt wird: 

Um  schliefst    die    Umlaufskurve    s    keinen    einzigen    der 
kritischen  Punkte,  so  bleibt  bei  einem  Umlaufe  längs  derselben 
jede  der  n  Potenzreihen  u(^g)  ungeändert. 
Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  nehmen  wir  an,   eine  jeuer 
Heihen,  etwa  itd^o),  ändere  sich  bei   einem  Umlaufe  der  Kurve  s,  d.  h. 
man  erhalte  nach  diesem  Umlaufe  von  p^  über  p  nach  p^  zurück  eine 
von     dem     Anfangswerte     verschiedene 
Potenzreihe    W  (pg).     Denkt    man    sieh 
jene   Kurve    nun   durch    eine    beheb  ige 
Verbindungslinie  pjp^,  welche  aber  eben- 
falls  innerhalb  S    verläuft,    also    nicht 
durch  einen  der  kritischen  Punkte  hin- 
durchgeht, in  die  beiden  geschlossenen 
Kurven 

Si  =  PoPip2po>     %  =  P.PiPPa 

P;  zerlegt,   so   folgt  unmittelbar,  dafs  sich 

i''B-  9-  dann  eins  der  n  Funktionenelemente  «(p) 

auch  bei  mindestens  einem  jener  kleineren  Umläufe  s^,  s^  ändern  mufs. 

Angenommen  mmlich,  dies  sei  nicht  der  Fall.     Setzt  man  dann  «{p,,) 

auf  dem  geschlossenen  Wege 

fort,  so  erlmlt  man  genau  denselben  Wert  m'  (pu)  wie  vorher,  weil  ja 
der  neu  hinzutretende  Weg  pipgpgpi  hin  und  zurück  in  gleicher  Weise 
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g  2.   Abhängigkeit  der  Funktionen  m  von  der  Stelle  p.  gl 

durehlaufen  wird,  so  dafs  die  Reihe  «{Vi)  nach  jenem  Zwischenwege 
in  |)j  denselben  Wert  erlmlt,  welchen  sie  Torher  hatte.  Jener  Weg 
kann  aber  auch  folgenderinaTsen  geschrieben  werden: 

Nimmt  man  also  an,  das  durch  Fortsetzung  auf  dem  Wege  (JoPitJ^ 
aus  is(po)  hervorgehende  Element  u(p^)  ändere  sieh  bei  dem  Umlaufe  s^ 
nicht,  so  erMIt  es  nach  diesem  Umlaufe  s^  in  p^  denselben  Wert  u{\)^) 
wie  vorher,  der  Umlauf  s^  kann  daher  einfach  fortgelassen  werden.  Dann 
aber  reduziert  sich  der  ganze  ursprüngliche  Umlaufs  auf  lJop^pgpp  =  Si; 
änderte  sich  also  die  Potenzreihe  «(po)  auch  bei  diesem  Umlaufe  s^ 
nicht,  so  müfste  sie  auch  bei  dem  ganzen  Umlaufe  gegen  die  Voraus- 
setzung ungeändert  bleiben. 

Wenn  sich  also  eine  Reihe  u{])^  bei  irgend  einem  Umlaufe  s 
ändert  und  man  zerlegt  die  Umlaufskurve  s  in  zwei  kleinere  Kurven  s^ 
und  Sa,  so  mufa  sich  mindestens  eins  der  n  Elemente  w  bei  einem  der 
beiden  kleineren  Umläufe  s^,  s^  ebenfalls  ändern,  Ist  dies  etwa  für  s^ 
der  Fall,  so  zerlege  man  s^  wieder  in  derselben  Weise  und  fahre  so 
weiter  fort.  Da  durch  eine  jede  solche  Teilung  der  durch  die  Kurve 
eingeschlossene  Bereich  verkleinert  wird  und  der  kleinere  Bereich 
jedesmal  innerhalb  des  vorhergehenden  gröfseren  liegt,  so  kann  man 
jene  Teilung  so  einrichten  und  so  weit  führen,  daÜs  schliefslich  der 
durch  die  letzte  Umlaufskurve  6  eingeschlossene  Bereich  nach  Um- 
fang und  Inhalt  so  klein  wird,  wie  man  nur  immer  wiU,  d.h.  dafs 
sich  die  Kurve  ö  in  allen  ihren  Punkten  einem  ganz  bestimmten  inner- 
halb s  gelegenen  Punkte  p  beliebig  nahe  anschliefst,  und  dafs  sich 
trotzdem  mindestens  eins  der  n  Elemente  u  beim  Umlaufe  um  jene 
kleine  Kurve  e  ändert.  Ist  nun  zunächst  p  ein  regalärer  Punkt  und  die 
Kurve  e  genügend  klein,  so  unterscheiden  sieh  die  Punktionswerte  u{^), 
welche  irgend  ein  Funktionenelement  Jt  auf  jener  Kurve  besitzt,  wegen 
der  Stetigkeit  desselben  um  so  wenig,  wie  man  nur  immer  wJU,  von 
dem  Werte  w  (p),  den  u(p)  in  "p  selbst  annimmt.  Andererseits  sind  aber 
die  tt  zu  p  gehörigen  konjugierten  Werte  von  u  unter  der  soeben  ge 
machten  Voraussetzung  sämtlich  endheh,  und  sie  unterscheiden  sich 
um  endliche  Grötsen  von  einander.  Es  kann  daher  ii(p)  hei  dem  Um- 
laufe ß  um  jenen  Punkt  ^  in  keinen  dieser  konjugierten  Werte  über- 
geben, d.  h.  es  mufs  u(p)  bei  jenem  Umlaufe  ungeändert  bleiben,  falls 
p  ein  regulä.rer  Punkt  ist.  Soll  sich  also  u(lp)  bei  dem  Umlaufe  um 
die  Kurve  6  ändern,  so  mufs  jener  innerhalb  S  gelegene  Punkt  p",  wie 
behauptet  wurde,  notwendig  einer  der  kritischen  Punkte  SB,-  sein,  für 
welche  entweder  eine  Wurzel  unendlich  grofs  ist  oder  zwei  Wurzeln 
gleich  sind. 
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82  Sacliste  Vorleaung. 

Der   obige    Satz   kann    niimnelir   auch    in    folgender    Form    aus- 
gespioelien  werden: 

Setzt  man  eine  beliebige  Potenzreihe  u  Ton  einem  Pimkte 
Pf,  zu  einem  anderen  p  auf  zwei  versebiedeijen  Wegen  s  und  s' 
fort,  welche  keinen  kritischen  Punkt  einschliefsen,  so  gelangt 
man  beide  Male  zu  demselben  Elemente  u{p). 

Denn  setzt  man  u{\i)  von  dem  Endpunkte  p  aus  zuerst  auf  dem  Wege  s 
rückwärts  nach  p^  und  alsdann  von  ^3,)  aus  auf  dem  Wege  s'  wieder 
nach  ()  fort,  so  erhält  man  einen  Umlauf,  welcher  m(p)  notwendig  in 
sich  selbst  zurückführen  mufs,  da  der  von  s  und  s'  gebildete  Weg 
keinen  kritischen  Punkt  einschliefst.  Wären  aber  w(p)  und  m' (p)  die 
Terachiedenen  Potenz  reihen,  welche  man,  von  pu  ausgebend,  auf  den 
beiden  Wegen  s  und  s'  in  p  erhält,  so  würde  der  Umlauf  von  p  über 
pd  nach  p  zurück  m(p)  über  «(pa)  in  w'  (p)  überführen.  Jene  beiden 
Elemente  M(p)  und  m'(P)  müssen  demnach  identisch  sein. 


Es  braucht  jetzt  nur  noch  weiter  untersucht  zu  werden,  ob  und 
in  welcher  Weise  sich  eine  Beihe  »((pu)  ändert,  wenn  der  Punkt  p,, 
um  einen  kritischen  Punkt  p  einen  Umlauf  macht.  Wir  können 
und  wollen  uns  bei  dieser  Untersuchung  daa^auf  beschränken,  die 
Änderung  von  M(pu)  zu  untersuchen,  wenn  p„  die  Peripherie  eines 
um  p  als  Mittelpunkt  beschriebenen  Kreises  durchläuft,  welcher  sich 
ganz  innerhalb  des  zu  ^(V)  gehörenden  Konvergenzkreises  befindet. 
Ein  solcher  cyklischer  Uralauf  um  einen  Punkt  ^  soll  eine  Um- 
kreisung desselben  genannt  werden.  Jeder  andere  Umlauf  kann 
dann,  wie   sich   ergeben  wird,   durch  eine   solche  Umkreisung  ersetzt 


Wir  woUen  den  Punkt  p  zunächst  als  einen  ganz  beliebigen 
regulären  oder  kritischen  Punkt  annehmen.  Alsdann  schreitet  die  zu- 
gehörige Potenzreihe  it(p)  in  jedem  Falle  nach  ganzen  oder  nach  ge- 
brochenen Potenzen  des  Linearfaktors  s  ~'ä  fort  ujid  konvergiert, 
selbst  wenn,  sie  eine  Anzahl  Anfangsglieder  rait  negativen  Exponenten 
enthalten  sollte,  wenn  also  «(p)  in  ^  selbst  unendlich  grofa  wird,  stete 
innerhalb  einer  endhchen  Umgebung  von  p~  gleichmäfsig  und  stellt  die 
zugehörigen  Werte  von  u(p)  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  dar. 
Wir  denken  uns  nun  um  ^  als  Mittelpunkt  einen  Kreis  7c  beschrieben, 
dessen  Radius  q  kleiner  ist  als  der  Badius  des  zu  «(p)  gehörenden 
Konvergenzkreises,  nehmen  sodann  den  Ausgangspunkt  p^  für  die  Um- 
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§  3.    Änderung  eines  Elementes  M(p)  lieim  Umlauf  u 


a  kritiachon  Punkt,     §3 


kreisimg  irgendwo  auf  der  Peripherie  Ton  k  an  und  untersuchen  nun, 
in  welcher  Weise  sieh  die  zugehörende  Eeihe  u{%)  ändert,  wenn  wir 
sie  auf  der  Peripherie  jenes  Kreises  in  positiver  Umlaufsrichtung  um  ^ 
fortsetzen. 

Da   die    Stelle   p^   nach    der  Voraussetzung   innerhalb    des    Kon- 
vergenzher ei  ches  von   u  (~p)  liegt,  so  ist  sie  regulär,  d.  h,  die  n  zu  der 
Stelle  pQ  gehörenden  Po- 
tenzreihen für  u  verhalten 
sich  alle  regulärj  und  ihre 


lieh  um   endliche  GrÖfsen 

voneinander     verschieden. 

Es    giebt   also    eine    und 

auch  nur  eine  Reihe  u{p^, 

welche  mit  der  Entwicke- 

lung  von  w(p)  an  dieser 
Stelle  zUBammenfällt. 

Denkt  man  sich  nun  jene 
Reihe  längs  der  Peripherie 
von  k  fortgesetzt,  so 
koiacidieren  auch  diese 
Fortsetzungen  mit  u  (p) 
für    den    ihnen     gemein-  -pj,  ^^ 

samen  Konvergenzb ereich, 
und  man  erkennt  so,  dafs 

die  Reihe  «(po)  nach  einer  Umkreisung  des  Punktes,  p.  sich  ändern 
oder  ungeändert  bleiben  wird,  je  nachdem  dasselbe  für  die  Reihe  «t(p) 
der  Fall  ist  oder  nicht.  Wir  untersuchen  daher  nur  die  Änderui^, 
welche  die  Reihe  M(|r)  seihst  bei  einer  Umkreisung  erleidet,  und 
unterscheiden  dabei  die  beiden  PäUe,  dafs  sie  nach  ganzen  oder  nach 
gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  s  —  a  fort- 
schreitet. 

Es  sei  also  im  ersten  Falle 


die  Entwickelung  von  m(v).  Ist  dann  p  irgend  ein  Punkt  der  Peri- 
pherie des  mit  dem  Radius  "p  um  p  beschriebenen  Kreises  h,  so  ist 
für  ihn  _     _ 
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wo  ip  das  zugehörige  Argument  ist,  und  für  ihn  ist  also  der  Wert 
jener  Reihe  durch  den  Ausdruck 

dargestellt.  Ist  nun  <pg  das  zu  dem  Ausgangspunkte  'Pf,  gehörende 
Argnmentj  so  umläuft  der  Punkt  ^,  von  p,,  ausgehend,  den  Kreis  k 
vollständig  in  positivem  Umlaufssintie,  wenn  man  das  Argument  ip 
von  ^0  aus  alle  Werte  his  iPf,  +  23r  durchlaufen  lafst.  Da  aber  all- 
gemein _  _ 

ist,  80  kehren  nach  jener  Umkreisung  alle  Glieder  6,(3  —  0:)'  in  ihre 
Anfangswerte  zurück,  d.  h.  der  Wert  von  «(ip)  wird  durch  eine  solche 
Umkreisung  in  keiner  Weise  geändert.  Schreitet  also  die  Potenzreihe 
m(P)  nach  ganzen  Potenzen  von  s~ä  fort,  so  wird  die  Reihe  u{\ig) 
durch  eine  Umkreisung  des  Punktes  ^  nicht  geändert,  mag  dieser 
Punkt  ein  regulärer  oder  ein  kritischer  Punkt  sein. 

Es  möge  nun  die  Entwickelnng  von  tf(p)  in  der  Umgebung  der 
Stelle  (s  «»  tt)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  s  —  ä  fortschreiten,  und 
zwar  sei 

_L  _  ■-+' 

Alsdann  existieren  aufser  dieser  noch  genau  « —  1  konjugierte  Ent- 
wickelm^n: 


welche  aus  jener  ersten  dadurch  hervorgehen,  dafs  die  Wurzel 


der  Reihe  nach  durch  ihre  a  konjugierten  Werte 


t  wird,  wenn 


die   erste   unter   den   a'^°  Wurzeln   der  Einheit   bedeutet.     Setzt  man 
nun  wieder 
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9  Elementes  n{:p)  boiia  Umlarf  um  einen  kritischen  Punkt.      §5 


und  läTst  dann  das  Argument  (p  alle  Werte  TOn  (p^  bis  (pg  +  Sir,  oder 
MTst  man  den  Punkt  p  von  p,,  aus  die  ganze  Peripherie  Ton  h 
durchlaufen,  so  geht  hierbei  jedes  GUed 

über  in 

d.  h.  hei  jener  Umkreisung  geht  der  Wert  Ton  u  (p)  für  die  Stelle  p^ 
in  denjenigen  über,  ■welchen  die  erste  konjugierte  Reibe  u^  (p)  in 
demselben  Punkte  annimmt.  In  genau  derselben  Weise  zeigt  man, 
dafs  hei  dieser  Umkreisui^  %(?)  ^  'h{V)i  ^'ä  (?)  ^^  %(p)  u.  s.  w., 
und  dafs  die  letzte  der  a  konjugierten  Reihen  «a— i(p)  'wieder  in  w(p) 
übergeht.  In  diesem  Falle  ändern  sich  also  alle  a  konjugierten  Reihen 
Mi(p)  bei  einer  Umkreisung  von  p,  und  zwar  in  der  Weise,  daXs  sie 
sieh  einfacb  in  der  angegebenen  Reiheufo^e  eykliseb  vertauscben. 
L'älst  man  den  Punkt  p^  den  Punkt  p  zweimal  hintereinander  um- 
kreisen, so  geht  t((p)  über  '(i(p)  in  ifa(p)  über,  und  man  überzeugt 
sich  genau  ebenso,  daCs  i((p^)  der  Reihe  nach  in  Jt;  (p),  %(p), . , ., 
M.a_i(p)  übergeht,  wenn  man  den  Punkt  p^  den  Punkt  ^  einmal, 
zweimal,...,  (ffl  — l)inal  in  positiver  Richtung  umkreisen  lafst;  erst 
bei  der  «'*"  Umkreisung  kehrt  dann  jene  Reihe  wieder  in  ihren 
Anfan^wert  zurück.  Es  ergiebt  sich  somit  der  folgende  allgemeine 
Satz: 

Ist  tt  (p)  eine  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  p 
giltige  Entwickelung  von  u,  eo  bleibt  sie  bei  einer  Umkreisung 
derselben  dann  und  nur  dann  ungeäadert,  wenn  sie  nach 
ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Liuearfaktors  fortschreitet. 
Schreitet  jene  Potenzreihe  dagegen  nach  ganzen  Potenzen  von 

(s  — ß)"    fortj  80  geht  sie  bei  einer  Umkreisung   in  die  erste 
ihr  konjugierte  Reihe  über  imd  kehrt  erst  nach  einer  a-maligen 
Umkreisung  in  ihren  Anfangswert  zurück. 
Es  ist  hierbei  noch  zu  bemerken,  dats  man  genau  dasselbe  Resultat 
erhält,  wenn  der  Punkt  p,  von  p^,  ausgehend,   den  Punkt  p"  auf  einer 
beliebigen  geschlossenen  Kurve  s  umläuft,  falls  diese  nur  ganz  inner- 
halb des  zu  p"  gehörenden  Konvergenzkreis  es  bleibt.    Denn   setzt  man 
auch  in  diesem  Falle 
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so  durcUäüf t  ■wieder  das  Argument  die  Werte  von  tp„  bis  g',,  +  2  jc, 
während  der  Hadivisvettor  q,  von  pu  ausgehend,  die  Eeihe  der  zu- 
gehörigen Eadieuvekboren  durchläuft  und  zuletzt  wiedemm  in  seinen 
Anfangs  wert  zurückkehrt. 

Genau  die  gleichen  Betrachtungen  gelten  auch  für  die  Stelle  Tt  —  oo, 
d.  h.  für  den  Südpol  0'  auf  der  Kugelfläche.  Schreitet  für  diese 
Stelle  die  Entwiekelung  des  zugehörigen  Elementes  nach  ganzen 
Potenzen   von  —  fort,   so   bleibt   sie  bei  der  Ulhkreisung  von  0'  un- 

geändert;  im  anderen  Falle  geht  sie  in  die  erste  ihr  konjugierte  über. 
Es  ist  dabei  zu  beachten,  dafs  auch  hier  die  Umkreisung  dann  in 
positivem  Sinne  erfolgt,  wenn  der  Mittelpunkt,  d.  h.  der  Südpol  0', 
links  bleibt.  Bildet  man  also  jenen  Umlaufskreis  um  0'  als  einen  um 
den  Anfangspunkt  der  Horizontal- Ebene  mit  sehr  grofsem  Itadius  be- 
schriebenen Kreis  ab,  so  ist  dieser  abgebildete  Kreis  offenbar  so  zu 
durchlaufen,  dafs  der  NuUpunkt  in  negativem  Sinne  umkreist  wird,  eo 
also,  dafs  derselbe  rechts  liegt. 
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Siebente  Yorlesung. 

SS  P  inLi  onenelemeiitps  i(\i)  auf  ler  a  islIiii  tt  nen  Horizo  tal 
ebene  §  im  1  auf  lur  zeisetmtteneii  Ku|,plflart  e  S  —  I  indeiat  gLe  t  im  1  Stetig 
keit  dei  ruuttioneii  t  ftu.  djeee  Bsiei  te  —  Foctsetz  in^  dei  n  konjugierten 
Elempflte  tt/,{^)  auf  den  n  .jptsel  j  ittenen  Kugelfläclien  S  —Die  au^etiingej 
Elementi,  in  ien  kritischen  Punkten  —  Ül  er  dpn  Wert  dei  t  Punktionen  «^(^ä) 
am  Handfe  Ipt  Kugelflichtn  ft^  —  Te  euugrang  lei  n  Pläclien  JE  zi  einer 
P  emarm  hen  K  lÜi  lie  —  D  e  le^ulueu  uul  1  e  1  e  zweigi u^^^i u  kte  iei 
P  emannöclien  Kugelfld  he 

8  1. 

Die  in  der  vorigen  Vorlesung  gefundenen  Besnltato  benutzen  wir 
jetzt  dazu,  ein  zu  einer  regulären  Stelle  ^  der  Horizontalebene  ge- 
höriges Funbtionenelement  u{fi}  über  die  ganze  Horizontalebene  § 
oder,  was  dasselbe  ist,  über  die  ganze  Kugelfläche  Sl  auszubreiten. 
Dabei  sollen  aber  die  für  die  Fortsetzung  gestatteten  Wege  so  be- 
schränkt werden,  dafs  wir  sicher  sind,  nunmelir  bei  jedem  der  ge- 
statteten Wege  in  einem  beliebigen  Punkte  ~^'  nur  ein  einziges  zu- 
gehöriges Funktionenelement  w(p')  zu  erhalten,  so  dafs  also  bei  dieser 
Einschränkung  «(IT)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist.  Diese 
Überlegungen  woUen  wir  der  Anschaulichkeit  wegen  zuiüchst  für  die 
unendlich  ausgedehnte  Horizontalehene  durchführen;  die  so  erlangten 
Besultate  kijnnen  dann  durch  Abbildung  sofort  auf  die  Kngelüäehe 
übertragen  werden. 

Es  sei  ^  eine  beliebige  reguläre  Stelle  der  Horizontalebene,  m(^) 
eine  der  zugehörigen  Fotenzreihen.  Beschränken  wir  nun  für  die  Fort- 
setzung den  Bereich  der  unabhängigen  Variabein  oder  also  die  Wege 
für  den  Punkt  ^  so,  dafs  eine  Umkreisung  einer  kritischen  Stelle 
durch  ihn  unmöglich  gemacht  wird  und  bezeichnen  wir  mit  «(^j')  das 
durch  Fortsetzung  sich  ergebende  Element  in  einem  behebigen  Punkte  p', 
so  ist  innerhalb  des  so  sich  ergebenden  beschränkten  Gebietes  if(^') 
eine  eindeutige  Funktion  der  Stelle  p';  denn  zwei  verschiedene  Fort- 
setzungen jener  Reihe  von  dem  Punkte  ^  zu  einem  anderen  beliebigen 
Punkte  "p'  müssen  immer  denselben  Endwert  w(p')  ergeben,  weil  ihre 
Wege  zusammengenommen  niemals  einen  der  singulären  Punkte  um- 
schliefsen  können. 
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gg  Siebente  Vorlesung, 

Wir  können  mm  jene  Besehräukmig  für  den  Bereich  der  nn- 
abhängigen  Variabeln  leiclit  folgendermafsen  ausführen.  Wir  umgeben, 
falls  der  unendlich  ferne  Punkt  ein  kritischer  sein  sollte,  zunächst  den 
Nullpunkt  durch  einen  Kreis  h^  Ton  beliebig  grofsem  Eadius  R,  und 
umsehliefsen  alsdann  die  sämtlichen  noch  übrigen  kritischen  Punkte 
Sj,  ©2,  . . .,  Si  durch  beliebig  klein  gewählte  Kreise  kj,  h^, . .  .,]Ci,. 
"Wir  wählen  alsdann  einen  anderen  ganz  beliebigen,  aber  ein  für  alle- 
mal fest  angenommenen  regulären  Punkt  ^o,  umgeben  auch  ihn.  mit 
einem  beliebig  kleinen  Kreise  ]c^  und  Terbinden  diesen  mit  allen  jenen 
Kreisen 

durch  h  +  1  beliebig  geführte,  unendlich  dünne  Schnitte 


welche  einander  nicht  durchsetzen  sollen.  Wir  betrachten  alsdann  nur 
L  auf  allen  Seiten  begrenzten  Teil  §  der  Ebene  §,  welcher 
nach  aufsen  durch  den 
Kreis  Ä„ ,  nach  innen  durch 
die  Kreise  h^,,  fcj,  . . .,  h/,, 
sowie  durch  die  zugehörigen 
Verbindungssehnitte 

1       begrenzt  wird. 

;  Beschränken    wir    den 

Lauf   des    Punktes     p    auf 

/'         diesen  Teil  §  der  Ebene  §, 

\  /'  so      erkennen      wir      ohne 

\  ,•'  weiteres,   dafs    irgend    eine 

''-•■*^  _,-•'  der  M  zu  p  gehör  enden  Po  tena- 

"""■- -'-''  reihen Mj(p), ...,  i(„(ip)nebst 

'ein-  II,  allen    ihren    Fortsetzungen 

innerhalb  §  eine  eindeutige  Funktion  von  s  ist.  Denn  irgend  zwei  von 
p  aus  nach  einem  anderen  Punkte  p'  innerhalb  §  gezogene  Wege  s 
und  s'  können  niemals  einen  der  kritischen  Punkte  einschliefsen;  es 
sind  daher  die  Fortsetzungen  etwa  von  tf^  (p)  längs  eines  beliebigen 
Weges  s  von  diesem  Wege  vollständig  unabMngig,  und  zu  jedem 
Punkte  'p'  von  §  gehört  eine  und  nur  eine  Fortsetzung  Mi(p')  von 
Mi(p).  Dies  gilt,  wie  grofs  auch  der  Kreis  h„  und  wie  kloin  die 
Begrenzungskreise  /Cqj  ^u  ■  ■  ■>  ^'<    gewählt  sein  mögen. 
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lat  der  imendlich  ferne  Punkt  dagegen  reguJär,  liegen  also  alle 
kritischen  Punkte  ^j,  Sa, . . .,  SS/,  im  Endlichen,  so  umgeben  wir  alle 
diese  und  den  im  Endliehen  liegenden  Punkt  SS^  wiederum  mit  kleinen 
Kreisen  Tc^,  \, . . .,  hi,  und  verbinden  die  h  letzteren  mit  k^  durch  die  h 
sich  nicht  durchsetzenden  Ver- 
bindungssclmitte  s^,  s^,  . . .,  S/,; 
dann  gelten  die  Torber  ge- 
machten Bemerkungen  wörtlich 
ebenso  für  den  jetzt  sieh  er- 
gebenden unendlich  ausgedehn- 
ten Bereich  §,  welcher  durch 
die  Kreise  ä^,  fc^, . .  .,  &*  und  die 

Schnitte  S;i,  Sg, ,  S/,  begrenzt 

wird. 

Denken  wir  uns  nun  die 
Werte, welche  eine  dern Reihen, 
z.B.M^  ("p),  nebst  allen  ihren  Fortsetzungen  innerhalb  §  in  allen  Punkten  p 
des  Bereiches  §  besitzt,  jenen  Punkten  ^  zugeordnet,  so  erhalten  wir  zu 
jedem  Punkte  einen  eindeutig  bestimmten  Wert,  und  alle  so  sich  er- 
gebenden Werte  sind  dann  in  der  Weise  auf  dem  Bereiche  §  aus- 
gebreitet, dafs  sie  stetig  miteinander  zusammenhängen,  d.  h.  dals  die  zu 
benachbarten  Punkten  "p  und  ^'  gehörenden  Funktionenwerte  %  (fi)  und 
«1  (^')  sieh  um  so  wenig  voneinander  unterscheiden,  wie  man  nur 
immer  will,  wenn  nur  ^  und  "p'  einander  genügend  nahe  liegen.  Hierbei 
sind  aber  zwei  durch  einen  Schnitt  s  getrennte  Pimkte  für  den  Bereich  § 
nicht  als  benachbart  anzusehen,  weil  es  innerhalb  jenes  Bereiches  § 
nicht  möglich  ist,  sie  durch  eine  unendlich  kleine  Kurve  zu  verbinden. 
Wir  können  endlich  noch  leicht  angeben,  welche  der  n  zu  dem 
Punkte  p  gehörenden  Potenzreihen  für  %  (p)  zu  wählen  ist,  wenn  p 
mit  einer  der  im  Endliehen  liegenden  kritischen  Stellen,  etwa  mit  SÖi, 
koincidiert.  Wählen  wir  nämlich,  was  stets  möglieh  ist,  den  Kreis  h^ 
so  klein,  dafs  die  Konvergenzkreise  der  n  zu  ^i  gehörenden  Potenz- 
reihen «j(58i),  .  . .,  w„  QQi)  sämtheh  gröfser  sind  als  k^,  so  gieht  es 
eine  und  auch  nur  eine  unter  jenen  Reihen,  deren  Werte  innerhalb 
des  durch  7(\  einerseits  und  durch  ihren  Konvergenzkreis  Q  anderer- 
seits begrenzten  Kreisringes  mit  den  zu  u^  IJ&i)  innerhalb  §  gehören- 
den Punktionswerteu  übereinstimmen.  Bezeichnen  wir  diese  Potenz- 
reihe ebenfalls  mit  2ti(^i),  so  ist  damit  die  Punktion  «i  (p)  jetzt  für 
alle  regulären  Stellen  ausser  SSp  und  auch  für  die  im  Endlichen  liegen- 
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den  singulären  Stellen  eindeutig  bestimmt.  Genau  ebenso  werden  wir 
aber  auf  S.  101  auch  zur  Feststellung  derjenigen  Potenzreihe  «[(So) 
verfahren,  welche  zu  dem  bisher  noch  au.sgeschloaeenen  regulären 
Punkte  So  gehört. 


Um  die  entsprechende  Bestimmung  auch  für  die  Stelle  a  =■  oo 
bequem  durchfuhren  zu  können,  denken  wir  uns  nunmehr  die  ganze 
tmendlieh  ausgedehnte  Ebene  §  zugleich  mit  dem  auf  ihr  liegenden 
begrenzten  Gebiete  §  in  der  im  Anfange  angegebenen  Weise  auf  eine 
Kugel  ^  mit  dem  Durchmesser  1  so  abgebildet,  dafs  wiederum  der 
Nordpol  0  der  Stelle  ^  =  0,  der  Südpol  0'  der  Stelle  s===oo  ent- 
spricht. Alsdann  gehören,  falls  die  kritischen  Stellen  Sdi,  Sa, . . .,  S/, 
sämtlich  im  Endlichen  liegen,  zu  dem  Punkte  So  und  jenen  Ji  kritischen 
SteUen  h  +  1  Punkte  der  Kugel  ®, 

%>  Si,...,S,. 
Diese  werden  durch  kleine  Kreise  %,  f^,  .  .  .;  t/„  die  Bilder  Ton 
]Cq,  hy, . . .,  Tii,,  umschlossen,  von  denen  f^,  Ig, .  . .,  fj  durch  die  einander 
nicht  durcl^etzenden  Schnitte  §j,  §3, . . .,  §;,  mit  f,,  zusammenhangen. 
Ist  dagegen  der  Südpol  selbst  ein  kritischer  Punkt,  so  ist  das  Bild 
des  um  den  Anfangspunkt  beschriebenen,  beliebig  grofsen  Kreises  jetzt 
ein  beliebig  kleiner,  0'  umgebender  Kreis,  welcher  ebenfalls  mit  dem 
Kreise  nm  So  dui-ch  den  Schnitt  §^,  das  Bild  Ton  s„,  zusammenhängt. 
Wir  können  nun  den  zu  0'  gehörenden  Kreis  t^  auch  hier  so  kleiu 
■wählen,  dafs  die  endlichen  Kouvergenzbereiche  ©[*),  ©^"l, , , .,  ©^"1  aller  n 
zu  0'  gehörenden  Potenzreihen  Mj  (|)„),  . . .,  M„(pJ  gröfser  als  f„  sind. 
Dann  giebt  es  wieder  ein  und  auch  nur  ein  Element,  etwa  %(po)i  ^on 
der  Art,  dafs  dasselbe  innerhalb  des  durch  !^  und  E^"*  begrenzten 
Kreisriages  mit  Mi(p)  koineidiext.  Wird  nun  diese  Reihe  für  %(pj 
gewählt,  so  sind  nunmehr  die  Werte  von  Mi(1))  für  alle  Punkte  der  Kugel 
ausser  für  So  wohl  definiert,  und  es  laeaen  sich  die  Werte  von  lify)  auf 
der  Kngelfl'äche  ^  stetig  ausbreiten,  mit  einziger  Ausnahme  natürlich 
derjenigen  Punkte,  für  welche  Mi(p)  unendlich  grofs  wird.  Vermöge 
dieser  Übertragung  auf  die  Kugel  verschwindet  also  bei  der  Behandlung 
des  unendlich  fernen  Punktes  jede  Besonderheit,  und  wir  können  dem- 
nach jetzt,  wenn  wir  uns  von  vornherein  auf  die  Kugelfläche  beziehen, 
folgende  einfache  Vorschrift  für  die  eindeutige  Ausbreitung  der  zu 
Mj(lJ)  gehörenden  Werte  geben: 

Es   seien   Si,  Sä,  ■  ■  -j  S/,   die   den   sämtlichen   kritischen 
Stellen  entsprechenden  Pmikte  der  Kugelfi'ache  S,   von  denen 
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auch  einer  mit  dem  Südpole  0'  zusammeiifalleiL  kann,  und  es 
bedeute  Sa  einen  beliebigen,  aber  ein  für  allemale  fest  an- 
genommenen regulären  Punkt.  Jeden  Yon  diesen  Ä  +  1  Punkten 
denken  wir  uns  durch  einen  beliebig  klein  zu  wählenden  Kreis 
ffl,  l^, . . .,  tu  umgeben  und  jeden  der  h  letzteren  Kreise  durch 
einen  solchen  Schnitt  §i,  §g, . . .,  §/.  mit  f,,  verbunden,  dafs  keiner 
von  ihnen  sich  selbst  oder  einen  anderen  durchschneidet.  Wird 
die  so  veränderte  und  begrenzte  Kugelfläche  mit  S"  bezeichnet, 
ist  femer  p  ein  beliebiger  Punkt  von  ß  und  u^{p)  eine  der  n  au- 
gehörigen Potenzreihen  für  u,  sn  kann  Uj(p)  auf  S  in  voU- 
ständig  eindeutig  bestimmter  Weise  fortgesetzt  werden,  in  der 
Art,  dafs  tii{^)  ia  jedem  Punkte  von  S  einen  und  nur  einen 
Wert  hesitat  und  dafs  alle  diese  Werte  innerhalh  S  stetig 
zusammenhängen,  während  die  zu  einem  und  demselben 
Punkte  p  gehörenden  Werte  von  Mg  (p), , . .,  M„(p)  untereinander 
und  von  Ui(p)  um  eine  endliche  Gröfse  verschieden  sind.  Für 
die  ausgeschlossenen  kritischen  Punkte  S8i, . . .,  Sa  giebt  es 
dann  je  eine  Potenzreihe  i[j(S5i), . .  .,%(58a),  durch  welche 
alle  Werte  jener  Funktion  innerhalb  der  zugehörigen 
Kreise  f^, . . .,  th  gehefert  werden,  und  auch  diese  setzen 
sich  aus  den  Werten  für  die  Punkte  innerhalb  des  Bereiches  S 
stetig  fort. 

§3. 
In  genau  derselben  Weise,  wie  wir  soeben  die  Fotenzreihe  u^  auf 
der  ganzen  zerschnittenen  Horizontalebene  §  oder  auf  der  ganzen  zer- 
schnittenen Kugelfläcbe  St  eindeutig  fortgesetzt  und  ihre  Werte  in 
stetiger  Folge  aneinander  gereiht  haben,  wollen  wir  jetzt  mit  den 
anderen  Potenzreihen  verfahren. 

Wir  denken  uns  also  n  in  unendlich  kleinem  Abstände  übereinander 
liegende  ZahlenebeneU; 

so  gegeben,  dafs  ihre  Anfangspunkte  und  ihre  Achsen  übereinander 
fallen  und  dafs  jede  folgende  Ebene  unter  der  vorhergehenden  liegt. 
Aof  allen  diesen  Ebenen  denken  wir  uns  die  Bereiche 

&,  &,■■•,«. 

genau  wie  vorher  abgegrenzt,  so  daJJs  die  beKebig  kleinen  Kreise 
ffl,  ti, . . .,  t/,  und  die  Schnitte  Si,  Sg, . . .,  s^  einander  ebenfalls  decken. 
Zu  jedem  Werte  a  =  |  +  jji  der  komplexen  Variabein  s  gehören  daim  n 
untereinander  Kegende  Punkte  S^^,  ^g, . .  .,  ^„,  welche  in  den  verschie- 
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denen  Ebenen  die  Koordinaten  |,  ij  besitzen  und  welclie  die  zu  a  ge- 
hörenden n  Punkte  jener  n  Ebenen  genannt  werden  können.    Es 
sei  nnn  (2  ==  «^  eine  beliebige  reguläre  Stelle,  welcher  die  n  Punkte 
^m,  '^W,  . . .  $W  in    den    n   Horizontalebenen   §i   entsprecken.     Wir 
ordnen     diesen    dann    in    einer    beliebigen,     aber    ein    für    allemale 
bestimmten    Weise   die   n    zugehörigen    Eunktionenelemente    zu,    und 
bezeichnen    sie    dann    durch   M(fi"'),  M(f  1»'),  . . .  M  (^ffl).     Auf   diese 
Weise    erhalten    wir    zu   jedem    der  n   zu    (^  ==  kq)    gehörigen   regu- 
lären  Punkte   ^.(äC*    in    der   i'""  Horizontalebene  §.   ein   eindeutig   be- 
stimmtes Funktioneneleraent  m(^("I)  und  diese  sind  sämtlich  von  einander 
verschieden.      Wir     denken     uns     nun     jedes     der     n    Funktionen- 
elemente ii(^f*),  . .  -  «(^Sj"')     auf    den    zugehörigen    Horizontalebenen 
§^,  - .  ■  §«  fortgesetzt;   dann  erhalten  wir  auf  jeder  dieser  Ebenen  ein 
eindeutig   bestimmtes  System   von  Fnnktionszweigen;   in  jeder  Ebene 
§j  hängen   die    Funktionswerte   «($,)  stetig  zusammen.     Sind   femer 
^^,  ^g, . . .  Sß,  die  zu  irgend  einem  Werte  {s  =  a)  gehörigen  Punkte  der 
n  Ebenen  §1, .  . .,  §«,  und  sind  «(^ßi), . . .,  «(^n)  die  n  durch  Fortsetzung 
von  »(^f"'), . . ,,  m($^'")  hervorgehenden  Funktionenelemente,  so  sind  diese 
ebenfalls  sämtlich  von  einander  verschiedene  reguläre  Potenzreihen,  und 
jede  von  ihnen  stellt  je  eine  der  n  von  einander  verschiedenen  Wurzeln 
der  Gleichung  f(u,  0)  =  0  in  der  Umgebung  der  Stelle  (s  =  a)  der  un- 
abhängigen Variabein  dar.     Dafs  nämlich  z.B.  m(^,)   und  «Oßg)  zwei 
von  jenen  Wurzeln   in   der   Umgebung   der   Stelle  (s  =  a)   darstellen, 
folgt  daraus,  dafs  jene  Elemente  aus  den  Wurzeln  ttC^^"')  nnd  »(^^"O 
derselben  Gileicbung  für  die  Stelle  {s  =  a^,)  hervorgehen.    Nähme  man 
aber  an,   dafs   beide  Reihen  nunmehr  gleich  seien,  so  würde  man,  in- 
dem  nun  beide  identische  Eeihen  auf  demselben  Wege  nach  '^f  und 
S^fl  zurückgingen,  notwendig  auch  hier  zu  gleichen  Anfangselementen 
«(^^''i),  «(^^''1)  gelangen,    während  diese  nach  der  Voraussetzung  ver- 
schieden sind.   —   In  genau   derselben  Weise   sind   auch  jedem   der  h. 
kritischen  Punkte  die  je  n  zugehörigen  Funktionenelemente   eindeutig 
zugeordnet. 

Auch  hier  ziehen  wir  es  nun  vor,  jene  Ausbreitung  nicht  auf 
n  unendlich  ausgedehnten  Horizontalebenen,  sondern  auf  n  ineinander 
liegenden  Kugelüächen  zu  machen.     Wir  denken  uns  also  n  Kugeln 


von  denen  jede  folgende  in  unendlich  kleinem  Abstände  von   der  vor- 
innerhalb    deraelben   gelegen   ist.     Da   der    Abstand    der 


y  Google 


§  3,   Fortsetzung  der  n  Elemente  u^(^)  auf  n  nerschnittonon  Kugelfiächon,     93 

Kugeln  wieder  unendlich  klein  angenommen  wird,  so  können  ihre 
DurclnnesBer  als  gleich  angesehen  werden,  und  zwar  möge  die  Länge 
derselben  =  1  sein.  Jedem  Pnnkte  Sßi  der  obersten  Kugelfläche  S^ 
ordnen  wir  dann  ebenfalls  wieder  die  auf  den  anderen  Kugelfläclien 
entsprechenden,  also  genau  unter  ihm  auf  demselben  Kugelradius  ge- 
legenen Punkte  ?ßj,  5^3, . . .,  ^„  der  übrigen  Kugeln  ebenso  zu,  wie  dies 
vorher  bei  den  Punkten  der  Ebene  geschah;  und  nun  setzen  wir  die 
Pnnkte  der  Kugel  S^  zu  den  Punkten  der  Ebene  §^  durch  die  schon 
mehrfach  angewandte  Konstruktion  in  Beziehung.  Dann  entsprechen 
jedem  endlichen  oder  unendlichen  Werte  c:  =  |  +  t;^  -von  s  stets  genau 
n  untereinander  liegende  Punkte  3^^,  ^j, . .  .,  ^„  jener  n  Kugeln;  be- 
schreibt der  zu  s  gehörende  Punkt  5ß  in  der  Horizontaiebene  eine  be- 
liebige Kurve,  so  entsprechen  dieser  genau  n  übereinander  liegende 
und  einander  kongruente  Kurven  auf  jenen  n  Kugeln. 

Wir  fixieren  nun  auf  jeder  der  n  Kngelsehalen  die  li  kritischen 
Stellen  W\  S8<**, .  . .,  S8('l,  den  regulären  Punkt  fÖ'-")  sowie  die  sie  um- 
gebenden unbegrenzt  kleinen  Kreise  l^,  t^, . . .,  tk  und  fg  und  yerbinden 
die  erateren  mit  tg  durch  die  jedesmal  durch  alle  Kugeln  geführten 
Schnitte  §j,  §g, . , .,  §^.  Dann  erhalten  wir  genau  n  kongruente  zer- 
schnittene Kugelschalen 

auf  denen  wir  nunmehr  die  Werte  der  n  zu  einem  beliebigen  regulären 
Punkte  Sß  gehörenden  Potenzreihen, 

«,(sp),  «,(!(!),...,»,($), 
in  genau  derselben  Weise  eindeutig  ausbreiten  können,  wie  dies  vorher 
mit  dem  einen  Elemente  u,(J^)  auf  der  einen  Kugelfläche  S  geschah. 
Auch  hier  wollen  wir  die  n  zu  eiuem  regu^ren  Werte  (0  =  a^  der 
unabhängigen  Variabein  zugehörigen  untereinander  hegenden  Punkte 
der  Kugelfläche  durch  ^f,  ^f, . . .,  f  <fl,  und  die  willkürlich  aber  fest 
zugeordneten  Punktionenelemente  durch 

am»)),  »«>),... .«CK') 
bezeichnen,  und  w(^^''')  z.B.  das  zu  dem  Punkt  S^f  gehörige  Punktionen- 
element nennen;  denken  wir  uns  dann  diese  Elemente  sämtlich  über 
alle  jene  einzehien  zerschnittenen  Kugelflächen  ^,, .  .  .,^a  fortgesetzt, 
so  entspricht  jedem  regulären  Punkte  ^  auf  einer  bestimmten  Kugel- 
Mche  eine  eiadeutig  bestimmte  Potenzreihe  h(^)  für  u,  so  daCs 
nun  der  ganze  Wertevorrat  der  H-deutigen  Funktion  u  für  alle  end- 
liehen und  unendlichen  regulären  Werte  von  e  eindeutig  und  in  stetiger 
Aufeinanderfolge  auf  jenen  n  zerschm'ttenen  Kugelflächen  Si,  S'j, .  . .,  ^„ 
;  ist. 
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Eadlicl.  können  wir  al>Gr  aucli  die  n  Reihen 


in  einem  der  kritisclien  I^rntte  S8'^', . . .,  SSW  von  Tomliereüi  so 
bezeichnen,  dafs  allgemein  Wj(S8)  in  einer  endlichen  Umgebung  von 
S  mit  den  entsprechenden  Werten  von  u  in  S;  koincidiert.  Diesen 
kritischen  Punkteti  (s  =  ß,)  selbst  entsprechen  vorläufig  noch  keine 
Punkte  der  Kugelflächen  ^^,  weil  diese  bis  jetzt  noch  ausgeschlossen 
■waren.    Im  folgenden  Abschnitte  werden  wir  auch  sie  mit  hineinziehen. 


Wir  haben  schon  hervorgehohen,  dafs  sich  die  Funktionen  u  auf 
jeder  der  n  zerschnittenen  Kugelflächen  ^^,  ^^, . .  .,^„  stetig  'ändern, 
dafs  dies  aber  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  zu  sein  braucht,  wenn 
die  Schnitte  S^,  §2, . . .,  §a  überschritten  werden.  Wir  wollen  jetzt 
tmtereuchen,  unter  welchen  Bedingungen  sich  i(($)  auch  bei  einem 
solchen  Übergänge  über  einen  Sclmitt  §  stetig  ändert. 

Es  sei  also  ^^  irgend  eine  jener  n  zerschnittenen  Kugelflächen 
und  §j  =  59(*'  ^<'"  einer  der  h  auf  ihr  ausgeführten  Schnitte.  Im  fol- 
genden wollen  wir  uns  jeden  solchen  Schnitt  von  58''*  als  An- 
fangspunkt nach  S8'°*  als  dem  gemeinsamen  Endpunkte  hin  gezogen 
denken,  so  dafs  auch  seine  positive  Richtung  durch  SßW  SS'"'  be- 
zeichnet wird,  und  wollen  als  rechtes  bzw.  linkes  Ufer  dieses 
Schnittes  dasjenige  bezeichnen,  welches  sich  heim  Fortgange  in 
positiver  Richtung  auf  der  rechten  bzw.  linken  Seite  befindet.  Wir 
wollen  dann,  genauer  gesprochen,  untersuchen,  oh  bzw.  wie  sich  die 
Funktion  Ug{^)  auf  dem  ^""'  Blatte  ändert,  wenn  der  Punkt  ^  den 
Schnitt  §j  in  der  Richtung  vom  linken  nach  dem  rechten  Ufer  über- 
schreitet. 

Es  sei  nun  zunächst  W'^  so  gewählt,  dafs  die  zugehörige  Potenz- 
reihe i(s(S8<''')  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors 
fortschreitet.  Ist  dann  S;  der  Konvergenzkreis  von  t(^(SS('l"),  f,-  der  um 
S5'''  beschriebene,  innerhalb  ©,-  liegende  beliebig  kleine  Begrenzungs- 
kreis, und  bezeichnet  man  zui^chst  mit  X  und  p  irgend  zwei  auf  dem 
linken  und  rechten  Ufer  von  §,-  einander  gegenüber  liegende  Punkte 
von  Stg  innerhalb  des  durch  ß;  und  tt  begrenzten  Kreisringes,  so  ist 
%(J,)  =  Ug(Q),  weil  ja  nach  dem  oben  geführten  Beweise  die  Potenz- 
reihe %(^)  nach  einem  Umlaufe  um  den  Punkt  S'''  in  ihren  Anfangs- 
wert zurückkehrt.  Also  gehören  zu  allen  links  und  rechts  von  §;  ein- 
ander  gegenüberliegenden   Punkten  l  und  q  stets   die   gleichen  Werte 
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TOn  Ug(^),  d.  h.  innerhalb  jenes  Kreisringes  (f,-,  S,)  ändert  sicli  Mi,(^) 
auch  beim  Übergänge  über  S;  ebenfalls  stetig. 

Sind  also  Mi,(^)  ^^^  %(?)  ^^  den  beiden  benaehbai-ten  Punkten  A 
und  Q  zagehörigen  Funttionenelemente  Ton  ti,,,  so  sind  diese  beiden 
regulären  Potenzreihen  identisch,  wenn  J,  und  q  einander  unendlich 
nahe  angenommen  werden. 

Es  seien  nun  X^  und  ^j  irgend  zwei  andere  unendlich  benachbarte 
Gegenpnnkte,  welche  irgendwo  aufserhalb  von  Si  auf  der  linken  und 
rechten  Seite  des- 
selben Schnittes  §; 
liegen.  Setzt  man 
dann  die  ein- 
ander gleichen 
Po  tenzr  eiheni(^(i) 
und  %(p)  Uings 
der  Ufer  von  §,■ 
nach  Aj  bzw.  p^ 
fort,    80    bleiben 

jenebeidenReihen  i 

hei      der      Fort- 
setzung immer  gleich,  d  h  es  ist  für  ]e  zi 
WflC^i)  =  **a(9i)>  ^^^  hieraus  fol^t    dats  si 
der  Punkt  ^  den  Schnitt  S  m  dem  BI  itte 

Stelle  überschreitet.    "V\  n  können  also  diesen  Schnitt  §j  in  dei 
fij  einfach  wieder  schheTsen  und  den  zugehörigen 


solche  Gegenpunkfce  von  §; 

i  j,(?ß)  stetig  ändert,  wenn 

an  irgend  einer  beliebigen 

Blatte 

:rei3  !, 

unendlich  klein  werden  lassen  und  das  Gtleiche  können  wir  mit  allen 
denjenigen  Schnitten  SS  SB  '*'  m  e  nem  Blatte  St^^  thun,  für  welche  das 
zugehörige  Element  %(35''')  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen 
Linearfaktors  fortschreitet,  mag  die  Entwicteluug  nur  positive  Potenzen 
desselben  enthalten  oder  mag  sie  mit  negativen  Potenzen  beginnen. 

Ist  59  der  Anfan^punkt  eines  solchen  nachher  geschlossenen  Schnittes 
58^'°',  so  wird  59  nachher  ein,  gewöhnlicher  Punkt  einer  der  n  Kugel- 
fläehen,  und  er  besitzt  höchstens  die  Besonderheit,  dafs  das  zugehörige 
Funktionenelement : 

«(8)-^~.+  --  +  ^  +  A  +  4(2-«)  +  --- 

von  negativer  Ordnung  ist,  d.  h.  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer 
Potenzen  beginnt. 

Ist  femer  $  ein  innerer  Punkt  des  nachher  geschlossenen  Schnittes, 
so    wird    er    nachher   ebenfalls    ein    gewöhnlicher   Punkt    einer  jener 
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n  Kugelfläclien,  und  die  Umgebung  dea  zugeliörigea  regu!^ren  Funk- 
tionenelementea  M(?ß)  liegt  zur  einen  Hälfte  auf  der  luikenj  zur  anderen 
Hälfte  auf  der  rechten  Seite  jenes  nunmehr  geschlossenen  Schnittes. 

Wir  denken  uns  die  Schhefeimg  eines  solchen  Selinittes  §;  in 
öinem  Blatte  Sig  der  Kugelfläehe  ein  für  aUemal  so  ausgeführt,  dafe 
wir  jeden  Punkt  l  desselben  mit  seinem  Gegenpunkte  p  durch 
einen  unendUeh  dünnen  Faden  Yerhind€ai  und  festsetzen,  dafs  der  Uher- 
gang  von  l  nach  q  oder  umgekehrt  auf  diesem  Faden  zu  geschehen 
habe.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise  ein  neues  System  von  n  Kugel- 
sehalen,  in  welchen  alle  und  nur  die  Schnitte  58*''^'"'  noch  offen 
sind,  für  welche  die  zugehörigen  Entwickelungen  «^{SS''')  nicht  nach 
ganzen,  sondern  nach  gebrochenen  Potenzen  des  zugehörigen  Linear- 
faktors fortschreiten. 

Es  sei  nun  etwa  die  kritische  Stelle  S'^'(3  ^^  a^)  so  beschaffen,  dafs 
zu  ihr  a  konjugierte  Entwickelungen  gehören,  welche  nach  Potenzen  von 

(jS  —  ffd)"  fortschreiten,  und  der  Einfachheit  halber  sei  die  Zuordnung 
der  Reihen  %,  «g, . . .,  m„  zu  den  Blättern  ®i,  Äg,  . . .,  ^„  so  gemacht, 
dafe  die  a  ersten  Potenzreihen  Mi(SB'^'),  %(S'^Oj  ■  ■  ■)  Wn(33('*)  jene  a 
konjugierten  Reihen  sind,   und    dafs  von  ihnen  allgemein  w,(S'^l)  iu 

Mi_l_i(S'^')  übergeht,  wenn  (e  —  c^)"  durch  ra(^  —  k^)"  ersetzt  wird.  Ist 
dann  wieder  f^  die  zu  58'^'  für  alle  w  Blätter  gehörende  beliebig  klein 
anzunehmende  Begrenzung  und  ^^  der  ihnen  allen  zugehörige  Schnitt 
S8(ilS8!*'',  so  ist  dieser  für  die  a  ersten  Blätter  noch  nicht  beseitigt,  da 
hier  die  Entwickelungen  nicht  nach  ganzen  Potenzen  von  s  —  a^  fort- 
schreiten, und  wir  wollen  untersuchen,  iu  welcher  Weise  sich  jetzt 
W]^(^)  ändert,  wenn  der  Punkt  ?ß  im  ersten  Blatte  jenen  Schnitt  von 
einem  Punkte  X  auf  der  linken  Seite  desselben  nach  einem  gegenüber- 
liegenden Punlcte  p  auf  der  rechten  Seite  überschreitet. 

Es  sei  wieder  Ej  ein  den  Punkt  S8P'  und  den  Begrenzungskreis  !^ 
umgebender  Kreis,  innerhalb  dessen  alle  a  Reihen  Mi(S'^'),  ■  ■  ■,  Mfl(S'^') 
konvergieren.  Wählen  wir  dann  wieder  jene  beiden  Gegenpunkte 
innerhalb  des  durch  ©^  und  ?^  gebildeten  Ringes,  so  multiphziert  sich, 
wie   oben   bewiesen,   bei   einer   Umkreisung   des   Punktes    S8*^'    von  l 

nach  p,  also  in  positivem  Sinne,  jedes  Glied  hriz  —  a^)"  allgemein 
mit  a'',  jene  Reihe  Mi(i)  geht  daher  in  die  Reihe  i(j(A)  über,  es  wird 
also  für  alle  innerhalb  jenes  Ereises  gelegenen  Gegenpunkte  tt^  (p)  =^  n^  (i), 
und  genau  ebenso  wie  vorher  beweist  man,  dafs  dasselbe  für  alle 
Punkte  des  ganzen  Schnittes  S.  =  SÖ^^'SS'"'  der  Fall  ist.    Ebenso  beweist 
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man,  clafs  in  dem  zweiten  Blatte  «^(p)  ""  ^gW  wird  u.  s.  w.,  uaÄ  dafs 
endlich  in  dem  a*'"  Blatte  die  Funttionswerte  Ma(p)  für  alle  auf  der 
rechten  Seite  von  S^  liegenden  Punkte  identisch  sind  mit  den  Werten  Ui{H), 
welche  Mi(^)  auf  der  linken  Seite  jenes  Schnittes  annimmt.  Es  ist 
also  für  je  zwei  Gegenpunkte  l  und  q  an  den  a  kongruenten  Schnitten  ä^ 
in  den  Blattern  I^,  I^,  .  . .,  f„: 


».(?)     -«.(»)■ 

Um  also  einen  stetigen  Zusammenhang  der  zu  m(^)  gehörenden 
Funktionswerte  beim  Ühergange  über  diesen  Schnitt  §,  zu  erhatten, 
müssen  wir  jetat  nicht  den  Schnitt  g^  im  ersten  Blatte  wieder  auf- 
heben, indem  wir  jeden  Punkt  q  desselben  mit  seinem  Gegenpunkte  A 
in  demselben  Blatte  durch  einen  unendlich  dünnen  Paden  verbinden, 
sondern  wir  verbinden  jeden  Punkt  p  des  ersten  Blattes  mit  seinem 
Gegenpunkte  J.  im  zweiten  Blatte  durch  einen  unendhch  düniien 
Faden;  ebenso  verbinden  wir  jeden  Punkt  p  auf  der  rechten  Seite  von  §^ 
im  zweiten  Blatte  mit  seinem  Gegenpunkte  X  auf  der  linken  Seite 
von  §^  im  dritten  Blatte,  und  fahren  in  derselben  Weise  fort,  bis  wir 
alle  Punkte  p  des  Schnittes  S^  im  {a  —  1)'^"  Blatte  mit  ihren  Gegen- 
punkten A  im  a'*"  Blatte  durch  Fäden  verbunden  haben.  Alsdann 
müssen  wir  endlich  alle  Punkte  p  auf  dem  rechten  Ufer  von  §^  im 
letzten,  dem  a*™  Blatte,  mit  ihren  Gegenpunkten  >l  auf  dem  lioken 
Ufer  des  ersten  Blattes  durch  unendlich  dünne  Fäden  verbinden.  Diese 
letzte  Verbindung  durchsetzt  allerdings  die  früher  gemachten  Verbin- 
dungsfäden der  vorigen  Blätter;  wir  denken  uns  aber  jene  Verbindung 
ein  für  alle  Male  so  gemacht,  dals  eine  solche  Durchsetzung  immer 
möglich  ist,  dafs  also  jene  letzten  Fäden  an  den  vorher  gezogenen 
vorübergeführt  werden,  und  wir  setzen  auch  hier  fest,  dafs  ein  Über- 
gang von  einem  Punkte  p  des  einen  Blattes  zu  einem  Punkte  A  eines 
anderen  Blattes  nur  dann  möglich  ist,  wenn  man  sie  auf  einem  der 
Verhindungsfäden  bewerkstelligen  kann.  Alsdann  kann  man  von  jedem 
Punkte  p  von  S;  nur  zu  einem  Gegenpunkte  X  von  S;+i  und  ebenso 
von  jedem  Punkte  X  von  S",-  zu  dem  Gegenpunkte  p  von  ^t—i  Über- 
gehen, während  in  gleicher  Weise  der  einzige  mögliche  Übergang  von 
dem  rechten  Ufer  von  iS,  in  Sla  nur  zu  dem  linken  Ufer  von  §i  in  Äj 
i  ist.     Denkt  man  sich  jene  a  Blätter  nun  in  dieser  Weise  zu- 
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sammengeheftet,  imd  werden  die  Funktionswerte  von  Mi(^), .  -  ■,  M^(^) 
auf  ihnen  ausgebreitet,  so  erkennt  man,  dafa  sich  nunmehr  diese 
Werte  auch  über  den  Schnitt  §^  in  stetiger  Weise  fortsetzen,  dafs 
man  jetzt  also  auch  diesen  Schnitt  wieder  beseitigen  kann,  nachdem 
man  die  n  Blätter  in  der  angegebenen  Weise  zusammengeheftet  hat. 
Es  seien  nun  jene  n  wie  vorher  zerschnittenen  Kugelflächen 
^,,^3, ...,  Ä«  gegeben;  dann  können  wir  jeden  der  An  Schnitte  §  in  jenen 
Blättern  fortlassen,  nachdem  wir  längs  derselben  die  Flächen  in  der 
richtigen  Weise  zusammengeheftet  haben.  In  der  That  gehört  jeder 
solche  Schnitt  §,■  in  einem  Blatte  S^  zu  einer  Reihe  %(58''>);  schreitet 
nun  diese  Reihe  nach  ganzen  Potenzen  fort,  so  heften  wir  jeden 
Punkt  Q  auf  der  rechten  Seite  jenes  Schnittes  mit  dem  Gegenpunkte  ). 
auf  dem  linken  Ufer  desselben  Schnittes  durch  einen  unendlich 
dünnen  Faden  zusammen  und  lassen  alsdann  den  Schnitt  fort.    Schreitet 

dagegen  M(,(3J''')  nach  Potenzen  von  (z  —  a^)"  foi-t,  so  koincidieren  die 
S'unktionawerte  «^(p)  in  allen  Punkten  auf  der  rechten  Seite  des 
Schnittes  §,■  mit  den  Werten  -u^i^^)  für  die  entsprechenden  Gegen- 
punkte auf  der  linken  Seite  jenes  Schnittes  in  einem  ganz  bestimmten 
anderen  Blatte  SE/,  und  alsdann  denken  wir  uns  jeden  Punkt  p  von  Sj 
mit  seinem  Gegenpunkte  l  von  ^^'  in  gleicher  Weise  unter  Durch- 
setzung der  die  dazwischen  liegenden  Kugelschalen  verbindenden  Fäden 
durch  unendlich  dünne  Fäden  verbunden.  In  dieser  Weise  erhalten 
wir  für  jeden  Schnitt  in  jedem  Blatte  eine  Zusammenheftung  längs 
desselben,  so  dafs  nun  über  ihn  hinaus  stets  ein  kontinuierlicher  Über- 
gang in  dasselbe  oder  in  ein  eindeutig  bestimmtes 
anderes  Blatt  sieh  ergiebt,  mag  man  nun  jenen 
Übergang  vom  rechten  zum  linken  oder  vom 
linken  zum  rechten  Ufer  machen.  Die  Punkte  ^^ 
auf  einer  solchen  Übergangslinie,  längs  deren 
z.  B.  das  rechte  Ufer  von  S;  mit  dem  linken 
von  ^i4_i  zusammengeheftet  sein  möge,  unter- 
scheiden sich  von  den  übrigen  Punkten  der 
"  einzelnen  Kugelflächen  nur  durch  den  nnwesent- 

^*  liehen  Umstand,  dafs  von  ihrer  Umgebung  die 

eine  Hälfte  zu  der  Kugelüäehe  Mi,  die  andere  zu  der  darunter  liegen- 
den Fläche  Si^.!  gehört. 

Sind  die  Blätter  dann  läi^s  der  nh  Ühergangshnien  §  aneinander 
geheftet,  so  erhält  man  eine  kugelförmige,  aus  n  Blättern  bestehende 
Fläche,  deren  Blätter  nun  aber  nicht  mehr  getrennt  verlaufen,  sondern 
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eben  längs  jener  Ubergangslinien  §  miteinander  zusaranienhäiigen  koniien; 
und  zwar  hängen  für  jede  Potenzreihe  «(5(3),  welche  nach  Potenzen  Ton 

(s  ~  ßf,)"  fortschreitet,  genau  a  und  nur  a  jener  Blätter,  ^j^,  ®,-,, . .  ,  §ti^, 
in  der  Weise  Kuaammen,  dafa  man  hei  fortgesetzter  TJmla-eiaiiag 
des  Punktes  $  im  positiven  Sinne  der  Reihe  nach  aus  ß,-^  nach  §,„ 
K;j, . .  .,  S;  nnd  erst  nach  ts-nialiger  Umkreisimg  wieder  nach  S,-,  zurüok- 
gelai^t.  Ein  solches  Aggregat  von  n  Kugelfläehen,  ■welche  nach  diesem 
durch  die  Natur  der  Funktion  u  und  in  aweiter  Linie  auch  durch  die 
Wahl  der  Schnitte  §  vollständig  bestimmten  Gresetze  zusammengeheftet 
sind,  nennt  man  eine  „Riemannsehe  Kugelflaohe",  und  sie  möge 
im  folgenden  einfach  mit  31  bezeichnet  werden.  Auf  ihr  läfst  sich, 
wie  eben  bewiesen  wurde,  die  analytische  Funktion  u  in  der  Weise 
fortsetzen,  dafs  die  sämtlichen  Werte,  die  u  für  alle  endliehen  oder 
unendUchen  Werte  von  g  annimmt,  eindeutig  ausgebreitet  sind  und 
sich  überall  stetig  aneinamier  schliefsen,  mit  Ausnahme  derjenigen  in 
endlicher  Anzahl  aufti-etenden  Punkte,  für  welche  u  unendlich  grofs  wird. 


§5. 

Im  vorigen  Abschnitte  haben  wir  gezeigt,  dafs  alle  bis  jetzt  be- 
trachteten Punkte  ^  der  Riemannschen  Kugelfläche  SR  in  Bezug  auf 
ihre  nächste  genügend  kleine  Umgebung  genau  denselben  Charakter 
haben,  wie  die  Punkte  einer  einfachen  Kugelflaohe.  Dieselbe  besteht 
nämhch  stets  aus  allen  Punkten  einer  kleinen  Kugelcalotte,  deren 
Mittelpunkt  Sß  ist,  und  welche  sich  im  allgemeinen  ganz  in  einem  der 
«  Blätter  befindet;  nur  für  die  Punkte  der  Ubergangslinien  liegt  jene 
Calotte  zur  Hälfte  in  einem,  zur  Hälfte  in  dem  mit  ihm  verbundenen 
Blatte;  dies  ist  aber  für  das  Weitere  voUig  gleichgiltig. 

Etwas  anders  gestaltet  sich  aber  die  Umgebung  derjenigen  Punkte, 
welche  am  Anfang  und  am  Ende  eiaer  solchen  Uhergangslinie  hegen, 
und  diese  müssen  wir  noch  etwas  genauer  betrachten.  Es  sei  SS8o  =  § 
ein  solcher  Schnitt,  längs  dessen  Rändern  nach  der  Zusammenheftung 
a  Blätter,  etwa  Sj,  Sj, .  . .,  S^,  zusammenhängen.  Es  seien  von  vorn- 
herein die  beliebig  klein  zu  machenden  Begrenzungskreiee  !  und  !(,  um 
58  und  SS,,  in  allen  jenen  Buttern  unendlich  klein  gemacht,  und  dann 
das  rechte  Ufer  von  ^  mit  dem  linken  von  Ü^  Hngs  des  ganzen 
Schnittes  von  Sd  bis  fflo  zusammengeheftet,  und  das  Entsprechende  für 
die  übrigen  Blätter  durchgeführt.  Dann  sieht  man  leicht,  dafs  die 
Umgebung  von  35,  d.h.  die  G-esamtheit  aller  Punkte  von  91,  deren 
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auf  5i  gemessene  Entfemiuig  von  SS  beliebig  Hein  ist,  in.  diesem  Falle 
keineswegs  eine  einblättrige  einfache  Kugelealotte  ist.  Sie  ist  vielmehr 
offenbar  eine  Meine  Schraubenfläche  TOn  sehr  kleiner  Steigung,  welche 
sich  in  a  Yollen  Gängen  um  S8  hemm  wbidet,  und  deren  Ende  dann 
anter  Durchsetzung  aller  anderen  Windungen  in  den  Anfang  zurück- 
kehrt. 

Denken  wir  uns  auf  dem  kleinen  Kreiscjliader  in  Fig.  15  eine  Spirale 

Igen,  welche  nach  a  Windungen  wieder  in  ihren  Anfang  zurückUiuft, 

und  projizieren  wir  sie  von  einem  Punkte  5S  der  Cylinder- 

achse  aus,  so  wird  durch  die  Bewegung  des  Projektions- 

strahles    eine    Fläche    beschrieben,     welche,    falls     der 

Cylinder  klein  ist  und  die  a  Windungen   einander  sehr 

nahe    liegen,    ein    Bild    der    Umgebung    eines     solchen 

Punktes  SS  auf  der  Rieraannschen  Fläche  9t  ergiebt.  Der 

einzige   Unterschied   besteht   darin,   dafs    es    nicht    eine 

kleine  Spirale  von  a  Windungen,   sondern   ein   System 

von  a  sehr  nahen  Kreisen  ist,  von  denen  jeder  mit  dem 

folgenden   durch   kleine  Übergangshnien   verbunden   ist, 

^'^'  ^^'         und   welche   von   einem   Punkte  S8  der  Achse   projiziert 

werden  (s.  d.  Fig.  16).    Jedoch  erkennt  man  sofort,  dafs  die  erste  kleine 

Fläche  in  die  zweite  durch  eine  ganz  emfache  Deformation  übergeführt 

werden  kann. 

Einen  solchen  Punkt  der  Kugelfläche  91,  dessen  Umgebung  keine 
einfache  Calotte,  sondern  eine  mehrblättrige  Schraubenfläche  ist,  wollen 
wir    einen   Windnngspunkt    oder    Verzweigungs- 
punkt der  Fläche  9t  nennen  und  im  folgenden  durch  33 
bezeichnen;  und  zwar  soll  ^  ein  ra-blättriger  Verzwei- 
gungspunkt     oder     ein     Verzweigungspunkt     der 
(a  —  1)*™  Ordnung  heifsen,  wenn  die  Umgebung  eine 
Schraubenüäche  von  a  Gängen  ist,  wenn  also  in  33  »  unter 
den  n  Blättern  von  9t  zusammenhängen.     Bei  einem  Ver- 
zweigungspunkte  («  —  1)'*'  Ordnung  SS  kehrt  ein  Funkt 
seiner  Umgebung  erst  nach  ö-mahger  Umkreisung  von  SS 
Fig.  16.         in    seine    Anfangslage    zurück.     Nach    dieser    Definition 
kann   ein   gewöhnhcher  Punkt  ^q  der   Kugelfläche  auch 
als  ein  Verzweigungspunkt  nuUter  Ordnung  angesehen  werden,  da  hier 
ein  Punkt  9ß  der  Umgebung  von  ^p  schon  nach  einmaliger  Umkreisung 
von  ^a  in  seine  Anfangslage  zurückkehrt. 

Wir  müssen  endlich  noch  die  Endpunkte  SS'"'  dieser  Schnitte  S858W 
untersuchen,  welche  alle  dem  willkürlich  aber  fest  angenommenen 
reguMren  Werte  {s  =  ß^)  entsprachen,     Ich  behaupte  nun,  dafs  diesem 
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Werte  n  einfache  reguläre  Punkte  ^["^j  ^ß^"), .  . .,  ^j^^  von  ?ft  entsprechen, 
deren  Umgebungen  sämtlich  Meine  Kugelcalotteu  sind.  Der  einzige, 
aher  ganz  unwesentliche  Unterschied  ist  der,  dafs  eine  solche  Um- 
gebung nicht  in  einem  einzigen  Blatte  oder  in  zwei  Blättern  zu  liegen 
braucht,  sondern  auch  sehr  wohl  mehreren  Terschiedenen  Blättern  an- 
gehören bann,  je  nach  der  Natur  der  Schnitte,  welche  ihren  gemein- 
samen Endpunkt  gerade  in  diesem  Punkte  ^ßC*  haben.  In  der  That, 
ea  sei  ^l**'  einer  der  zu  (2  =^  ß^  gehörigen  regu^ren  Punkte  von  91, 
und  ^  sei  ein  beliebiger  Punkt  seiner  Umgebung.  Da  (2  —  ßf,)  eine 
reguläre  Stelle  ist,  so  ändern  sich  die  Werte  von  w(^)  in  der  Um- 
gebung von  SO'"*  stetig  und  sind  von  den  (n  —  1)  konjugierten  Werten 
um  endliche  GrÖfsen  verschieden,  welche  den  genau  unter  bzw.  über  5ß 
Kegenden  Punkten  entsprechen.  Denkt  man  sich  nun  den  Punkt  ^13  auf  9t 
einmal  um  ^ßj,  herumgeführt,  so  tritt  jener  Punkt  jedesmal  in  ein  neues 
Blatt  ein,  wenn  er  einen  der  vorher  betrachteten  Schnitte  SS^  über- 
schreitet, welcher  seinen  Endpunkt  gerade  in  diesem  Punkte  Sg  hat. 
So  wird  ?ß  bei  seiner  Umkreisung  im  allgemeinen  in  mehrere  Blätter 
ein-  und  wieder  aus  ihnen  heraustreten,  aber  bei  dem  ganzen  unendlich 
kleinen  Wege  um  W^'i  herum  unterscheidet  sich  M(?ß)  von  m(S}W)  um 
unendlich  wenig,  d.  h.  bei  jener  ganzen  Umkreisung  ändert  sich  der 
Wert  von  w(^)  um  unendlich  wenig,  während  er  sieh  von  allen  («—  1) 
konjugierten  Wurzeln  um  endliche  Gtröfsen  unterscheidet.  Nach  einer 
einmaligen  Umkreisung  von  SS'"'  mufs  also  ^  notwendig  in  seine  An- 
fangslage zurückkehren,  denn  u(S^)  kann  nur  einen  der  n  konjugierten 
Werte  annehmen,  darf  sich  aber  andererseits  nur  um  unendhch  wenig 
bei  jenem  Umlaufe  ändern,  imd  dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  ^  nach  einem  einmaligen  Umlaufe  in  seine  Anfangslage  zurück- 
kehrt, wenn  also  S8*"'  ein  regu^rer  Punkt  der  Fläche  Ift  ist. 

So  hat  sich  gezeigt,  dafs  die  ganze  Fläche  ift  aus  lauter  regulären. 
Punkten  besteht,  mit  einziger  Ausnahme  einer  endlichen  Anzahl  von 
Ver  z  wei  gungspunkten 


in  deren  jedem  gewisse  Blätter  der  Kugelfläche  zusammenhängen.  Zu 
jeder  endlichen  oder  der  unendlich  fernen  Stelle  (s  =  a)  gehört  jetzt 
nicht  ein  Punkt,  sondern  im  allgemeinen  n  sogenannte  konjugierte 
Punkte  „ 

?i,     %,■■;% 

der  Riemannschen  Fläche,  welche  genau  unter  einander  liegen,  und 
ebenso  wie  früher  durch  Projektion  des  Pimktes  (s  =  a)  auf  der 
Horizontalebene  vom  Südpole  der  Kugelüäehe  ans  gefunden  werden. 
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Nur  in  dem  Falle  ist  die  Anzahl  der  untereinander  liegenden  kon- 
jugierten Punkte  kleiner  als  n,  wenn  einer  oder  mehrere  unter  ihnen 
Verzweigungspunkte  sind.  Gehören,  um  gleich  den  allgemeinsten  Fall 
zu  nehmen,  zu  einem  Werte  (3  =  a)  v  verschiedene  Punkte  S^^,  ^^, . . .,  ^» 
der  KugeMäche,  in  denen  hzw.  i^,  ?.^, . . .,  l^  Blätter  derselben  zu- 
sammenhängen, so  ist  stets 

K  +  ^2-\ +  itr  =  M. 

Zu  jedem  regulären  Punkte  ^^  von  31  gehört  ein  eindeutig  be- 
stimmtes Funktionenelement 

«(«-Zft(8-..)', 
welches  nach  ganzen  Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  (s  —  a^) 
fortschreitet  und  eine  der  Wurzeln  u  für  alle  Punkte  $  von  8t  in 
endlicher  Umgebung  von  ^t,  darstellt.  Nur  für  gewisse  unter  diesen 
Punkten  beginnt  m(^o)  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Potenzen 
von  {s  —  ßfl) . 

Ist  dagegen  SS{.e^=(3)  ein  Verzweigimgspunkt  der  («  — 1)'*°  Ord- 
nung oder  ein  a-blätta-iger  Verzweigungspunkt,  so  gehört  zu  ihm  eine 
Potenzreihe: 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (^  —  ß)"  fortschreitet,  und  ihr  ent- 
sprechen genau  a  konjugierte  Beiheu 

»,(«),    «,(S8),...,»,CiB), 

welche  aus  t(^(SS)  dadurch  hervorgehen,  dafs  man  (s  —  ß)"  durch  seine 
a  konjugierten  Werte 

ersetzt,  oder  vrelehe  aus  %(5ß)  dadurch  hervorgehen,  dafs  der  betrachtete 
Nachbarpunkt  den  Punkt  SS  einmal,  zweimal, . . .,  (a  —  1)  mal  umkreist. 
Jene  a  Reiben  stellen  hier  also  zusammengenommen  die  «-blättrige 
Umgebung  von  SS  in  genau  derselben  Weise  dar,  wie  für  einen  regu- 
lären Punkt  die  Punktionswerte  der  einblättrigen  Umgebung  durch  ein 
einziges  Funktionenelement  dargestellt  werden. 
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Achte  Vorlesung. 

Die  rationalen.  Funktionen  9i(Mj ,  .  ,  .,  u^)  der  n  GlcicliungBw  i7cln  —  Lml  ufe 
imd  Substitutionen.  —  Die  Substitutionagnippen.  —  Die  Be  Im^un^en  laf  Ufs 
eine  Funktion  iJ(Mi,  .  .  .,  m„)  eine  rationale  Funktion  von  *  lat  —  Zuaanunen 
hängende  und  nicht  Husammenhängende  Riemannsche  KugelfläoUen  Irrednkt  ble 
und  rednktible  ßleicknugen.  —  Durch  eine  irreduktihle  Gleichuug  wiid  eine 
einzige  analytische  Punktion  definiert.  —  Der  Körper  Kd.  m)  —  Die  auf  dw 
Eiemannsohen  Fläche  regulären  analytischen  Punktionen  sind  die  Funktionen 
des  Körpers  K{«,  u)  und  keine  andei'en. 

§  1- 

Die  EigebnisBe  der  siebenten  Vorlesung  zeigten,  dafs  die  Potenz- 
reilien 

welche  die  n  Wurzeln  der  Gleichung  f  (m,  ^)  =  0  in  der  Umgebung 
einer  beliebigen  regu^ren  Stelle  (s  =  a^  darstellen,  bzw.  über  die 
n  Blätter  _       ._  _ 

S„     %, .  .  .,  S„ 

der  Riemannschen  Kugelfläche  Sft  eindeutig  fortgesetzt  werden  können, 
so  dafs  «i,  Mg, . . ,,  M„  für  jede  reguläre  und  kritische  SteUe  (0  =  rt) 
eindetitig  bestimmte  Eeiben  sind,  die  nach  ganzen  bzw.  nach  ge- 
brochenen Potenzen  von  s  —  a  fortschreiten,  und  alle  für  einen  end- 
liehen Bereich  , 

\Z~a-  <  e 

konYergieren.  Dasselbe  gilt  also  auch  Yon  jeder  beliebigen  rationalen 
Funktion  t.  ,  , 

Ii{u^,  Mg,  . . .,  M„) 

der  n  Wm-zeln.  Wir  haben  auf  S.  26  bereits  spezielle  Funktionen 
dieser  Art,  nämlich  die  symmetrischen  Funktionen  der  n  Wurzeln, 
nntersueht  und  nachgewiesen,  dafs  sie  rationale  Funktionen  von  2  sind. 
Damit  aber  eine  rationale  Funktion  der  Gleichungs  würz  ein  eine  rationale 
Funkfcion  von  s  sei,  ist  im  allgemeinen  keineswegs  erforderlich,  dafs 
sie  symmetrisch  sei,  d.  h.  durch  keine  Perrautation  der  Wurzeln  eine 
Änderung  erfahre;  es  ist  vielmehr  nnr  nötig,  dafs  sie  bei  gewissen, 
von   der   Natur   der  Fläche  9i  abhängigen  Permutationen   nngeändert 
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bleibe.     Zu  der  aUgemeinen  Lösung  dieser  Aufgabe  führen  die  folgen- 
den Eetraclitungen: 

Läfsb  man  die  unabhängige  Variable  0  von  der  Stelle  (^  =  a^  zu 
einer  Stelle  (3  =  k)  einen  beliebigen  Weg  s  beschreiben,  welcher 
aber  durch  keinen  kritischen  Punkt  hindurchgehen  soll,  und  setzt  man 
auf  ihm  die  «  Punktioneneleraente  uf\...,u'^^  simultan  fort,  so  ent- 
sprechen dem  Wege  s  tou  s  n  kongruente,  genau  untereinander  liegende 
Wege  s^,  s^, .  ■  ■,s„,  die  Ton  den  n  Aufau^punkten  ^^"1, . . .,  *p^<*'  aus 
bis  zu  den  n  ebenfalls  genau  untereinander  liegenden  Endpunkten 
gehen,  welche  zu  dem  Bndwerte  (s  =  a)  gehören.  Um  die  Beziehung 
zwischen  den  (n -|- 1)  Wegen  s,  Si,...,s„  deutlicher  zu  übersehen, 
umgeben  wir  die  Riemannache  Mäche  5ft  mit  einer  konzentrischen 
einbBifctrigen  Kugelfiäche  @,  deren  Durchmesser  nur  wenig  gröfser  ist, 
als  der  von  5R,  und  bilden  auf  ihr  die  sämtlichen  Punkte  Ton  s  ab. 
Dann  liegen  die  zu  jedem  Punkte  p*"'  (5  =  a^)  von  S  gehörigen  konjugierten 
Punkte  S^f\  ^f\...,  5ßW  von  3i  genau  unter  diesem  Punkte  ^)(«'. 
LäJst  man  ferner  s  einen  beliebigen  Weg  s  auf  S  beschreiben,  so 
entsprechen  ihm  die  w  zu  s  kongruenten,  genau  unter  s  liegenden 
Wege  Sj,  Sj, . .  .,  s„,  welche  in  den  n  Blättern  von  ^  in  eindeutig 
bestimmter  Weise  verlaufen.  Betrachten  wir  speziell  einen,  etwa  den 
ersten  dieser  Wege  s^,  so  wird  dieser  zuerst  von  ^f^  aus  ein  Stück  in 
dem  ersten  Blatte  S^  verlaufen,  kann  aber  dann  in  ein  bestimmtes 
anderes  Blatt  übergehen,  ■wenn  er  nämlich  im  ersten  Blatte  an  eine 
Übergangslinie  kommt.  Dann  kann  er,  eine  weitere  Übergangslinie 
überschreitend,  in  ein  drittes  Blatt  eintreten  u.  s.  w.,  bis  er  in  einem 
bestimmten  Punkte  ^,-j  des  i^'^°  Blattes  endigt,  welcher  zu  dem  End- 
werte (s  =  a)  gehört,  so  dafs  also  bei  direkter  Portsetzung  das  Änfai^s- 
element  m^"'  in  das  Endelemenfc  «;,  übergeführt  wird.  In  gleicher 
Weise  mögen  bei   dieser  Fortsetzung  die  zu  {s  =  a^)  gehörenden  An- 


in  die  Endelemente 

übergehen,  welche  sämtlich  zu  (s  —  u)  gehören  und  alle  voneinander 
verschieden  sind,  da,  falls  z.  B.  «1,^  ==  U/^  wäre,  ein  imd  dasselbe 
Endelement  u/^  bei  Durchlaufung  des  umgekehrten  Weges  in  zwei 
verschiedene  Anfangselemente  uf^  und  m^**'  überginge,  was  offenbar 
unmöglich  ist. 

Besteht    zwischen    den    n   Punktionenelementen   ufl,  up,  . . .,  iif> 
irgend  eine  rationale  Gleichung 
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B(uf\  «m,  ...,mW)  =  0 

mit  rationalen  Funktionen  von  B  als  Koeffizienten,  so  bleitt  sie  erfüllt, 
wenn  man  diese  n  Elemente  anf  irgend  einem  Wege  fortsetzt;  aus  ilir 
folgt  also  sofort  die  Richtigkeit  der  allgemeineren  Gleichung 

B(%,,M,-„...,M,^)  =  0, 

wenn  dieses  wie  vorher  die  Endelemente  sind,  welche  zn  den  n  kon- 
gruenten Eortsetzungsbahnen  gehören. 

Es  sei  speziell  der  Weg  s  auf  S  eine  geschlossene,  von  einer  heliehigen 
Stelle  (s  ^  c)  ausgehende  und  wieder  dahin  zurücklaufende  Kurve. 
Dann  gehen  die  n  Elemente  jt^,  m^,  .  .  .,  u„  in  die  Reihen  Mf^,  Wi,, . ,  .jW;„ 
über,  welche,  abgesehen  von  der  Eeihenfolge,  mit  jenen  überein- 
stimmen. Bei  jenem  TJmlaaf  s  der  unabhängigen  Variabein  er&hren 
also  die  n  Wurzeln  m^,...,  m„  eine  ganz  bestimmte  Substitution  S, 
welche  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung  durch  die  Gleichung 

bezeichnet  werden  kann.  In  derselben  Weise  geht  offenbar  eine  be- 
liebige rationale  Funktion  JR(u^,  u^, .  . -fU^  bei  jenem  Umlanfe  in 
E (m;,,  %,, . . .,  uQ  über. 

Umkreist  z.  B.  die  Variable  z  einen  Punkt  (z  =  ctf,),  dem  auf  der 
Fläche  91  ein  ß-blättriger  Verzweigungspunkt  33„  und  sonst  lauter 
reguläre  Punkte  entsprechen,  und  wo  etwa  die  a  ersten  BHitter  S^, . . .,  Sa 
in  dieser  Reihenfolge  in  3?„  zusammenhängen,  so  geht  bei  dieser  Um- 
kreisung 


über,  während  alle  anderen  Wurzehi  unge'andert  bleiben;  die  zugehörige 
Permutation  ist  also  die  folgende: 


S  =  {  . '   . '    '  '  .  )     oder  kürzer  durch     S  - 


1,  2,...,a--l,  a,  ff-f-1,.. 

2,  3,...,      a,     1,  «4-1,.. 


eine   solche   Vertauschrmg    (     '  „''"',  )   von  a  Elementen   wird  he- 


1,  2,  ...,«\ 

2,  3, ...,  1/ 

kanntlieh  eine  cyklische  Substitution  derselben  genannt.  Jedem  von 
(s  =  ß)  ausgehenden  geschlossenen  Wege  s  entspricht  so  eine  eindeutig 
bestimmte  Substitution  S  für  die  n  Wuj^eln,  welche  aus  der  Natur 
der  Kugelüäche  9t  unmittelbar  gefunden  werden  kann.  Stellt  man 
sieh  also  vor,  dafs  0  von  jenem  Anfangspunkte  aus  der  Reihe  nach 
alle  geschlossenen  Wege  beschreibt,  so  wird  nur  eine  endliche  Anzahl 
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Ton   ihnen   Toneinander    verecliiedene   Substitutionen    der    n   Wurzeln 
ergeben,  da  zwei  Umläufe,  zwischen  denen  kein  kritisclieT  Punkt  ent- 
halten ist,  dieselbe  Substitution  lierrorbroigen.     Es  seien 
1)  S^,     S^,  ...,S. 

alle    -voneinander    verschiedenen   Substitutionen   der    Wurzebi,   welche 
durch  die  Um^ufe  von  s  hervorgebracht  werden  können,  und 
la)  s„    s„...,s, 

die  zugehörigen  Wege  von  s  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  SJ.  Läfst 
man  dann  die  Variable  s  zuerst  den  Weg  s,  und  hierauf  den  Weg  Sg  be- 
schreiben, 50  erhält  man  einen  ebeafal!s  geschlossenen  Weg,  der  durch  s^^s^ 
bezeichnet  werde,  und  ihm  entspricht  eine  Substitution,  welche  eben- 
Mls  durch  S^S^  bezeichnet  und  das  Produkt  von  S^  und  S^  genannt 
werden  soll;  sie  entsteht  offenbar,  wenn  man  zuerst  die  Substitution  S^ 
und  nach,  ihr  die  Substitution  jS^  anwendet.     So  ist  z.  B.: 

^^'^'  \2  4  1  3  5/'V5  4  3  2  iJ  \42531/' 
denn  es  geht  z.  B.  durch  S^  1  in  2,  durch  S^  2  in  4,  also  durch  S^S^ 
1  in  4  über,  ebenso  geht  durch  S^  2  in  4,  durch  Äj  4  in  2  über, 
also  geht  durch  S^S^  2  in  2  über,  bleibt  also  ungeändert  u.  s.  w. 
Selbstverständlich  ist  bei  dem  hier  definierten  Produkte  zweier  oder 
mehrerer  Substitutionen  die  Reihenfolge  der  Faktoren  im  allgemeinen 
nicht  gleiehgütig,  wie  aus  der  Vergleichung  des  obigen  Produktes 
mit  dem  anderen: 

„  _ /l  2  3  4  5\/l  2  3  4  5\  A  2  3  4  5\ 
^1  U  4  3  2  1A2  4  1  3  6/  \5  3  1  4  2^ 
hervorgeht.  Da  aber  zu  jedem  Umlaufe  s^s^  das  Produkt  Sj^S^  gehört, 
so  mufs  dieses  auch  in  der  vollständigen  Tabelle  (1)  aller  zu  irgend 
einem  Umlaufe  gehörigen  Substitutionen  auftreten.  Man  erhält  also 
den  folgenden,  für  die  Algebra  grundlegenden  Satz,  den  wir  hier 
tens  kurz  hervorheben  wollen: 

Das  zu  allen  Umläufen  gehörige  volSständige  Substitutionen- 
system   jSj,  jSj,  .  . ,,  jSv   bildet   in   dem    Sume   eine    sogenannte 
Gruppe,  dafa  das  Produkt  von  zwei  oder  mehreren  unter  diesen 
Substitutionen  ebenfalls  in  der  Gruppe  enthalten  ist. 
Wir  beweisen  nun  den  folgenden  allgemeiuen  Satz: 

Eine  rationale  Funktion  Ja  (m,  ,  Mj  , . . . ,  m„)  der  n  Wurzeln  Ui 
gehört  dann  und  nur  dann  zu  dem  Körper  K(^)  der  rationalen 
Funktionen   von  2,    wenn   sie   bei  jedem   Umlaufe  von  s  un- 
;  bleibt. 
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Jede  rationale  Fimktion  der  n  Wurzeln  kann  ja  in  endlicher  Um- 
gebung einer  beliebigen  Stelle  (s  =  ß)  in  eine  konTergeiite  Reibe  ent- 
wickelt werden,  welcbe  nach  Potenzen  von  s  —  k  fortschreitet  and 
liöcl^tens  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen  Yon  s  —  «  enthält; 
endUch  kann  li  höchstens  eine  eudhch  vieldeutige  Punktion  von  s  sein, 
in  der  That  kommen  ja  dieselben  Eigenschaften  den  n  "Wurzeln,  also 
auch  jeder  rationalen  Fimktion  deiselben  zu  Eine  solche  Punktion  R 
ist  aber  nach  einem  auf  S.  23  bewiesenen  allgemeinen  Satze  dann  und 
nur  dann  rational  in  s,  wenji  sie  eine  eindeutige  Punktion  des  Ortes 
ist,  deren.  Entwickelung  iu  der  Umgehung  jeder  Stelle  {s  =  k)  nach 
ganzen  Potenzen  von  z~a  fortschreitet.  Damit  nun  diese  erste  Be- 
dingung erfüllt  sei,  ist  notwendig  und  hinreichend,  dafs  sich  B,  bei 
keinem  Umlaufe  von  z  ändere.  Ist  diese  erste  Bedingung  erfüllt,  so 
gilt  aber  das  Gleiche  auch  von  der  zweiten;  in  der  That  kann  die 
Entwickelung  von  "R  nur  dann  überhaupt  gebrochene  Potenzen  von 
2  —  a  enthalten,  wenn  zu  dem  Werte  (s  =  d)  mindestens  ein  Ver- 
zweigungspunkt  der  Biemannsohen  Pläche  ?f{  gehört.  Ist  das  aber  der 
Fall,  und  enthält  die  Entwickelung  von  IE  auch  nur  ßine  gebrochene 
Potenz  >^ 

deren  Exponent  —  ein  reduzierter  rationaler  Bmch  ist,  so  würde  bei 
einem  Umlaufe  um  den  Punkt  («■  =  «)  dieses  Glied  in  das  konjugierte 

cM(>-4  (..,'?) 

übergehen,  d.  h.  die  Reihe  JR  würde  sich  gegen  unsere  Voraussetzung 
in  mindestens  einem  ihrer  Glieder  bei  jenem  Umlaufe  ändern.  Also 
müssen  bei  allen  jenen  Entwickelungen  alle  gebrochenen  Potenzen  von 
s—a  notwendig  fehlen;  ist  dies  aber  der  Fall,  so  ist  31  wirklich 
rational  von  z  abhängig,  was  zu  beweisen  war. 

Eine  unmittelbare  Folge  dieses  allgemeinen  Satzes  ist  das  oben 
erwähnte  Theorem,  dafs  jede  symmetrische  Funktion  der  n  Gleiehungs- 
wurzeln  eine  rationale  Funktion  von  s  ist.  Dieser  Satz  geht  aber  viel 
weiter;  Da  jeder  Umlauf  nm  eine  Stelle  {s  =  <x^,  der  einer  oder  mehrere 
der  Verzweigungspunkte  entsprechen,  nur  cyklische  Vertaiischungen 
bei  denjenigen  Wurzeln  hervorbringt,  welche  dort  ineinander  Über- 
gehen, so  findet  man  leicht  ein  vollständiges  System  von  Substitutionen 

(I„X„...,Z,), 
bei  welchen  eine  rationale  Punktion  Ii(u^, .  .  .,  «(„)   nngeändert  bleiben 
mnfs,   damit    sie   rational  von  s  abhänge;  auch   dieses  System   bildet, 
wie  leicht  zu  sehen,  eineGmppe,  die  sogenannte  Gruppe  der  Gleichung 
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f{u,  i)  =  0,  und  damit  ist  dann  eine  vollständige  Grundlage  für  die 
a^ebraische  Behandlung  dieser  Gleiehtmg  gegeben.  Wir  wollen  jedoch 
auf  diese  Fragen  hier  nicht  naher  eingehen. 


Wir  wollen  dieses  Resultat  benutzen,  um  auf  Grund  der  zugehörigen 
Küugelfläche  Si  die  Frage  nach  der  Zerlegbarkeit  der  Funktion  fiu,  z) 
m  rationale  Faktoren  voUständig  zu  entscheiden.  Die  Fläche  Ift  kann 
entweder  zusammenhängend,  d.  h.  so  beschaffen  sein,  dafs  man  auf  ihr 
fortgehend  von  jedem  ihrer  Punkte  ^f**'  zo  jedem  anderen  Punkte  5(5 
gelangen  kann,  oder  sie  kann  in  mehrere  zusammenhängende  Teile 
zerfallen,  welche  aber  untereinander  keine  Verbindung  haben.  Da  die 
einzelnen  Blätter  nur  durch  eine  endhche  Anzahl  von  Verzweigungs- 
schnitten miteinander  verbunden  sind,  so  ist  die  Frage,  welche  Blätter 
miteinander  zusammenhängen,  welche  nicht,  in  jedem  Falle  leicht  zu 
entscheiden.  Zwei  solche  völlig  getrennte  Teile  können  aber  sehr  wohl 
so  ineinander  liegen,  dafs  sie  nicht  voneinander  entfernt  werden  können. 
Besteht  z.B. die  ganze  Fläche  aus  drei  Kugelschalen,  deren  erste  imd  dritte 
längs  eines  oder  mehrerer  Verzweigungsschnitte  aneinander  geheftet  sind, 
während  die  zweite  zwischen  beiden  liegt,  also  nicht  mit  ihnen  zusammen- 
hängt, 80  durchsetzen  zwar  die  Schalen  ^^  und  fl^g  die  mittlere  Schale  ffig 
längs  jener  Schnitte,  aber  da  kein  Ubergangsfaden  von  S^  bezw.  S'g  zu  % 
hinfuhrt,  so  bilden  Sj  und  {^^  +  S^j)  zwei  getrennte  Teile  von  9i. 
Es  möge  nun  SR  einen  zusammenhängenden  Teil  SR^  besitzen, 
welcher  aus  ^  Kugelschalen  besteht,  und  es  sei  die  Bezeichnung  der 
Schalen  der  Einfachheit  wegen  so  gewählt,  dafs  dies  die  jt  ersten 
Schalen  Sj,  Sg, . . .,  S^  sind.  Sind  dann  Mj,  u^,  . . .,  u,,  die  jenen  Schalen 
entsprechenden  ;i  Wurzeln,  so  ist  jede  symmetrische  Punktion  derselben 

S(»„  «,,...,»,) 
eine  Funktion  von  g,  welche  bei  keinem  einzigen  Umlauf  der  Variablen 
geändert  wird.  Es  sei  nämlich  (z  =  a)  eine  behebige  reguHre  Stelle 
auf  der  einblättrigen,  $i, . . .,  Sß^,  $^  +  i, . . .,  5p„  die  zugehörigen  Punkte 
der  n-blättrigen  Kugelüäehe;  dann  entsprechen  jedem  Umlaufe  der 
Variablen  5  von  jener  Stelle  aus  auf  Sft^  fi  kongruente,  von  ?ßi, . . .,  ^„ 
ausgehende  Wege,  welche  zu  (t  voneinander  verschiedenen  Punkten 
5(J,-,, . .  .,^i  zurückkehren,  die  auch  zu  Sß^,...,  ^^, .  . .,  ^„  gehören;  da 
aber  die  n  —  (i  letzten  Punkte  ^^+i, .  .  .,  ^^  von  ?ft^  aus  nicht  erreich- 
bar sind,  so  sind^,-^, ...,  ^;  abgesehen  von  der  Ordnung  mit  ^j, . , .,  ?ß^ 
identisch.  Eine  symmetrische  Punktion  von  M^, . , ,,  U/^  bleibt  also  in  der 
That  bei  jedem  Umlaufe  von  z  ungeändert  und  ist  demnach  notwendig 
eine  rationale  Funktion  von  s. 
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Bildet  man  nun  die  Gleichung: 

f  (W)  =  (m  -  «i)  .  .  .  (m  -  M^)  -  M"  +  C„_i(5)m^-1  +  -  -  -  +  Co(£)  =  0, 

welcher  nur  diese  ersten  (i  Wurzeln  von  f(u,  s)  —  d  genügen,  so  sind 
auch  ihre  Koeffizienten,  diz)  als  symmetrische  Fimktionen  von 
M^,  Mg, . . .,  Wp  rationale  Funktionen  von  a;  es  sind  also  diese  \t  ersten 
Wurzeln,  welche  dem  zusammenMngenden  Teüe  von  9t  entsprechen, 
für  sich  die  Wiirzeln  einer  Gleichung  des  /i'""  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten. 

Dies  ist  aher  auch  die  Gleichung  niedrigsten  Grades  mit  rationalen 
Koeffizienten,  der  eine  dieser  jt  Reihen  %,  %,...,  «^  genügen  kann. 
Es  besteht  nämlich  der  folgende  Satz: 

Eine  Gleichung  F{u,  s)  =  0  hat  dann  und  nur  dami  mit 

der  Gleichung  f  {u,  a)  =  0  eine  Wurzel   gemeinsam,  wenn  sie 

aUe   anderen  Wurzehi  jener   Gleichung   ehenfalls  besitzt,  d.  h. 

wenn  F{u,£)  durch  \{u,s)  teilbar  ist. 

In   der   That,   ist   u  =  u^   eine  Wurzel  von  F{u,  £)  =  0,    so   ist  nach 

dem  auf  S.  61  bewiesenen  Satze 

y(»,3)_{«-».)F,(..,»„s), 

WO  die  Koeffizienten  von  F^(u)  ebenfalls  für  eine  endliche  Umgebung 
der  Stelle  [s  =  e^  konvergieren.  Setzt  man  nun  die  rechte  Seite 
auf  3ii  von  1ß^  etwa  nach  ^^  fort,  so  bleibt  jene  Gleichung  gütig  und 
sie  geht  über  in  die  andere 

Ji'(«,8)-(»-«,)i?,(«,«„2), 
welche  zeigt,  dafs  auch  die  von  %  verschiedene  Reihe  u^  eine  Wurzel 
der  obigen  Gleichung  ist,  und  das  Gleiche  gilt  von  u^, .  . .,  u^.  Genau 
nach  der  auf  S,  62  benutzten  Methode  folgt  aber  daraus,  dafs  F{u,  s) 
durch  das  Produkt  der  p  zugehörigen  Linearfaktoren  («  —  «,)  teilbar, 
d.  h.  dafs 

r(»,2)-(..-»,)...(»-»,)F(»,«)_f(..,s)J?>,z) 
ist,  und  der  zweite  Faktor  ist  notwendig  eine  rationale  Funktion  von  s, 
weil  dasselbe  von  dem  ersten  gilt. 

Hieraus  ergiebt  sich  sofort  der  wichtige  Satz: 

Eine  Gleichung  F(u^,  d)  —  0,  welche  für  eine  Wurzel  % 

der  Gleichung  f  (w,  z)  —  0  erfüllt  ist,  bleibt  bestehen,  wenn  man 

Wj  durch  die  anderen  Wurzeln  %,  %, . . .,  i(^  jener  Gleichung 

ersetzt. 

Ist  die  Funktion  F(u,  £)  von  niedrigerem  als  dem  fi*'^°  Grade,  so  kann 

sie  nicht  durch  J(m)  teilbar  sein,  wenn  sie  nicht  identisch  verschwindet; 

also  ergiebt  sich  als  KoroUar: 
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Ist  Mj   die  WuTzel  der  Gleichiii^   (i'™  Grades   f  {u)  =  0, 

so    genügt    sie   keiner   Gleiehimg    von    niedrigerem    als    dem 

fi"™  Grade,  es  sei  denn,  daXs   aJIe  ihre  Koeffizienten  identiscl, 

verscliwinden. 

Eine  Funktion Yonw  helfet  irreduktibel  oder  anzerlegbar,  wenn 

sie,  wie  die  Funktion  f  (u,  s)  nicht  in  zwei  Faktoren  niedrigerer  Grade 

mit  rationalen  Punktionen  yon  s  als  Koeffizienten  zerlegt  werden  kann; 

sie  keifst  reduktibel  oder  zerlegbar,  wenn  sie  in  Faktoren  niedrigerer 

Grade   zerfällt,     Aus  unserer  Untersuchung  ergiebt  sich  also   der  von 

Puiseux  herrührende  Satz: 

Eine  Funktion  f(u,  S)  ist  dann  und  nur  dann  irreduktibel, 
wenn  die  zugehörige  Biemannsche  Fläche  zusammenhängend  ist. 
Diesem  stellt  sich  der  allgemeinere  Satz  an  die  Seite: 

Eine  Funktion  f  (u,  z)  besitzt   genau  ebensoviele  irrednk- 
tible  Faktoren,  wie  die  Anzahl  der  zusammenhängenden  Teile 
beträgt,  aus  denen  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  besteht, 
nnd  die  Biätterzahl  eines  jeden  solchen  Teiles   ist  gleich  dem 
Grade  des  zugehörigen  irreduktibeln  Faktors. 
Da  wir  nun  in  den  Stand  gesetzt  sind,   auf  rationalem  Wege  die  zu 
einer  Gleichung  f(ii)  —  0  gehörende  Riemannsche  Fläche  zu  konstruieren 
und   zu  bestimmen,   ob   sie   zusammenhängend  ist  oder  nicht,   so  sind 
wir  auch  imstande  zu  erkennen,  ob  eine  vorgelegte  Funktion  irreduktibel 
ist   oder  nicht,  und  im  letzteren  FaUe  ihre  Zerlegung   in  irreduktible 
Paktoren   sofort   anzugeben.     Wir   können    daher   im   folgenden   auch 
stets  voraneeetzen,   dafs  die  gegebene  Gleichimg  f(u)  =  0   irreduktibel 
ist,    dafs    also    die    algebraische    Funktion    w    keiner    Gleichung    von 
niedrigerem  als   dem  w""'  Grade  mit  rationalen  Funktionen  von  ^  als 
Koeffizienten  genügt,  nnd  diese  Voraussetzung  wollen  wir  für  die  Folge 
machen.     Sollte   sie   für   eine  vorgelegte  Gleichimg  nicht   erfüllt   sein, 
so  wählen  wir  an  Stelle  der  letzteren  der  Reihe  nach  jeden  einzehien 
ihrer  irrednktibehi  Faktoren  nnd  führen  für  diese  die  weiteren  Unter- 
suchungen durch. 

Wir  hatten  bis  jetzt  die  n  Wnrzebi  u{%^),  %i(^s), . . .,  w($„)  einer 
Gleichung  w'™  Grades  als  Elemente  analytischer  Funktionen  betrachtet, 
aber  noch  nicht  untersucht,  ob  sie  untereinander  zusammenhängende 
Elemente  einer  einzigen  analytischen  Funktion  sind,  oder  ob  sie  etwa 
zu  verschiedenen  Funktionen  gehören,  ob  also  durch  eine  Gleichung 
f(Ti^0J  =  O  eine  oder  mehrere  monogene  analytische  Funktionen 
dargestellt  werden.  Die  soeben  durchgeführten  Untersuchungen  beweisen 
nun  die  Richtigkeit  des  folgenden  Pniseuxschen  Fundamentalsatzes: 
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Duixih  eine  irreduktible  Grleichung  n*^"^  Grades  f(u,  g)^0 

■wird  eine  einzige  analyfeisclie  Funktion  w  von  2  definiert,  und 

zwar  für  die  ganze  zugehörige  w-bl'ättrige  Eiemannsclie  Kugel- 

fiäche  9i.     Durcli  eine  reduktible  Gleicliung   werdeii  so  viele 

verscliiedene  analytische  Funktionen  definiert,  als  die  Anzahl 

ihrer  irreduktibeln  Faktoren  beträgt. 

In   der  That   gehört  zu  einer  irreduktibelu  Gleichung  «'™  Grades  eine 

zusammenhängende   w-blättrige   Riemanrisehe   KngeLfläche,    in    der 

Weise,  dafs  jedem  regulären  oder  YerzweigungspYinkte  ^  derselben  ein 

Funktionenelement  m(^)  eindeutig  entspricht.    Denkt  man  sich  also  für 

einen  beliebigen  regulären  Punkt  ^'"1  das  Element  «(^'"1)  gebildet,  und 

dann  analytisch  fortgeeetzt,  und  beachtet  man,  dafs  man  von  Sß'"'  aus  jeden 

anderen  regulären  Punkt  ^  auf  5R   erreichen  und  für  jeden  kritischen 

Punkt  alsdann  das  zugehörige  Element  eindeutig  bestimmen  kann,  so 

ergiebt  sich  die  Kichtigkeit  der  obigen  Behauptung. 

§3. 

Ist  die  Gleichung  n**"  Grades  /■(«,  ^)=0  irrcduktibel,  so  ist  die 
analytische  Funktion  u  auf  der  zugehörigen  Biemannschen  Kugel- 
fläche  yt  eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  TJnendlichkeits- 
stellen  auch  stetig.  An  diesen  Stelleu  ^  beginnt  die  Entwickelm^  des 
zugehörigen  Funktioncnelcmentes  nach  ganzen  oder  (falls  ^  ein  Yer- 
zweigungspunkt  sein  soUte)  nach  gebrochenen  Potenzen  von  (s  —  a) 
vrieder  nur  mit  einer  endlichen  Anzahl  negativer  Potenzen.  "Wir 
wollen  daher  diese  Stellen  wieder  als  Pole  der  Funktion  it  bezeichnen. 

Zu  jeder  Stelle  ^^°\  mag  sie  nun  eine  reguläre  oder  eine  Ver 
zweigungeetelle  sein,  gehört  ein  einziges  Punktionenelement: 

«W"')-6.(«-«.)'  +  &+.(«-««)^+--', 

welches  den  Wert  von  u  für  alle  Nachbarpunkte  5ß  einer  genügend 
kleinen  Umgebung  von  ^'"i  eindeutig  definiert.  Ist  ^P'"'  regulär,  also 
die  Umgebung  ein  einblättriger  kleiner  Kreis,  so  ist  ß  =  l,  die  Ent- 
wickelung  sehreitet  nach  ganzen  Potenzen  von  (s  —  «„)  fort.  Ist  da- 
gegen ^t*'^  ein   «-blättriger  Verzweigungspankt,   so   sehreitet  die  Ent- 

wickelung  nach  ganzen  Potenzen  von  (s  —  ß)"  fort,  und  stellt  w(^) 
für  alle  Nachbarpunkte  ^  von  ^ßCl  dar,  welche  auf  der  kleinen  ß- blättrigen 
Schraubenfläche  hegen,  die  in  diesem  Falle  die  Umgebung  von  ?ß"*l 
bildet.    Soll  ferner  umgekehrt  ein  Element  v(^^)  irgend  einer  analytischen 
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FtuLktiomi  in  der  Umgeljang  eines  «-buttrigen  Verzweigungspunktes  Sßt") 
eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ^  sein,  so  mufs  iu  der  zugehörigen 
Entwickelung:  ^  t-;^ 

der  Generalnenner  &  aller  Exponenten  notwendig  gleich  a  oder  ein 
Teiler  von  a  seia.  L'äfst  man  nämlich  den  Punkt  ^  den  Mittelpunkt  '^^"'i 
a-mal  umkreisen,  xmd  beachtet  dabei,  dafs  er  dadurch  wieder  in  seine 
Anfangslage  zurückkelirt,  so  folgt: 

«C!pm)  =  zf,(«-.f-if,«'"'(2-«f, 

wenn  (a  =  e  *    ist;  also  mufs  für  jeden  der  auftretenden  Exponenten  r 


also  wirklieh  a  ein  Vielfaches  von  h  sein. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  umgekehrte  Aufgabe: 

Es   sei  M  eine  beliebig   gegebene  algebraische   Funktion, 

91  die  zugehörige   zusammenMugende  Kugelfläche,     Es  sollen 

alle  analytischen  Funktionen  gefunden  werden,  welche  auf  9i 

eindeutig  und   bis  auf  eiue   endhche  Anzahl  von  Polen  auch 

stetig  sind. 

Wir  fanden  früher,  dafs  die  Gesamtheit  alier  analytischen  Funktionen  Z, 

welche    auf    der    einblättrigen    Kugelfläche    eindeutig   und   bis   auf 

endliche  Anzahl  von  Polen   auch   stetig  sind,  mit  dem   Körper  K{ß) 

aller   rationalen   Funktionen   von  Z  identisch  ist.     Wir   werden  jetzt 

einen   Fundamentalsatz   beweisen,    welcher    eine    direkte    Erweiterung 

jenes  Theorems  auf  die  algebraischen  Funktionen  ist.    Zu  dem  Zwecke 

erweitem   wir    den   früher   benutzten   Begriff   des   Körpers    folgender- 

matsen; 

Es    sei   M   eine    gegebene   algebraische    Funktion    von   s, 
welche  durch  die  Gleichung 

f{u,  s)^u-  +  »„„iCs)!*"-'  +  .  -  -  +  a^{d}  ^  0 

definiert  sein  möge.  Dann  bildet  die  Gesamtheit  aller  rationalen 
Funktionen  ,-  -       , 

von  u  und  g  einen  Bereich,  welcher  der  zu  ifi,u)  gehörige 
Funktionenkörp  er  genannt  und  durch  J5r(:S,w)bezeichnetwerdeu 
soll;  jede  solche  Funktion  JJ  soE  ein  Element  des  Körpers 
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heifaen.      Diese   Definition    und    alle    zunächst    zu    ziehenden 
FolgeruDgea  gelten  auch,  wenn  die  Defiuitiousgleicliuiig  für  u 
reduktibel  ist.     Wir  werden  aber  im   folgenden  nur  den  Fall 
einer  irreduktiblen  Gleichung  in  Betracht  ziehen. 
Der  hier   definierte   Körper  K  {z,  m)  hat  wieder  die  Eigenschaft,   dafs 
man  ihn  niemals  verläist,  wenn  man  irgend  welche  Ton  seinen  Elementen 
durch  die   elementaren  Operationen   der  Addition,   Subtraktion,  Multi- 
plikation und  Division  verbindet,   denn  die  Summe,  die  Differenz,  das 
Produkt  und  der  Quotient  von  zwei  rationalen  Punktionen 

von  te  und  s  ist  ja  wieder  eine  solche,  gehört  also  ebenfalls  dem 
Körper  K(s,  iC)  an,  und  umgekehrt  kaim  jedes  Element  des  Körpers 
aus  den  beiden  Elementen  s  und  m  durch  genügend  oft  wiederholte 
Anwendung  jener  vier  Rechenoperationen  gebildet  werden. 

Alle   Elemente   des   Körpers  Kis,ii)    sind   auf  der  zu  w 
gehörigen  Riemannschen  Kugelfläche   eindeutige   und   bis  auf 
eine   endliche   Anzahl  von  Polen   daselbst   stetige    analytische 
Funktionen. 
Dies  ist  für  n  bereits  bewiesen  und  für  s  selbstverständlich.     Nimmt 
man  aber  an,  dafs  zwei  Funktionen  JJ  und  V  des  Körpers  jene  Eigen- 
schaften besitzen,    so    gilt   dasselbe   auch   von   den   vier   analytischen 
Funktionen  ,.- 

U+V,     U-V,    UV,     y 

(wobei  natürlich  der  Quotient  nur  dann  eingeführt  werden  darf,  wenn 
der  Nenner  nicht  identisch  Nuü  ist).  Da  nun  jede  Funktion  des 
Körpers  K{u,i)  auf  diesem  Wege  entsteht,  so  ist  unsere  Behauptung 
voUstäJidig  bewiesen. 

Die  soeben  gefundene  Eigenschaft  der  Funktionen  des  Körpers  ist 
aber  für  sie  charakteristisch;  es  besteht  immhch  der  folgende  Fun- 
damentalsatz, durch  welchen  zugleich  die  oben  gestellte  Aufgabe  voll- 
ständig gelöst  wird. 

Eine  analytische  Funktion   JJ  ist  dann  und  nur  dann  auf 
der  Kugelfläehe   SU   eindeutig   und  mit  Ausnahme   einer   end- 
lieben  Anzahl   von  Polen  auch   stetig,  wenn  sie  dem  Körper 
X(s,m)  angehört. 
Dafs  diese  Bedingung  notwendig  ist,  damit  CT  zu  K{p,i.C)  gehöre,  folgt 
aus  der  soeben  bewiesenen  Eigenschaft  des  Körpers  K{^jii).     Um  zu 
zeigen,  dafs  sie  auch  hinreichend  ist,   verfahren  wir  folgt 


y  Google 


114  Actte  Vorlesung, 

Es  sei  U  eine  auf  SR  eindentige  analytische  Funktion,  welche 
nur  eine  endliche  Anzahl  yon  Polen  besitzt;  dann  zeigen  wir  direkt, 
dafs  man  stets  n  solche  rationale  Funktionen 

hestimmen  kann,  daTs  identisch: 

ist;  damit  ist  offenbar  der  verlangte  Beweis  vollständig  erbracht. 

Es  seien  wieder  «1,«^,  ..,,«„  die  n  Reihen  für«,  welche  zu 
irgend  welchen  n  üTiereinander  liegenden  Punkten  ^j,  ^3, . .  .,  ^„  von  9i 
gehören  und  die  dem  Werte  (s  =  cc)  der  unabhängigen  Variabeln  ent- 
sprechen mögen.  Soll  dann  die  angegebene  Darstellung  für  U  möglich 
Bein,  und  sind  U^,  U^, . . .,  U„  die  n  Reihen,  die  U  in  der  Umgebung 
jener  n  Punkte  darstellen,  so  müssen  die  zugehörigen  Werte  der  Eoeffl- 
zienten  Ai  den  n  Gleichungen  genügen: 

Pj  =A^  +  A^u^  H h  A~iMpi 

,  .  U^  =  ^0  +  A%  + h  A-iMp^ 

if7„  =  A  4-  Aiti^  +  ■■■  +  A-iW^-^S 
da    sie    sich    als    rationale    Funktionen    nicht    ändern    dürfen,    wenn 
man  z,  B.   Dj   und  «^  simultan  in   fT^  und  «^  überführt.     Durch  diese 
n  Gleichungen  sind  die  Koeffizienten  Ai(s)  eindeutig  bestimmt,  denn 
die  Determinante 

I  1       W.      U^....  M«-l  I 

ist  ja  gleich  der  Quadratwurzel  aus  der  Distriminante  der  Gleichung 
f{u)  -^  0,  also  sicher  nicht  identisch  Null,  und  hieraus  folgt,  dafs 
diese  Darstellung  auch  nur  auf  eine  einzige  Weise  möglich  ist.  Die 
GTÖfaen^;(5)  bestimmen  sich  aus  (1)  als  homogene,  lineare  Funktionen  von 
Pj,  JJ^,...,  XJa,  deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  %,  Mg,...,«, 
sind;  sie  ergeben  sich  also  als  Funktionen  von  s,  welche  in  der 
Umgebung  jeder  Stelle  der  m-b^ttrigen  Kugelfläche  3i  eindeutige  ana- 
lytische Funktionen  des  Ortes  5p  sind  und  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Polen  haben.  Man  zeigt  aber  leicht,  dafs  sie  auch  eindeutige 
Funktionen  von  s  selbst  d.  h.  auch  auf  der  einblättrigen  Kugelfläche  S 
eindeutig  sein  müssen.  Man  denke  sich  in  der  That  die  Koeffizienten  Ai 
aus  jenen  Gleichungen  bestimmt  und  lasse  hierauf  s  einen  beliebigen 
Umlauf  beschreiben.  Werden  durch  diesen  ^i,  ^j, . .  -,  ^„  bzw.  in 
5ßi,,  ^(„  . . .,  5(5;  übergeführt,  so  stimmen  diese,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,   mit  den  ursprünglichen  n  Punkten  überein;   dasselbe  gilt 
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also  ancii  von  den  Reilieji  u,\,  u,-^,  .  .  .,  U/^  und  [/,-,,  U,-^, . . .,  Vi^,  in 
welche  %,  u^, . .  .,  m„  und  fjj,  XJ^, . .  .,  Ua  durch  jenen  Umlauf  über- 
geführt werden.  Ai^enommen  nun,  die  ti  Koeffizienten  A^,  Ä^,  . . .,  A^ 
gehen  hei  jenem  Umlaufe  in  A!^,  A[, . . .,  A'„  üher,  so  sind  diese  durch 
die  neuen  Gleichungen 

U,^  ^A'^-i-  A[U!^  +  ■  ■  ■  +  X-i<~S 

K,,  -=  JJi  +  A[Ui^  -\ h  Al-iu"~^, 


U,-^  =  A  +  ^>,„  +  ■  ■  ■  +  A-i<~ 

eheafalls  eindeutig  bestimmt.  Da  diese  aber,  abgesehen  von  der 
Reihenfolge,  mit  den  Torigen  Gleichungen  für  J.,,,  A^, . . .,  A^^i  über- 
einstimmen, so  können  auch  die  aus  ihnen  sich  ergebenden  Werte 
A[,  A[, . .  .,  ^^_i  Ton  den  Torigen  nicht  yersehieden  sein.  Es  sind 
demnach  jene  Gröfsen  eindeutige  analytische  EWbtionen  Ton  s  allein, 
da  sie  durch  einen  beliebigen  Umlauf  dieser  Variabein  nicht  geändert 
werden,  und  da  sie  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  besitzen,  so 
sind  sie  rationale  Funktionen  tou  s,  was  zu  beweisen  war. 

Mit  denselben  Hilfsmitteln  können  wir,  wie  bei^ufig  bemerkt 
werde,  eine  wesentliche  Erweiterung  unseres  Satzes  beweisen:  Es  sei 
^{Z)  die  Gesamtheit  oder  der  Körper  aller  analytischen  Funktionen, 
welche* auf  der  ganzen  einblättrigen  Eugelfläehe  eindeutig  sind  und 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  aufserwesentlich  oder  wesentlich 
singulären  Stellen  haben,  deren  Eunktionenelemente  also  auch  für  eine 
endliche  Anzahl  Ton  Stellen  (s  =  cc)  unendlich  viele  negative  Potenzen 
von  (s  —  a)  enthalten  können.  Dann  zeigt  man  genau  ebenso  wie 
vorher,  dafs  alle  und  nur  die  analytischen  Funktionen 

U=A^  +  A^u  +  A^u^+--  ■  +  A-iH'-S 
für  welche  die  n  Koeffizienten  Ai  dem  Körper  K{Z)   angehören,   auf 
der  w-bUttrigen  Kugelfiache  SR  eindeutig   sind  und  nur  eine  endliche 
Anzahl  wesentlich  oder  aufserwesentlich  singulare  Stellen  besitzen. 
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Untereuoliiuig  der  Gröfsca  des  Körpers  ä'(^,m).  —  Norm  und  Spur.  —  Daretclliing 
aUer  Gröfaen  von  K{z, «)  durch  eine  BasiB.  —  Die  au  einem  Systeme  {rP, . . .  ij'"') 
gehörige  Matrix  nnd  ihre  Determinante.  —  Systeme  mit  der  Determinante  Null.  — 
Theorie  der  Matrizen;  Addition  und  Multiplikation  derselben.  —  Die  Elementar- 
syateme.  —  Hauptsätze  über  die  reciproken,  die  konjugierten  und  die  komplemen- 
tären Systeme.  —  Beziehung  zwischen  zwei  BaBiBBjfstemen  für  den  Körper  K{z,  m).  — 
Die  Unterkörper  von  K{s,u),  die  Kugehörigen  RiemannHehen  Kugel^chen  und 
ihre  Verzweigungspiinkte. 

§  1. 
Nachdem  wir  uns  in  der  vorigen  Vorlesung  überzeugb  halben,  dafs 
die  algebraJBclien  Funktionen  des  Körpera  KQi,  u)  in  Bezug  auf  die  Rie- 
mannsche  Fläche  Sß  genau  dieselben  Eigenschaften  besitzen,  wie  die 
rationalen  Funktionen  des  Körpers  £^{^)  in  Bezug  auf  die  einfache 
Kugelfläche  ^,  wollen  wir  nun  die  Gröfsen  dieses  Körpers  K(ß,  u) 
eingehend  untersuchen,  genau  ebenso,  wie  da.s  in  der  ersten  Vorlesung 
für  den  Körper  Kis)  geschah. 

Es   sei   U^^ip(s,u)    eine   beliebige   Gröfse    dieses   Körpers,  dann 
entsprechen  den  k  irgend  einer  regulären  Stelle  («  =  «)  augehörigen  kon- 
jugierten Punkten  %,...,        ^„ 
der  Rieraannsehen  Fläche  3t  auch  hier  n  konjugierte  Fonktionenelemente 

U{%),    CT»),...,  (/(SP.), 
welche  den  Wert  von  U  für  eine  endliche  Umgebung  des  betreffenden 
Punktes  darstellen,  und  zwar  ist  allgemein: 

0».)-^  (»,»(»)■ 
Wir  wollen  auch  diese  konjugierten  Funktionenelemenie  kürzer  durch 

U^,     üs, ...,  Ü. 
bezeichnen.    Dieselben  sind  wiederum  die  n  konjugierten  Wurzeln  einer 
Grleichung  n'""  Grades; 

F{U,  s)  =  {JJ-  Ü',){ü-  U,)...  {U-  U^) 

=  P"  +  Ä^^,{0)V''-'  +  ■  ■  ■  4-  Ai^)  =  o> 
deren  Koeffizienten  Äi{s)  offenbar  ratioaale  Fimktionen  von  5  sind;  in 
der  That   sind   sie  ja  die  elementaren   symmetrischen  Funktionen  der 
n  konjugierten  Wurzeln  Ui  mit  abwechselnden  Zeichen,  also  symme- 
trische Funktionen  von  %,...,  m„. 
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Unter  diesen  n  symmetrischen  Punktionen  heben  wir  besonders 
die  letzte,  das  Produkt  aller  Wurzeln  C,-  hervor,  welche  wir  die 
Norm  von  U  nennen  wollen;  wir  bezeichnen  sie  durch  N'(U)  und 
definieren  sie  durch  die  Gleichung: 

N(U)  =  fJiCT,  .  . .  E/„=  (-  1)M(,(?). 
Aus   dieser  Definition   der   Norm   ergeben   sich  sofort  für  zwei  Funk- 
tionen U  und  V  des  Körpers  die  Gtleicliuugen: 

^'\rj      JV(F)' 

sowie  der  Satz,  dafs  die  Punktion  0  die  einzige  Funktion  des  Körpers 
ist,  deren  Norm  verschwindet.  —  Femer  wollen  wir  die  Summe  der 
konjugierten  Wurzeln  U;  die  Spur  von  ü  nennen  und  durch  S{V) 
bezeichnen,  so  dafs  also 

Jede  Funktion  U  des  Körpers  K(s,  u)  genügt  also  ebenso,  wie  u 
selbst  einer  Gleichung  w"""  Grades  mit  rationalen  Funktionen  von  g 
als  Koeffizienten.  Jedoch  braucht  diese  keineswegs  ebenfalls  irreduk- 
tibel  zu  sein.  Wählt  man  z.  B.  speziell  für  Z7  eine  rationale  Funktion 
von  s  allein,  setzt  also  ü=  <p{ß),  so  sind  alle  konjugierten  Funktionen 
JJ-i,  U^, . . .,  Un  einander  gleich,  und  die  Gleichung  w'^"  Grades  für  U 
wird  einfach:  ^^j;^  ^-^  _  (•  p_  -p(^))"=  0, 

d.  h.  ihre  linke  Seite  ist  die  n^  Potenz  eines  Linearfaktors.  Ganz 
analog  zeigen  wir  allgemeiner,  dafs  diese  Gleichung  für  ein  beliebiges  U 
des  Körpers  sehr  wohl  in  Faktoren  niedrigeren  Grades  zerfallen  kann, 
dafs  diese  aber  immer  einander  gleich  sein  müssen. 

Es  sei  mimlich  U  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers  K(g,  u)  und 
F(U)  -  F,{Ü)F^iU)  . . .  F,{U)  =  0 
die  Gleichung  für  ü,  in  ihre  irreduktibeln  Faktoren  zerlegt.  Wir 
können  diese  Zerlegung  immer  wirklieh  ausführen,  da  wir  ja  die  Glei- 
chung F(U,  s)  =  0  genau  ebenso  auflösen  können,  wie  die  ursprüngliche 
Gleichung  f(u,  s)  =  0,  und  da  wir  aus  dem  Zusammenhange  der  zu- 
gehörigen Uiemannschen  Kugelfläche  SR(i7)  direkt  jene  irreduktibehi 
Faktoren  zu  finden  imstande  sind.  Die  n  konjugierten  Entwickelungen 
f^i)  ^;i  ■  ■  ■)  Ulf,  welche  U  für  eine  beliebige  Stelle  (s  =  «)  der  un- 
abhängigen Variabehi  zukommen,  müssen  sich  dann  als  Wurzeln  auf 
jene  A  irreduktibeln  Faktoren  verteilen.  Es  sei  nun  die  zu  dem 
Punkte  5ßi  der  Fläche  ^(m)  gehörende  Wurzel  XJ^  eine  der  Wurzeln 
der  irreduktibeln   Gleichung  Fj(tr)  =  0,    und    es   bedeute   U^    die    zu 
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irgend  einem  anderen  konjugierten  Punkte  Sß^  gehörige  Wurzel  der 
Gleichung  F{ü)^0.  Dann  zeigt  man  leicht,  dafa  auch  U^  eine 
Wurzel  derselben  Gleichung  F^(^U)  —  0  sein  mufs,  dafs  ako  jener  eine 
irreduktible  Faktor  durch  jede  der  n  Entwickelungen  D"-,,  Ü2,  ■  ■  ■,  V„ 
befriedigt  wird.  In  der  That,  denkt  man  sich  den  Punkt  ^^  mit  dem 
unter  ihm  liegenden  Punkte  ^ßg  durch  einen  ganz  auf  der  Eiemannachen 
Fläche  verlaufenden  Weg  verbunden,  waa  ja  stets  möglich  ist,  und 
führt  auf  diesem  Mj  in  «g,  also  auch  Üf  in  ü^  über,  so  bleiben  bei 
dieser  FortaetKung  die  in  e  rationalen  Koeffizienten  von  i^i(P)  un- 
geändert,  da  ja  die  unabhängige  Variable  n  einen  geschlossenen  Umlauf 
von  (s  =  ß)  aus  ausführt.  Bei  jenem  Umlaufe  geht  also  aus  der  Gleich- 
ung ii'j(fri)  =0  die  andere  F^{Ü^)  =  0  hervor,  d,  h.  U^  ist  auch  eine 
Wurael  jener  irreduktibeln  Gleichung.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  alle 
Wurzeln  irgend  eines  anderen  irreduktibeln  Faktors  Fg(t/)  =  0  auch 
Wurzeln  von  Fj(U)^=0  sind  und  umgekehrt,  d.h.  dafs  für  die  Funk- 
tion n*^°  Grades  F{V'),  wenn  sie  nicht  seihat  irreduktibel  ist,  stets  eine 
Zerlegung  von  folgender  Form  besteht: 

F(Ü)-{F,{U))', 
■WO  F-^ (U)  eine  irreduktible  Funktion  von  U  mit  rationalen  Koeffizienten 
ist,  deren  Grad  e  mit  n  offenbar  durch  die  Gleichung 

ef-n 
verbunden  ist     Es  ergiebt  sieh  so  der  Satz: 

Jede  Gröfse  U  des  Körpers  K(s,  u)  genügt  einer  irreduk- 
tibeln Gleichung,  deren  Grad  entweder  gleich  m  oder  gleich 
einem  Teiler  e  von  n  ist. 

§2. 
Wir   gehen  jetzt  zu  der  Darstellung  aller  Gröfsen  ij  des  Körpers 
K(0,  u)  über.     Wir  hatten  bereits  auf  S,  114  gezeigt,   dafs  jede  dieser 
Gröfsen  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

1)  ■»!  =  Co  -l-CjU-1-  CgM^  -i h  c„_i?r-^ 

dargestellt  werden  kann,  in  welcher  c,,,  c^, . .  .,  c»_i  rationale  Funktionen 
von  2  sind.  Die  Koeffizienten  hatten  wir  damals  durch  die  Auflösung 
von  n  linearen  Gleichungen  bestimmt.  Durch  Anwendung  der  Lagrange- 
sehen Interpolätionsiormel  kann  man  aber  auch  jene  Darstellung  direkt 
hinschreiben.  Ist  nämlich  1;  in  (1)  eine  ganze  Funktion  des  (w  —  l)*"" 
Grades  von  u,  welche  allgemein  für  u  ^  m  den  Wert  tji  besitzt,  so 
ist  nach  der  Lagrangeschen  Formel  identisch: 


la) 


/"(««) 
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Die  rechte  Seite  ist  aber  eine  ganze  Funktion  (n  —  1)*°°  Grades  in  it, 
deren  Koeffizienten  aymraetrisclie  Funktionen  von  (%,.■•,  w„),(%,  ...,i/n), 
also  rational  in ;  sind,  und  damit  ist  unsere  Aufgabe  vollsfändig  gelöst. 
Wir  i\"ollen  zuerst  noch  einen  anderen  Beweis  dieses  Satzes  geben, 
welcher  nicht  die  Kenntnis  der  n  Wurzeln  m,,  1*3, . .  .,u„  der  Gleichung 
f{u,  d)  =  Q  voraussetzt.  Ist  zunächst  ij  eine  ganze  Funktion  g(u) 
von  M,  aber  von  höherem  als  dem  (m  ~  1)'™  Grade,  so  erhält  man 
durch  einfache  Division  von  g(u)  durch  f{ii)  eine  Gleichung: 

K»)-K«)  ««)  +  •-(«), 

in  vrelcher  der  Rest  r(M)  der  Division  eine  ganze  Punktion  von 
niedrigerem  als  dem  «*™  Grade  mit  rationalen  E^inktionen  von  z  als 
Koeffizienten  ist.  Ist  also  u  eine  Wurzel  der  Gleichung  f(u)  =  0,  so 
ist  -wirklich  ,  \         ,  -.  .  ,  ,  „    , 

und  hiermit  ist  der  Satz  für  alle  ganzen  Funktionen  von  11  bewiesen. 
Ist  die   Funktion  1;  eine   beliebige   rationale   Funktion  von  w,   so 
kann  sie  stets  als  Quotient 

^    im 

zweier  ganzen  Funktionen  von  u  mit  rationalen  Koeffizienten  in  2 
dargestellt  werden,  und  wir  können  zweitens  voraussetzen,  dafs  'h{u) 
durch  die  irreduktible  Funktion  /"(m)  nicht  teilbar  ist,  denn  andernfalls 
würde  ja  der  Nenner  identisch  Null,  t]  also  für  jede  Wui-zel  von 
/■(«)  --  0  unendlich  grofs  sein.  Dann  besitzt  aber  der  Nenner  mit  der 
irreduktibeln  Funktion  f(u)  überhaupt  keinen  gemeinsamen  Teiler; 
man  kann  also  mit  Hilfe  des  sogenannten  Euklidischen  Verfahrens,  durch 
sueoessive  Division  zwei  andere  ganze  Funktionen  von  11  so  bestimmen, 

ist,  dafs  also  für  jede  Wurzel  von  f  (ih)  =  0 


Also  ergiebt  sich  fiSr  unsere  Funktion  ij  die  Darstellung 


als  ganze  Funktion  von  m,  und  diese  kann  wieder  durch  Division 
mit  f{tC)  als  ganze  Funktion  r(u)  von  niedrigerem  als  dem  «.""  Grade 
dargestellt  werden,  und  damit  ist  jener  Satz  vollständig  bewiesen. 

Wir    können    dieses    Resultat    in    einer    Form     aussprechen,    in 
welcher  es  sofort  zu  einer  wichtigen  Veiallgemeinening  überleitet: 
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Jede  Funktion  ij  des  Körpers  Ki^jU)  kajm  auf  eine  und 
auch  nur  auf  eiue  Weise  als  homogene  lineare  Funktion  der 
n  folgenden  Gröfsen  desselben  Körpers 

mit  rationalen  Funktionen  c,-  Tou  s  als  Koeffizienten  dargestellt 

werden. 
Aus    diesem   Grunde    nennt    man    die   n    GrÖfsen   {l,u,u^,  • .  .,ti''~^), 
welche  zur  Darstellung  aller  übrigen  Gröfsen  jenes  Bereiches  ausreichen, 
nach  Dedekind  eine  Basis  jenes  Körpers. 

Durch  die  Gleichung  (1)  ist  die  oben  gestellte  Aufgabe  in  ge- 
wissem Sinne  erledigt.  Aber  für  die  Erkenntnis  der  Eigenschaften 
der  Punktionen  des  Körpers  K{s,u)  ist  es  Ton  grofser  Wichtigkeit, 
möglichst  viele  verschiedene  Darstellungen  derselben  zu  kennen,  um 
aus  ihnen  die  für  den  jedesmaligen  Zweck  geeignetste  auszuwählen. 
Wir  werden  sofort  zeigen,  dafs  man  zur  Darstellung  aller  Gröfsen  t] 
aufaer  dem  Systeme  (1,  u, ...,  M""^)  unendlich  viele  andere  Basissysteme 
finden  kann,  und  bei  jeder  speziellen  Aufgabe  über  die  Gröfsen  des 
Bereiches  K{s,u)  spielt  die  geeignete  Wahl  der  Basis  etwa  dieselbe 
Rolle,  wie  die  gunstigste  Wahl  des  Koordinatensystems  bei  einem 
Probleme  der  analytischen  Geometiie. 

Es  seien  nun 
2)  ■rp-\     ri^\  .  .  .,  ^f"' 

n  beliebige  rationale  Funktionen  von  tt  und  s,  also  n  beliebige  Gröfsen 
des  Körpers,  dann   gehört  jede  homogene   lineare  Funktion  dei^elben: 

2a)  rj  =  CiijW  -|-  Cgi;!^)  -\ \-  CbTj'"' 

mit  rationalen  Funktionen  von  «  als  Koeffizienten  offenbar  demselben 
Körper  an,  aber  im  allgemeinen  wird  es  nicht  möglich  sein,  jede 
GrÖfse  tj  des  Körpers  in  dieser  Form  darzustellen.  Man  kann  aber 
leicht  die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür  angeben,  dafs 
in  der  Form  (2a)  alle  Gröfsen  des  Körpers  If  (c,  w)  enthalten  sind, 
dafs  also  {if'-\  ij'*', . . ,,  ij'"')  ebenso  wie  das  System  (1,  u,  . . .,  «"""'■) 
eine  Basis  von  K  (ß,  u)  ist.  Hierzu  führen  die  folgenden  allgemeinen 
Betrachtungen : 

Es  sei  wieder  (s  =  c)  eine  beliebige  reguläre  Stelle  von  s  auf  der 
einblättrigen  Kugelfläehe  K  und 

!)!„    ?„...,  SP. 
die    zugehörigen    konjugierten,    d.  h.    genau    untereinander    liegenden 
Punkte  der  Kugelfläche  SR;  femer  seien  allgemein: 
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die   n  Potenzreihen,  welche   die  algebraiscKen   Funktionen   ?;<*'  in   der 
Umgebimg  jener  Stelle  darstellen.     Wir  bilden   dann  das  System  oder 
die  sogenannte  Matrix  aus  den  folgenden  n^  Elementen: 
lii^l  .  .  .  -^f«) 


(3) 


■  ■  ^L"' 


deren  Zeilen  diejenigen  Werte  sind,  welche  die  n  Punktionen  (i^l^*, . . .,  'rf-'">) 
in  den  n  konjugierten  Punkten  der  Flache  SR  annehmen.  Diese  Matrix, 
welche  für  jeden  Wert  (^  =  k)  wohldefiniert  ist,  woUen  wir  die 
zu  {i;W, . . .,  i^M)  gehörige  Matrix  nennen.  Bilden  wir  nun  die 
Determinante  dieser  Matrix 


nf 


.  . .  ^f' 

■■■nr 


<'   vr • •  ■ 

deren  Zeilen  die  zu  tj'^*, .  .  .,  rf"^  gehörigen  konjugierten  Werte  in  den 
w  Blättern  der  Kugelfläche  sind,  so  ist  sie  eine  algebraische  Funktion 
von  s,  welche  ebenfalls  auf  der  ganzen  Kugelfläche  3i  eindeutig 
und  bis  auf  eine  endUehe  Anzahl  von  Polen  auch  stetig  ist.  LäXst 
man  nun  die  Variable  0  auf  St  einen  beliebigen  Umlauf  machen,  so 
erfahren  die  n  konjugierten  Punkte  (^^,  5ßg, . . .,  5ß„)  auf  3i  nur  eine 
gewisse  Pennutation(5ß,,, . .  .,  '^i„),  und  die  n  Horizontalreihen  unserer 
Determinante  werden  also  nur  in  gewisser  Weise  untereinander  ver- 
tauscht. Durch  eine  solche  Vertauschung  kann  aber  nur  das  Vorzeichen 
der  Determinante  geändert  werden.  Das  Quadrat  derselben,  also  die 
Funktion  ,    ,,,  ,„ 

ist  mithin  eine  algebraische  Funktion  von  s,  welche  auf  Sft  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Polen  besitzt,  und  die  aufserdem  bei  keinem 
Umlaufe  der  Variabein  geändert  wird;  sie  ist  also  eine  rationale 
Funktion  Ton  s. 

Zu   jedem    Systeme    von    n    beliebigen    Funktionen    des 

Körpers  K(is,  u) 

4)  ijW,     V^l, . . .,  ijCI 

gehört  also   ein   System   oder   eiue  Matrix  von  n*  Elementen 

(4a)  (jjlit,  7!f\  . . .,  .,M)  (/!  =  1,  2, .  .  .,  «), 
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welche   für  jeden  Wert  (s  =  u)  Yollständig  definiert  ist,  und 

deren  Determinante 

(4b)  j  vf^  j 

die  Quadrat  würze]  ans  einer  bestimmten  rationalen  Funktion 
von  ^  ist.  Das  System  (43)  soll  die  zu  (i;'^', ,  . .,  >;*"')  ge- 
borige Matrix,  die  Determinante  1  ijW  1  die  zu  dieser  Matrix 
gehörige  Determinante  genannt  werden. 

So   gehört  z.B.  zu  der  vorher  betrachteten  Basis   (1,  M,  zs^,  ...,  »{""■') 

die  Matrix 


1     U2     ill  . 


=  (»;->) 


und  die  Determinante  derselben  ist  einfach  die  Quadratwurzel  aus  der 
G-leicbungsdistriminante 

welche  in  der  That  eine  rationale  Funktion  von  s  allein  ist. 

Nun    besteht    der    folgende   Fundamentalsatz,    durch    den   unsere 
Aufgabe  in  ihrem  weitesten  Umfange  gelöst  wird: 

Ein  System  (^j'^,  ijl^), . . .,  tjW)  ist  dann  und  nur  dann  eine 
(1)  Basis  für  den  Körper  K{g,u),  wenn  seme  Determinante  U<*' I 

nicht  identisch  verschwindet. 
Ist  nämlich   {tp^,  ■ .  .,  ij'"')   ein  System  von  nicht  versehwindender 
Determinante,    und  tj  eine   behebige   Funktion   des   Körpers,   so   kann 
man   genau   duj-ch   das   auf  S.  114   angew^idte  Verfahren  n  rationale 
Funktionen  c^C^)  '''on  z  eindeutig  so  bestimmen,  dafs; 
(5)  ij  =  c^tP  -f  Cgij'ä)  4- . .  ■  +  c^ijl") 

ist.  Sind  lüimlich  wieder  jj^,  ...,■*;„  die  n  zu  ^^,  ?ß^,  . .  .,  5p„  gehörigen 
Funktionenelemente  von  jj,  so  ergeben  sieh  aus  (5)  für  ^j, . .  .,  ^„  die 
Gleichungen: 

V\  =  Ci^i'  4.  . . .  -f  c„i)>"' 

(6.)  ; 

und  aus  ihnen  bestimmen  sich,  da  nach  der  Voraussetzung  die  Deter- 
minante 1 1)5^'  I  von  Null  verschieden  ist,  die  Koeffizienten  q, .  . .,  c„  ein- 
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deutig;  dieselben  ergeben  sich  aber  als  rationale  Funktionen  von  2  allein, 
weil  man  genau  wie  a.  a.  0.  nachweisen  kann,  dafs  durch  einen  beliebigen 
Umlauf  der  Variabein  2  die  obigen  n  Gleichungen  nur  in  ihrer  Reihen- 
folge vertauscht  werden,  so  dafs  also  ihre  Lösungen  dieselben  bleiben. 
Ist  ij'^', .  . .,  ij<"'  ein  solches  System,  dessen  Determinante  von  Null  ver- 
schieden ist,  so  besitzt  also  auch  die  Gleichung 

eine  und  nur  eine  Lösung,  es  müssen  nämlich  die  rationalen  Koeffi- 
zienten (\,  Cj, . , .,  (V  sämtlich  gleich  Null  sein. 

Sei  nun  zweitens  die  Determinante  l^i''|  =  0,  so   kaoin  man  dar 
gegen  «  rationale,  nicht  sämtlich  verschwindende  Funktionen  öi(s) 
so  bestimmen,  dafs: 
(6)  c^TjM  +  c^V^)  -I-  -  ■  ■  4-  c„V"'  =  0 

ist.  Bildet  man  nämlich  diese  Gleichung  für  die  n  konjugierten  Punkte 
Sßi,  5p2>  -  ■  ■)  5ßn,  so  erhält  man  die  n  linearen  homogenen  Gleichungen: 

(6a)  Cill^' +  Caij^fl  H I-c„jj^"I=0  (&  =  i,3,..  .,«), 

welche,  da  ihre  Determinante  nach  der  Voraussetzung  Null  ist,  stets  durch 
nicht  verschwindende  Funktionenelemente  befriedigt  werden  können. 
Auch  in  diesem  Falle  sind  die  C;  rational  aus  den  Elementen  ijW  zu- 
sammengesetzt, aber  jene  homogenen  Gleichungen  besitzen  mehr  als 
eine  Losung,  und  man  kaim  daher  nicht  auf  die  Äühere  Weise  zeigen, 
dafs  jene  Koeffizienten  bei  keinem  Umlaufe  der  Variabehi  eine  Änderung 
erfahren,  und  in  der  That  besitzen  jene  Gleichungen  auch  gewisse  nicht 
rationale  Lösungen.  Jedoch  kann  man  leicht  zeigen,  dafs  man  auch 
stets  eine  rationale  Lösung  jener  n  Gleichungen  finden  kann,  wenn 
man  nur  irgend  eine  nicht  rationale  Lösung  derselben  kennt.  Es  sei 
(Ci,  Cj, . . .,  e„)  irgend  eine  Losung  jener  n  Gleichungen,  und  c„  sei 
sicher  von  Null  verschieden.  Dividiert  man  dann  mit  c„  durch  und 
setzt  zur  Abkürzung 

~  =  5^!''  (i  =  l,2,  .  .  ,,  w-I), 

SO  befriedigen  die  w  —  1  Funktionenelemente  y'^', . . .,  j-'"— ^1  die  n  Glei- 
chungen ; 
(7)  y")^W  + . . .  +  Y^-DtiU-i)  +  ,;W  =  0     (fi  =  1,  2,  .  .  .,  «). 

Angenommen  nun,  diese  Elemente  y^'^  gehörten  nicht  sämtlich  zu 
rationalen  Funktionen  von  3,  so  andern  sie  sich  bei  gewissen  Umläufen 
der  Variabehi  s,  und  es  seien 


y  Google 


124  Heuütc  Vorlesung. 

alle  Tersehie denen  Elemenfcensysteme,  welche  sich  hei  beliebigen  Um- 
räufen   der  Variahein   überhaupt   ergeben.     Dann   befriedigen    sie   alle 
die  n  Gleichungen  (6a),  d.  h,  es  ist  allgemein  für  1  —  1,2, ..  .,v 
(7a)      ym^m  4-  y(ä)^{ii)  + . . .  +  j,,„-i)^(™-i)  ^  ^(„)-_  p  (^^ Z\'l'"''  fj> 

denn  bei  einem  jeden  solchen  Umlaufe  ändern  sich  ja  die  Elemente 
(■jjW, . . .,  if"^)  nur  so,  dafs  die  Reihenfolge  der  Gleichungen  verändert 
wird.  Summiert  man  also  jede  einzelne  dieser  n  Gleichungen  für  alle 
Koefflzienteusysteme  y^  TOn  1  =  1,2, ..  .,v,  so  ergiebt  eich 

wenn  zur  Abkürzung  die  (n  —  1)  Summen 

ai)  2'™  "'""■■■•2 '■!"""=''— 

gesetzt  werden.  Also  besitzen  die  n  zu  Grunde  gelegten  Gleichungen 
(6a)  aaeh  die  Lösung 

r„   r^, ..., r„_i,   v, 

und  von  diesen  ist  die  letzte  Gröfee  v  sicher  von  Null  verschieden,  und 
alle  anderen  Elemente  f,-  sind  rationale  Funktionen  von  s  allein.  In  der 
That  ändern  sich  z.B.  in  der  Summe  (7b)  für  Tj  die  v  konjugierten 
Summanden  )'[^\  y^p,  - . .,  y^^*  bei  jedem  Umlaufe  von  0  höchstens  so, 
dafs  sie  sich  untereinander  vertauschen,  also  bleibt  ihre  Summe  f^  hei 
jedem  solchen  Umlaufe  ungeändert. 

Es  existieren  also  in  der  That  stets  n  rationale,  nicht  sämtlich 
verschwindende   Koeffizienten   c^jC^,  -  - .,  c,„  für  welche   die  Gleichung: 

CiijW-i hc„)jW  =  0 

befriedigt  wird;  ist  also  z.  B.  c„>0,  so  kann  i^W  durch  die  n—1 
übrigen  Elemente  ij'^), . . .,  ij<"— i)  in  der  Form: 

Tj(")  =  Cj^7|(i)  -I 1-  c„_iij*"~^l  e^  =  — 

homogen  und  linear  dargestellt  werden.  In  diesem  Ealle  ist  also  die 
Gesamtheit  aller  homogenen  linearen  Funktionen  von  (ij'^i,  ip\  . .  .  ij<"') 
mit  der  Gesamtheit  aller  homogenen  Funktionen  von  (t;'^',  ijf^J, . . .,  )j("-il) 
identisch. 

Ein  Körper  K{s,  u)  von  der  w*™  Ordnung  kann  nun  eicher  nicht 
durch  eine  Basis  von  nur  (n  —  1)  Elementen  vollständig  dargestellt 
werden.     In  der  That,  bilden  wir  die  (m  —  1)  Produkte 

Mij«,     mV%  ■  ■  ;  Ml/«-", 
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welclie  alle  zu  K{s,  u)  gehören,  so  mülsten  sie  alle  dureh  {rf-'^, . . .,  jj("-il) 
homogen  und  linear  darstellbar  seia;  es  bestünden  also  (w  —  1)  Glei- 
chungen; 

«i/ä)      =  Cäi^<"  +  Csji)'^'  +  ■  ■  ■+  Ca„-i>j'"-^' 

)i]j(«-il=  c„-i^iif^^  +  c^-i.a^j'^'H h  c„_i,M-i  ))*"~^', 

und  wenn  man  die  links  stehenden  Gheder  auf  die  rechte  Seite  schafft, 
so  erhielte  man  far  die  (n  —  1)  Elemente  if^\  .  .  ,,'rf''—^'>  die  (n  —  1) 
linearen  Gleichungen; 

(%  -  «•)  V''  +  %  V''+ +  Ci^-i^'"-^'  =  0 

C„-i,iV"     -|-C„_i,äJiW+---+(<:.-i,„-i-w)V''~"  =  0. 
Diese  können  aber  bekanntlich  nur  dann  bestehen,  wenn  entweder  alle 
Elemente  rp-'^, . . .,  ijl"-!)  Null  sind,  was  nicht  der  Fall  ist,   oder  wenn 
die  aus  den  {n  —  1)^  Koeffizienten  gebildete  Determinante  verschwindet. 
Es  müfste  also  ?(  die  Eigenschaft  haben,  dafs: 


ist.  Durch  Entwickelung  dieser  Determinante  ergiebt  sich  dann  aber 
für  M  offenbar  eine  Gleichung  (w  ~  1)""'  Grades 

mit  rationalen  Koeffizienten,  und  dies  ist  unmöglich,  weil  m  nach  der  Vor- 
aussetzung die  Wurzel  einer  irrednktibeln  Gleichung  des  w'™  Gi-ades 
ist.    Damit  ist  also  unser  Satz  (I)  in  seinem  YoUen  Umfange  bewiesen. 

8  3- 

Wir    wollen   jetzt    die    verschiedenen,   zu   einem   und    demselben 
Korper  K(z,u)  gehörigen  Basissysteme 

(,11), . . .  ,1-1),    (sm,...5W),... 

untersuchen  und  die  Beziehungen  aufdecken,  welche  zwischen  ihren 
Elementen  bestehen.  Die  hier  sich  ergebenden  Resultate  bilden  die 
Grundlage  für  die  weitere  Untersuchung  der  algebraischen  Funktionen 
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und  der  Äbelschen  Integrale.  Sie  köimen  aber  erst  dann  wirkliek 
einfftcli  ausgesprocilen  werden,  weim  wir  imstande  sind,  mit  den 
oben  eingefiilirten  Systemen  oder  Matrizen  (■>)(*))  von  n*  Elementen 
ebenso  leicbt  und  einfacii  zu  rechnen  wie  mit  gewöhnlichen  Zahlen. 
Aus  diesem  Gnmde  wollen  wir  in  diesem  Abschnitte  auf  die  Systeme 
oder  Matrizen 


{Cu)  = 


\<-'^U 


von  n^  beliebigen  Elementen  und  auf  das  Rechnen  mit  ihnen  eingehen. 
Wir  wollen  mitunter  die  n  Elemente  {cn,  c,a, .  .  .  C;„)  einer  i"™  Hori- 
zontalieihe  oder  Zeile  zusammen  durch  J91-  imd  analog  die  Elemente 
{Cik,  dh,  ■  ■  ■,  Cni)  einer  Ä*^"  Vertikalreihe  oder  Kolonne  zusammen  durcli  V/., 
bezeichnen,  so  date  ein.  solches  System  auch  in  einer  der  beiden 
iden  Arien  geschrieben  werden  kann: 


Wir  können  zwei  solche  Systeme  (c^)  und  (da)  nun  durch  Operationen 
miteinander  verbinden,  welche  mit  denen  der  Addition  und  der  Multi- 
plikation sehr  nahe  verwandt  sind,  und  welche  wir  daher  auch  als 
Addition  und  als  Multiplikation  oder  Komposition  der  Systeme 
bezeichnen  wollen. 

Sind  (Cji)  und  {du,)   zwei  beliebige  Systeme,  so  wollen  wir  unter 
ihrer  Summe  (sü)  =  (Cit)  +  {d/i)  das  System 

'h.i  +  '^iiJ     '^3  +  "^isi  -  ■  ■  Ci«  +  dia 

,Cj|I+  daj,     C„3+  d„ä,  -  ■  -  C^n+  dn,! 
verstehen,  dessen  Elemente 

s,;.  -  C^k  +  d„, 

sind;  die  Systeme  (c;*)  und  ((?,*)  nennen  wir  die  Summanden.  Offenbar 
ist  die  Reihenfolge  der  Summanden  in  einer  Summe  vertauschbar. 

Unter   dem  Produkte   zweier   Systeme    oder   Matrizen   von 
v^  Elementen 

tÜji       dy«   . . .  (^l„ 


(«..)  - 


und     (rfit)  = 


■  ■■C«n) 


d,,    d^,  ...d^n 
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wollen  wir  dagegen  dasjenige  System  (e,-):)  verstehen,  dessen  n^  Elemente 
mit  den  Elementen  (ca)  und  (d,k)  durch  die  fönenden  Gleichungen 
znsammenlmngen : 

(1)  e^i;  =  X,  '^gdii  =  Cg-iäi!t  4-  Cgiäik  ^ h  c,jnänk- 

Man  erhält  also  das  Element  e^;t  des  Produttes,  wenn  man  die  Elemente 
der  3*™  Horizontalreihe  des  ersten  Faktors  (Ci)  mit  den  ent- 
sprechenden Elementen  der  Ä'""  Vertikalreihe  des  zweiten  Faktors 
multipliziert,  und  diese  n  Produkte  addiert;  es  kann  daher  ein  Element 
Cj,  als  das  symbolische  Produkt  (Si  -  Fi')  der  Elemente  der  i'^°  Zeile 
von  (c,j)  und  der  7c'™  Kolonne  -von  {äi^  bezeichnet  werden.  Wir 
wollen  diese  Beziehung  durch  die  Gleichimg 
(1.)  ^  ^  (Ci.)  (*.)-(.,.) 

oder  durch  die  Gleichung 

gi)(,vi)-(E,v,!) 

ausdrücken. 

Hier  erkennt  man,  dals  hei  dem  Produkt  zweier  Matrizen  die 
Reihenfolge  der  Faktoren  nicht  gleichgiltig  ist,  weil  die  Horizontal- 
reihen des  ersten  Faktors  mit  den  Vertikalreihen  des  zweiten  ver- 
bunden werden;  das  Verfahren  ist  also  unsymmetrisch  in  Bezug  auf 
die  beiden  Faktoren.    So  ist  z.  B.  für  zwei  Systeme  von  je  4  Elementen 


\f  S)       \ca  +  dy,  cß  +  döJ 

\y  S)\c  dl       Kay  +  cd,  hy  +  ds)''' 
die   beiden   Produkte   sind   also   vollständig   verschieden.     Wir  wollen 
daher  die  vordere  und  die  hintere  Komposition  eines  Systems  (c,-*) 
mit  einem  anderen  [äii)  genau  unterscheiden. 

Büdet  man  die  Determinante  \ßii,\  dieses  komponierten  Systems, 
so  ist  sie  nach  dem  Muitiplikationssatze  für  die  Determinanten  gleich 
dem  Produkte  der  Determinanten  \cih\  nnd  |(^it|;  die  symbolische 
Gleichung  (la)  zwischen  den  Matrizen  (cü)  und  (1^^)  und  ihrem 
Produkte  (e,jb)  bleibt  also  richtig,  wenn  man  von  den  Systemen  zu 
ihren  Determinanten  Übergeht,  d.  h.  es  ist 

(2)  l»,.|-|*.l-|'!..l- 

Wir  wollen  die  Multiplikation  oder  Komposition  der  Systeme 
zuerst  an  einigen  einfachen  Beispielen  erläutern,  von  denen  wir  im 
folgenden  Gebrauch  machen  werden.  Das  einfachste  unter  allen 
Systemen  ist  das  sogenannte  Einheitssystem 
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1  0  0...0" 
0  1  0...0 
0  0  1  ,..0    -  ( 

0  0  0...1 


,„)     ('.■.-»■(•■^")), 


dessen  Diagonalelemente  alle  gleick  Eins  sind,  ■wäbreml  alle  übrigen 
den  Wert  Null  haben.  Man  überzeugt  sicli  durch  Ausführung  der 
Komposition,  dal's  für  ein  beliebiges  System  (c,t) 

M(i)  =  (i)fe.)-M, 

dafs  also  ein  beliebiges  System  (c,t)  nngeändert  bleibt,  wenn  man  es 
vom  oder  hinten  mit  dem  Einheitssysteme  komponiert.  Setzt  man 
nämlicli  /    \/x  \      /    \ 

so  ist  für  iedes  Element 


-  c^jitfi*  +  c,iä^k  +  ---+c,.8kk  +  ---+c 


h^Cgk 


q-  e-  d,  und  das  Entsprechende  gilt  für  die  vordere  Komposition.  End- 
lich zeigt  eine  einfache  Überlegung,  welche  dem  Leser  überlassen 
bleibe,  dafs  auch  umgekehrt  ein  System,  durch  dessen  Komposition 
jedes  andere  System  imgeiindert  bleibt,  notwendig  das  Einheitssystem 
ist.  Dieses  System  spielt  also  in  der  Theorie  der  Systeme  vollständig 
die  Rolle  der  Zahl  Eins  in  der  elementaren  Arithmetik. 

Wir  vertauschen  mm  in  dem  Einheitssystem  irgend  zwei  Vertikal- 
reihen Vi  und  Vi,  oder  was  hier  dasselbe  ist,  zwei  Horizontalreihen 
Si  und  Hi,  und  erhalten  so  z.B.  für  (i  =  l,  fe=2)  ein  zweites 
Elem  entarsy  stem 

0     1     0...01 


_E,= 


1     0     0...0 
0     0     1...0 


0     0     0. 


welches  von  der  dritten  Zeile  ab  vollständig  mit  dem  Einheitssysteme 
übereinstimmt.  Ein  solches  System  heifst  ein  Vertanschnngs- 
system,  weil  für  dieses,  wie  man  sich  durch  die  Ausführung  leicht 
überzeugt,  in  unserem  Beispiel  die  Kompositionsgleichungen  bestehen: 

(a.)«)-(n,  F„  F„...7,.) 

{E,)(c„)-(H„B„B„...S.), 
d.  h.  durch  hintere  Komposition  mit  E^  werden  zwei  Vertikalreihen  Tj 
und  Vi,  durch  vordere  Komposition  zwei  Horizontalreihen  H^  und  H^ 
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Ter  tauscht,   imd   das   Entsprechende    gilt   für   die    allgemeineren   Ver- 
taus  chuags  Systeme. 

Wir  nehmen  zweitens  an,  dafs  aufser  den  Diagonalelementen  in 
dem  Einheitssysteme  noch  ein  einziges  anderes  Element,  etwa  d^^  =  3i 
von  Null  verschieden  ist.  Dann  erhalten  wir  ein  neues  Elementar- 
system : 

0...0 
0  1  0...0 
0     0     1.. 


E,- 


0     0     0.. 


und  eine  leichte  H«chnung  zeigt  die  Richtigkeit  der  beiden  Gleichungen: 

(<:.>)(E,)-<.r^,r,  +  sr„v„...r.) 

(B,){«„)  -  (B^  +  gB,,  E„  H„  .  ..H.). 

Also    durch   hintere   Komposition   mit   einem  Elementar- 

system  £3  wird  das  3-fache  einer  Vertikalreihe  zu  einer  anderen 

addiert,   nnd  das  Entsprechende  ist  hei  vorderer  Komposition 

für  die  Horizontalreihen  der  Fall. 

Wir   betrachten    endlieh   das    System  E^,   welches   man  aus   dem 

iem   dadurch   erhält,    dafs   man   eins  der  Diagonalelemente, 


etwa  das  i'"  Element, 
also  z.  B.  für  i  =  1 


durch   ■ 


beliebige   Gröfse  i.  ersetzt.     Es   ist 


l 

0 

0. 

.0 

0 

1 

0. 

.0 

0 

0 

1 , 

.0 

.0 

0 

0. 

.  1 

t  mau  ein  System  (cj)  hinten  (oder  vom)  mit  einem  solchen 
System,  so  ergiebt  sich,  dafs  dadurch  nur  seine  i^^  Vertikabeihe  (oder 
Horizontalreihe)  mit  l  multipliziert  wird;  es  ist  also 

(ca)(-E3)  =  (F„...i7,-,...F„) 

Zu  jedem  Systeme  {ci^  mit  nicht  Tersehwindender  Determinante 
gehört  ein  sogenanntes  reciprokes  System  ic'i-k),  welches  mit  jenem 
bekanntlich  durch  die  n^  Gleichungen  verbunden  ist: 
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WO  wieder  ff^  =  0  fiir  t  ^  h,  Ott  =  1  ist.  Man  findet  dasselbe  bekannt- 
lich, wenn  man  die  n^  TJnterdefcerminanten  der  {n  —  1)*°°  Ordnung 
von  (cik)  bildet  und  jede  durcli  die  Determinante  dividiert.  Wir  fassen 
diese  n^  Gleiehungen  jetzt  in  die  eine  ibnen  offenbar  äquivalente 
Grleiclnmg  zusammen: 

(3)  (c,.)(c;,)-(i), 

d.  b,   das  reciprobe  System  zu  (ca)  ist  dasjenige,  welches  mit 
(Cfi)  vom  komponiert  das  Einheitssystem  ergiebt. 

Geht  man  in  der  Gleichung  (3)  zu  den  Determinanten  über,  so  ergiebt 

sich  der  bekannte  Satz: 

die  Determinante  des  reciproken  Systems  ist  der  reciproke 
Wert  der  Determinante  des  ursprünglichen  Systems. 
Da  somit  auch  das  System  (cjt)  eine  von  Null  Tersohiedene  Determinante 
bat,  so  gehört  auch  zu  ihm  ein  reciprokes  System;  wir  bezeichnen 
dasselbe  vorläufig  durch  (c''%).  Multipliziert  man  dann  die  obige  Glei- 
chung (3)  hinten  mit  (c^)  und  beachtet,  dafs  (c't)  (c^'^)  =  (1)  ist,  so 
folgt  aus  ihr: 

(»,.)  -  (Ä), 

das  reciproke  System   des  reciproken  Systems  ist  also  wieder 

das  ursprünghche  System. 
Breetzt  man  daher  in  der  Grundgleichung  (3)  (cn)  durch  (c'a)  also  {(fn,) 
durch  (c,t),  so  folgt  aus  Ihr 

(«;.)(»,.) -(i)-(s.)(A), 

d.  h,  reciproke  Systeme  sind  miteinander  vertausehbar. 
Sind   (Cit)  und  (dii)  zwei  beliebige  Systeme  yon  nicht  verschwin- 
dender Determinante,  so  besitzt  jedes  von  ihnen  ein  reciprokes  System 
(cJi)  und  (d'ii),  aber  dasselbe  gilt  auch  von  ihrem  Produkte 

weil  auch  dessen  Determinante  einen  von  NuU  verschiedenen  Wert  hat. 
Ist  (e!()  das  zu  (e;*)  reciproke  System,  so  beweist  man  leicht,  dafe 
(4)  (eU)-(.dU)(d-,) 

ist.     In  der  That  ist  dann  nämlich 

(a.)  («;.)  -  (ft.)  w.)  (Ä'„)  (»;,)  -  (c„)  (ci.)  -  (1), 

und   das   Entsprechende    gilt    ofi'enbar   für   das  Produkt   von   beliebig 
vielen  Faktoren.    Es  besteht  also  der  Satz: 

Ist   ein    System    (e;t)   von   nicht   verschwindender  Deter- 
minante aus  mehreren  anderen  (cit),  {dik), .  ■ .  komponiert,  so  ist 
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das    reciproke    Sjsbem    (eSi,)    aas    den    reciproken    Systemen 
(e'ik),  (d'it),  . . .,  aber  in  mngekelirter  Reihenfolge,   zusammen- 


ist, und  ist  ]  e 
die  Auflösung 


Die  reciproken  Systeme  kann  man  benutzen,  um  eine  lineare 
Gleichung  für  ein  System  -vollatändig  aufzulösen,  Soll  nämlich  ein 
System  (ai,-i.)  so  bestimmt  werden,  dafs 

(»,■.)(«,■.)-(*.) 

>  0,   so  folgt  durch  vordere  Komposition  mit  (c'a) 

und  durch  sie  ist  jenes  System  (Xi^)  eindeutig  bestimmt,  d.h.  es  giebt 
eiu  und  nur  ein  System  (Xf^),  welches  dieser  Gleichung  genügt.  Speziell 
folgt  hieraus  für  (d,i)  =  (1),  dafs  jedes  System  (c,t)  Ton  nicht  ver- 
schwindender Determinante  ein  und  nur  ein  reciprokes  System  (cii) 
besitzt. 

Diese  Thatsache  benutzen  wir  zum  Beweise  eines  letzten  Satzes 
über  reciproke  Systeme,  den  wir  im  folgenden  gebrauchen  werden. 
Es  zerfalle  ein  System  in  mehrere,  z.  B.  iu  zwei  Parfcialsysteme,  d.  h,  es 
sei  in  leicht  verständlicher  Bezeichnung: 


(m)  - 


a^^  . . .  üi!,  0 


{0 


■  aiih  0 
.  0     S,.+ 


.0     6., 


/4  0\ 


dann  ist  die  Determinante  desselben  gleich  |^||jß|;  ist  also  die 
Determinante  des  ganzen  Systems  Ton  Nnll  verschieden,  so  gilt  das 
Gleiche  Yon  den  Determinanten  seiner  heiden  Partialsysteme;  zu  jedem 
Yen  diesen  existiert  also  ein  und  nur  ein  reciprolces  System  (A')  und  (-B'), 
welches  man  in  der  oben  angegebeneu  Art  findet;  dann  erkenut  man 
leicht,  dafs 

'    ■    . . .  al,.  0  ■  ■  ■  0 


(je,    0^ 
Vo,  B'l 
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das   zn  (  Q    7j )  reciproke   System  ist,   denn  die  Äusfülining  der  Kom- 
position ergiebt  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Gleichung: 

(t^)(o>^)  =  a?)  =  m- 

Zerfällt  also  ein  System  von  nicht  verschwindender  Deter- 
minante  in   zwei  oder  mehrere  Partialeysti 
reciproke  System  in  gleicher  Weise,   und 
den  reciprokeu  Partialsystemen. 
Zu  jedem  Systeme  (ca)  gehört 
jugierte   System 


(5..)  = 


Cm     C^a--- 

welches   aus   (cii)    einfach   dadurch   hervorgeht,    dafs  man  seine  Hori- 
zontalreihen mit  seinen  Vertikalreihen  vertauscht.     Es  ist  also 

Aus    der   Entstehungsart   des   konjugierten,    aus    dem    ursprünglichen 
Systeme  folgen  unmittelbar  die  Sätze: 

1)  Die  Determinante  des  konjugierten  ist  gleich  der 
Determiaatite  des  ursprünglichen  Systems, 

denn  die  Determinante  bleibt  ja  bei  der  Vertauschung  der  Zeilen  mit 
den  Kolonnen  ungeändert. 

2)  Das  konjugierte  System  zu  dem  konjugierten  Systeme 
(cii)  ist  wieder  das  ui^prünghche  System. 

W  wieder  (.„)-(»„)(<!,.) 

das  Produkt  zweier  Systeme,  so  dafa  also  jedes  Element 

ist,  und  sind  (Cf^),  (du,),  (Cü)  die  konjugierten  Systeme,  so  ist 

d.  h.  es  besteht  wieder  der  Satz: 

3)  Das  konjugierte  System  eines  Produktes  ist  gleich 
dem  Produkte  der  konjugierten  Systeme  seiner  Falctoren  in 
umgekehrter  Reihenfolge. 
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Ist  endlicli  (cn,)  ein  Syatem  mit  nicht  verschwindender  Deter- 
minante, (c'iii)  das  reciproke  System,  so  wollen  wir  das  konji:^ierte  des 
reciproken  Systems,  also  (cj^)  das  komplementäre  System  zn  (c^) 
nennen  und  kürzer  durch  (ci*)  bezeichnen.  Dasselbe  entsteht  also  aus 
dem  reciproken  Systeme  durch  Vertausehnng  der  Zeilen  mit  den 
Kolonnen,  oder  offenbar  auch  aus  dem  konjugierten  Systeme  (c;i)  von 
(c;i)  durch  Übergang  zum  reciproken  Systeme.  Komplementäre  Systeme 
haben  also  reciproke  Determinanten.  Daa  komplementäre  System  zu 
(c'ii)  ist  offenbar  wieder  das  ursprüngliche  System.     Ist 

so  folgt  zm^ehet  durch  Übergang  zum  reciproken  Systeme  nach  (4) 

«.)  =  W.)W.), 

und  dann  durch  Übergang  zu  den  konjugierten  Systemen  nach  (5) 

(«;.)-(«',■.)(*.) 

oder 

(6)  (S,.)-(5.)(3„); 

es  besteht  also  der  Satz: 

4)  Das  komplementäre  System  eines  Produktes  von  zwei 
oder  mehreren  Faktoren  ist  gleich  dem  Prodiikte  der 
komplementären  Systeme  iu  ungeänderter  Reihenfolge. 

§4. 
Die  im  vorigen  Abschnitt  gefundenen  Resultate  benutzen  wir  jetzt, 
um  die  Beziehung   zwischen  zwei  Easissjatemen   des   Körpers  K{;s,u) 
einfach  auszusprechen.     Es  seien 

{fj'-^l,  Tj'-^), . . .  jjf"!)     und     (£Si),  £(^), .  ,  .  f  l"l) 
zwei  Systeme  von  je  n  Gröfsen  des  Körpers  K(ß,  u)   und  wir   wollen 
annehmen,  dafs  die  w  Elemente  g      durch  das  erste  System  mit  ratio- 
nalen Koeffizienten  darstellbar  sind.    Dann  bestehen  n  homogene  lineare 
Gleichungen: 


(1) 


5"  -  6,11™  +  Kn'"  +  ■  ■  ■  +  6..ii'"' 


jw  -  b.i^m  +  6.jiii"i  +  •  •  -  +  s,,  ))(■), 

oder  kürzer  geschrieben; 

(1»)  5">-2»»"i"'  (s.;.-i,2,^..-), 

in  denen  die  Substitutionekoeffizienten  b^k  rationale  Funktionen  von  z 
sind.     Ist  wieder   (s  =  a)    eine   beliebige   reguläre    Stelle  von  g ,   sind 
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5ßj,  ?ßa'  ■  ■  ■  ^«  ^'^  zugehörigen  konjugierten  Punkte  der  Kugelfläclie  SR, 
und  sind  allgemein 


die  konjugierten  Funttionenelemente  von  g  '  und  ^  '  für  jene  Stelle, 
so  gelten  die  Gleieliungen  (la)  für  alle  diese  n  Punkte,  und  man 
erhält  so  die  n'  Gleichungen: 

(11)  Sf-^  *•"'."'  («,i-l, !,....) 

durch  welche  die  n^  Elemente  der  Matrix  (t^)  durch  die  n^  Elemente 
der  Matrix  7jf>  mit  Hilfe  der  n^  Elemente  des  Suhatitutionssystems 

i^si  -  ■  ■  *"I 

(Ic)  {h')=     '''     ^' 

ausgedrückt  weiden 

Unter  Anwendung  dci  im  vorigen  Paragiaphen  erklärten  Bezeich- 
nung können  wu  nun  die  m  den  Gleichungen  (Ib)  ausgedrückte  Be- 
ziehung zwischen  den  Elementen  der  Matrizen  {y()  und  {v^\  in  sehr 
eleganter  Form  ausspiechen  Sie  können  nainhch  durch  die  eine 
Gleichung 
(2)  ftf)  =«")(»„.) 

ersetzt  werden,  wenn  unter  dem  Substitutioas Systeme  (bj,/,)  ein  für  alle- 
mal das  in  (Ic)  ausführlich  hingeschriebene  System  verstanden  ist. 
Multipliziert  man  nämlich  die  Elemente  der  ¥^^  Horizontalreihe 

iya\  nf,  ■  ■  ■^f) 

der  Matrix  (ij^'')  mit  den  entsprechenden  Elementen  (&^i,  hgS)  ■  ■  ■  hgn) 
der  g^"  Vertikalreihe  des  Snbstitutionsaystema  (b^/)  und  addiert  jene 
Produkte,  so  lehrt  die  Gleichung  (Ib),  dafs  man  das  Element  jl?'  der 
Matrix  (gf)  erhält.  Wir  können  also  dieses  Resultat  in  dem  folgenden 
Satze  einfach  aussprechen: 

Sind  die  Elemente  (£"■',  .  .  .  £*"')  durch  das  System 
(ij^^\  . . .  ij*"')  darstellbar,  so  ist  die  zugehörige  Matrix  (gif') 
gleich  der  Matrix  ('jI"')  multipliziert  mit  dem  Substitntions- 
systeme  {bg^. 
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GeM  man  in  der  Konipos itionegleicliuiig  (2)  zu  den  Determinanten 
über,  so  ergiebt  sicli: 

d.  h.  die  Determinante  des  Systems  (r  >  ■  -  ■  S    )  ist  gleich  der 
Determinante  von  (rp^, . . .  rf"')  mnltipliziert  mit  der  Snbstitu- 
tionsdeterminante  \'bg},\. 
"Wir  ziehen  aus  diesem  -wichtigen  Resultate  zuim.chst  einige  Fol- 
gerungen: Bildet  das  System  (-j;*^',  .  . .  ij'"')  eine  Basis  für  den  Köi-per 
K{ß,  11),  80  ist  jedes   andere  System  {%    ,  ■  ■  ■  5    )  durch  dasselbe  dar- 
sfcellhar,  und  aufaerdem  ist,  nach  dem  im  Torigen  A])schnitt  bewiesenen 
Fundamentalsatze,  seine  Determinante  |»?^M  stets  von  Null  verschieden. 
Also   ist   die   zu  (g"', . .  .  g*"')    gehörige  Determinante  1^"'!    ^«nn   und 
nur  dann  von  Null  verschieden,   wenn  dasselbe  von  der  Substitutions- 
determinante   I  hij,,  \    gilt.     Nur   in   diesem  Falle   ist   aber  (g    , . . .  £    ) 
ebenfalls   ein  Fundamenfcalsystem  für  den  Körper;    es  ergiebt  sich  also 
der  Satz; 

Man  erhält  alle  Fundamental  Systeme  aus  einem  von  ihnen 
(ijöl, . .  .  t;*"*)  in  der  Form: 

gC)  =  b,.i  ^(1)  +  h,^  ^(3)  + . . .  +  &,,„  rf")^ 

wobei  die  rationalen  Koeffizienten  nur  so  zu  wählen  sind,  dafs 

ihre  Determinante  nicht  identisch  Null  ist. 
Nimmt  man  z.  B.  für  (^^^')  das  System  (1,  M, . . .  u"-~^),  so  findet  man, 
dafs  jedes  System 

g«  =  hV  +  il'\(  4-  ■  -  ■  +  öS;'Li «"-'       (i = 1, 2, . . .  n) 

eine  Basis  des  Kijrpers  Kis,  w)  ist,  wenn  die  aus  den  n^  Koeffizienten  W 
gebildete  Detenninante  nicht  identisch  versehwindet. 


§6. 

Wir  hatten  bis  jetzt  bei  der  Betrachtung  des  Körpers  K(s,u)  die 
algebraische  Punktion  n  von  s  zu  Grunde  gelegt  und  K{0,  u)  als  die 
Gesamtheit  aller  rationalen  Funktionen  von  ^  und  u  definiert,  unter 
der  Voraussetzung,  daIJs  u  als  Funktion  von  0  durch  die  irreduktible 
Gleichung  n*^°  Grades  f  (u,  d)  —  0  definiert  ist.  Wir  hatten  aber  ge- 
sehen, data  jede  andere  Gröfee  ü  des  Körpers  als  FunMion  von  s 
ebenfalls  durch  eine  irreduktible  algebraische  Gleichung 

(1)  F^ü,  s)  =  [/^  -f  A^,{^)  U'~'  +■■■+  A,{b)  =  0 
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definiert  wird,  deren  Grad  e  entweder  gleich  n  oder  ein  Teiler 
Yon  M  ist. 

Es  sei  zunächst  U  so  gewählt,  dafs  e  =  n  ist,  dafa  also  U  ebenso 
wie  M  einer  irreduktibeln  Gleichung  n'™  Grades  F(U,  s)  =  0  genügt. 
Sind  dann  ,-        ^^  _, 

die  zu  n  konjugierten  Punkten  ^^,  ^j, .  . .  ^„  gehörigen  Funktionen- 
elemente,  so  sind  sie  sämtlich  untereinander  verschiedene  Potenzreihen. 
Also  bilden  die  n  Funktionen  des  Körpers 

1,     U,     Tß,...W'~^ 
genau    ebenso    eine   Basis    des   Körpers    KiB.it),   wie   die  n  Potenzen 
(1,  M, . , .  M"~^),  weil  die  zu  diesem  Systeme  gehörige  Determinante 

I  1,    Ui,    üi%  .  .  .  ür'  1  =  yn{Ug-ü,)  (i=  1,  ..-n) 

nicht  identisch  verschwindet.  ÄJso  ergiebt  sich,  dafa  jede  Gröfse  i; 
des  Körpers  E  (s,  ■ii)  auf  eine  einzige  Weise  in  der  Form 

(2)  ,j^C^  +  C\ü  +  ---+  C,-,U"'^  =  *  (s,  U) 

mit  rationalen  Funktionen  von  a  als  Koeffizienten  daretellbar  ist. 

Bilden  wir  also  jetzt  den  Körper  K{0,  U),  d.h.  die  Gesamtheit 
aller  rationalen  Funktionen  von  0  und  Ü,  so  gehört  nach  (2)  jede 
GrÖfse  7}  des  Körpers  K{g,  u)  auch  diesem  neuen  Körper  K(^,  U)  an, 
und  da  auch  umgekehrt  jede  Gröfse  von  K(0,  U),  d.h.  jede  rationale 
IVnktion  von  s  und  U,  auch  dem  Körper  K(0,  u)  angehört,  weil  ja  U 
selbst  eine  rationale  Funktion  von  s  und  u  ist,  so  folgt,  dal's  beide 
Körper  identisch   sind. 

Wir  hätten  auch  gleich  die  Definitionsgleichung 

F(U,  0)  =  ü""  ^-  A„^i{0)  ü"-'  +  ■■■  +  A(«)  =  0 

für  eine  reguläre  Stelle  (0  =  a)  auflösen  können,  und  wären  so  direkt 
zu  den  n  Funktionenelementen  Ü^, . .  .TJ^  gekommen;  und  durch  die 
Ausbreitung  derselben  hatten  wir  eine  n-bl'attrige  Kugelfläche  ?fi(i7) 
erhalten,  auf  der  dann  wiederum  alle  GrÖfaen  des  Körpers  K{0,  U) 
eindeutig  und  bis  auf  eine  endliche  Anzahl  von  Polen  stetig  sind. 
Man  erkennt  aber  leicht,  dafs  die  beiden  Flächen  SI(m)  und  5ft(Z7) 
identisch  sind,  wenn  mau  die  n  Blätter  beide  Male  gleich  bezeichnet 
und  die  Schnitte  übereinstimmend  wählt.  In  der  That  entsprechen 
sich  die  Blätter  beider  Flächen  eindeutig,  und  die  Verzweigungspunkte 
liegen  für  beide  an  den  gleichen  Stellen;  ist  nämhch  3?^  ein  a-blättriger 
Verzweigungspunkt    für   91  (m),    so    schreitet    auch    die    Entwickelung 
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von  U  in  9?„  notwendig  nach  ganzen  Potenzen  von  (s  —  k)"  und  uicHb 

etwa  nach  Potenzen  Yon  {b  —  a)""  fort,  wenn  %  ein  Teiler  von  «  ist, 
so  dafs  dem  «-blättrigen  Verzweigungspuntte  von  '^{u)  ein  »o-blättriger 
Verz-weigungapmikt  von  SR(P)  entspräche.  Wäre  dies  lämlich  der 
Fall,    so   hesäfaen  ja   auch   alle  Funktionen   des  Körpers  K(b,ü)  an 

dieser  Stelle  eine  Entwictelung  nach  Potenzen  von  {s  -  c)"",  und  dies 
ist  unmöglich,  weil  u  seihst  dem  Körper  K{!S,  U)  angehört.  Die 
beiden  Flächen  3t(M)  und  '3i{U)  entsprechen  also  einander  so,  daTs 
jedem  Blatte  S;(m)  des  einen  ein  Blatt  ®,(?7)  des  anderen  Punkt  für 
Punkt  entspricht,  jedem  regulären  Punkte  von  fft(?i)  ein  regulärer 
Punkt  von  9l(?7),  und  jedem  a-blättrigenVerzweigungspunkt  von  Sft(w) 
ein  Verzweigungspunkt  gleicher  Ordnung  von  31  (?7)  entspricht,  in 
dem  die  entsprechenden  Blätter  zusammenhängen.  Also  sind  in  der 
That  die  beiden  Kugelflächen  3i(M)  und  ^(U)  identisch,  wenn  der 
Punkt  SB„  und  die  Ühergaugslinien  entsprechend  gewählt  werden.  Es 
besteht  also  der  Satz: 

Ist  U  irgend  eine  Punktion  des  Körpers  K{z,u),  welche 
einer  irreduktibeln  Gleichung  n*^"  Grades  genügt,  so  ist 

und  die  zugehörigen  Kugelflächen  sind  identisch. 
Es  sei  jetzt  U  eine  dem  Körper  K  {s,  u)  angehörige  Funktion, 
für  welche  der  Grad  e  irgend  ein  eigentlicher  Teuer  von  n  ist,  und  sei 
(1)  die  irreduktible  Gleichung,  durch  welche  ü  als  Funktion  von  s 
definiert  wird.  Denken  wir  uns  aua  (1)  direkt  die  e  zu  einer  Stelle  {z  =  a) 
gehörigen  Funktionenelemente  0^,  TJ^,  .  .  .TJe  bestimmt  und  die  zu- 
gehörige zusammenlmngende  e-bl'ättrige  Kugelfläche  3i(I7)  konstruiert, 
so  zeigt  sich  genau  ebenso,  da£s  jede  rationale  Fimktion 

von  B  und  TJ  eindeutig  auf  3t(?7)  ausgebreitet  ist  und  auf  eine  einzige 
Art  in  der  Form 

ij  -  Co  +  Ci  ü"  +  ■  ■  - -f  c.-iC/""^ 
mit  rationalen  Koeffizienten  dargesteUt  werden  kann.  Alle  diese  Punk- 
tionen 1;  und  nur  sie  konstituieren  wieder  einen  Körper  K{z,  U)  und 
verhalten  sich  auf  Sfi(ü)  regulär,  und  jedes  dieser  Elemente  jj  ge- 
nügt wieder  einer  irreduktibeln  Gleichung,  deren  Grad  entweder  gleich  e 
oder  gleich  einem  Teiler  von  e  ist. 

Jede   Funktion   ij^ipis,!!)   des   Körpei^    K(s,U)    gehört  auch 
dem  Körper  K{s,ii')  an,  denn   ü  selbst  ist  ja  eine  rationale  Funktion 
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von  s  und  u,  also  gilt  dasselbe  auch  you  jeder  Funktion  jj;  dagegen 
gilt  nicht  das  Umgekehrte,  denn  sonst  mufste  ja  auch  n  selbst  als 
Element  des  Korpers  K{s,ü)  einer  Gleiehnug  des  tj^"-"  Grades  mit 
rationalen  Koeffizienten  genügen,  nnd  die  e  Elemente 

(l,  U,  U\  .    .  U'-') 

bildeten  eine  Basis  für  den  ganzen  Körper  K{ß,ii),  was,  wie  auf 
S.  124  bewiesen   wurde,   niemals  der  Fall  sein  kann,   wenn  e  <  n  ist. 

Man  nennt  daher  den  so  sich  ergebenden  Körper  e*^  Ordnung 
K(ß,  U)  einen  Teiler  oder  einen  Unterkörper  von  K(3,  u),  da  alle 
seine  Elemente  zusammengenommen  einen  Teilbereich  des  Körpers 
K{s,u)  bilden.     Es  ergiebt  sich  so  zunächst  der  Satz: 

Die    Ordnung  e   eines   jeden   Unterkörpers    K(ßi,  U)    des 
Körpers  K(^,  u)  ist  stets  ein  Divisor  der  Ordnung  von  K(ßi,  u). 

Jeder  Korper  w*^'  Ordnung  besitzt  also  im  allgemeinen  eine  end- 
liche Anzahl  von  Divisoren  oder  Unterkörpern,  deren  Ordnung  stets 
ein  Teiler  von  n  ist  mid  deren  Untersuchung  für  die  Bi'kenntnis  des 
algebraischen  Charakters  der  Gleichung  /"(•!(,  s)  =  0  von  fundamentaler 
Bedeutung  ist.  Jeder  Körper  besitzt  stets  den  Körper  niedrigster 
Ordnung  -ff(3)  der  rationalen  Funktionen  von  z  allein  als  Divisor,  und 
dieses  ist  der  einzige  Unterkörper,  falls  die  Ordnung  n  desselben  eine 
Primzahl  ist,  weil  diese  Ja  auCser  der  Einheit  keinen  kleineren  Divisor 
entMIt. 

Für  den  zuletzt  abgeleiteten  Satz  wollen  wir  auch  noch  einen 
Beweis  angeben,  welcher  die  Kenntnis  der  Wurzeln  unserer  Gleichung 
nicht  voraussetzt:  Wir  hatten  gesehen,  dafs  u  nicht  dem  Körper  K(£,  U) 
angehört;  wohl  aber  wird  eine  Gleichung  für  w  existieren: 

(3)  <D(«)  =  «/  +  C/-1  (E7,  s)  W/-1  +  ■  ■  ■  +  Co  (C^,  ^)  =  0, 

deren  Koeffizienten  dem  Körpe  K{U  )  angehören  D  fs  e'u  sol  1  e 
Gleichung  für  u  besteht,  ist  klar  denn  jedenfalls  genügt  i  der  Glei 
chung  «'^°  Grades  f{u,  s)  =  0  leien  Koeffizienten  alle  so^^a  m  * 
rational  sind,  also  dem  Körper  L.(  )  mithin  a  fort  oii  lern  Koiiei 
Ki^jU)  angehören.  Es  möge  nm  (3)  de  Gle  rhung  niel  gsten 
Grades  seiu,  der  u  innerhalb  des  Ko  peia  K  {z  U)  gen  gt  Man  k  nnt 
dieselbe  auch  auf  rationalem  W  ege  finien  jedoch  genügt  fir  len  1  ei 
zu  gebenden  Beweis  die  selbstverstdnll  che  Beneikiug  dafs  eine  solche 
Gleichung  niedrigsten  Grades  tu  s  chei  ex  stielen  m  Is  Als 
dann  bilden  die  ef  Funktionen 

(3a)    l,U,...n'~^;     u,uü,...uU'    ^■,...;xif-\  uf-^lj,...iif-W   ' 
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eine  vollständige  Basis  für  den  Körper  n^"'  Ordnung  K(b,  m).  Denn 
erstens  gehören  alle  diese  ef  Produkte  zu  K(z,  m);  ferner  siad  sie  alle 
rational  unabhängig,  denn  bestände  zwi sehen  iimen  eine  homogene 
Inieare  G-Ieiclinng  mit  rationalen  Koeffizienten 


22'-'^''**=«' 


und  schreiben  wir  sie  in  der  Form: 

(3h)         d^ («,  U)  +  dJß,V)ii  +  ---+  dj^i  [b,  TJ')uf-^  =  0, 

in  der  jetzt  alle  Koeffizienten  di(e,  TJ)  dem  Körper  K(s,  U)  angehören, 
so  wäre  ja  (3h)  eine  Gleichung  von  niedrigerem  als  dem  Z'*^"  Grade, 
gegen  unsere  über  <t>(!t)=^0  gemachte  Voraussetaung.  Da  man  nun 
endlich  jede  Gröfse 

1  =  e„(^)  +  q(s)M  +■-.+  c„_,  (?)«"-! 

des  Körpers  K{s,  u)  durch  einfache  Division  mit  der  Funktion  des 
/■**"  Grades  <&(«)  stets  auf  den  (/"— 1)'^"^  Grad  in  m  so  reduzieren  kann, 
dafs  alle  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  ZJvon  niedrigerem  als  dem 
gten  (jrade  sind,  da  wir  also  jedes  Element  j?  durch  die  ef  Funktionen  (3  a) 
wirklieh  darstellen  können,  so  bilden  sie  wirklieh  eine  Basis  für  den 
Körper  w'""^  Ordnung  K{p,u),  es  ist  also  ef-^n,  was  zu  beweisen  war. 

Zum  Äbsehlufs  dieser  Untersuchungen  beweisen  wir  den  folgenden 
wichtigen  Satz,  welcher  eine  einfache  Beziehung  zwischen  den  Ordnungen 
der  Terzweigungspunkte  derjenigen  Kugelflächen  9{(M)und  9i([r)  an- 
giebt,  welche  zu  einem  Körper  K(s,  m)  und  einem  seiner  Unterkörper 
JE(s,  Ü)  gehören. 

Es  sei  3Sa  ein  «-blättriger  Verzweigungspunkt  von  SR(tt);  dann 
besitzt  w  für  seine  Umgehung  die  Entwickelung 

it  —  e,,(s- «)"  +  C/,+i(s--(i:)  "    H . 

Ist  nun  U  ==  c^  ■{- CiU -] \-  c„—-iti"~'  irgend  eine  Gröfse  des  Körpers 

K{z,u),  so  besteht  für  sie  eine  Entwickelung 

U=EJß-a)"  +E,+t(ß-<^)~"    +■■■, 

wo  offenbar  ä  entweder  gleich  «  oder  ein  Teiler  von  a  sein  mufs, 
Ist  U  ebenfalls  von  der  «.'«"  Ordnung,  so  mufs,  wie  bereits  oben  her- 
vorgehoben   wurde,    notwendig    ä=  a    sein,    weil    sonst    nicht    alle 
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ft  konjugierten  Reilieii  in   der  Umgebung  von  ^^  verschieden  wären; 

in  diesem  Falle  entspriclit  also  jedem  a  IjUttrjgen  "\  eizweigungspirnkbe 

von  Slt(M)  ein  ebensolcher  von  SR(C/). 

Ist   dagegen   Ü  von   niedrigerer    ah   der   n"™  Oidnang,    so   kann 

sehr   wohl  ä  ein  Teiler  von  a  sein;   in   diesem   Füle   entspricht   also 

jedem   Pvmkte   SS,i  von   5ft(t()   ein  Verzweigung &puukt  3^-^-   von    'Si(ü'), 

dessen  Blätteranzahl  «  ein  Divisor  von  a  sein  muls     Es  besteht  also 

der  Satz: 

Sind  91(m)  nnd  9l((7)  die  zn  einem  Körper  und  einem 
seiner  Unterkörper  gehörigen  Eiemannschen  Flächen,  so  ent- 
spricht jedem  Punkte  von  9t(M)  eindeutig  ein  Punkt  von 
31{Z7);  ist  a  bzw.  ä  die  Anzahl  der  m  jenen  beiden  Punkten 
zusammenhängenden  BUitter,   so   ist  a  stets  ein  Teiler  von  a. 
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DOdnuglil        —   DPml  —  D 

D     GruBl       La  f      1     R    h       nut  Dvi  - 

L  —  D      -Törst        M         m    T  il  D 

R  1     u^       d     t        Dn  —   D         1     b 

t    t       —  J  i      1«  I         L    F  nit       b     t  i  gl     1 
k   fe  t  U 


§  1. 

In  der  eisten  "Vorlesung  hatten  wir  die  rationalen  Funktionen 

Z_,p(2) 

in   der  Umgebung   eines   beliebigen  Punktes  p    der   zugehörigen   ein- 

blättiigen  Kugelfläehe   St  untersucht  und  gesagt,   sie  besitze  in  p   die 

Ordnungszakl  p,  wenn  sie  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  in  der  Form 

darstellbar  ist,  wo  E(0\  </')  eine  beliebige  Einbeitsfunktion  für  p 
bedeutet. 

Bötraebten  wir  nun  eine  beliebige  algebraische  Funktion 
»;  =  q)  (s,  m) 
des  Körpers  E{s,  u)  in  der  Umgehung  eines  Punktes  5ß  der  zugehörigen 
w-blättrigeu  Riemannschen  Fläche  8t  und  nehmen  dabei  der  All- 
gemeinheit wegen  an,  dafs  jene  Stelle  eine  a-bl^ttrige  Verzweigungs- 
stelle ist;  für  eine  reguläre  Stelle  braucht  dann  nur  a=^l  gesetzt  zu 
werden.  Wie  die  vorausgeeehiekten  Betrachtungen  lehren,  ist  dann 
die  algebraische  Funktion  ij  in  der  Umgebung  jener  Stelle  stets  in  der 
Form  darstellbar: 

(1)  n-(r.—'fE(s\„), 

WO  wieder  ^~a  den  zu  ?ß  gehörenden  Linearfaktor,  E{0\a)  eine 
Einlieitsfunktion  für  jene  Stelle,  und  q  eine  positive  oder  negative 
ganze  Zahl  oder  die  Null  bedeutet.  Auch  hier  wollen  wir  jeder 
Fimktion  ij  des  Körpers  K(0,  u)  eine  Ordnungszahl  für  den  beliebig 
angenommenen  Punkt  ^  zuordnen,  und  zwar  wollen  wir  wieder  hierfür 
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den  Exponenten  p  derjenigen  Potenz  Ton  (s  —  a)"  wählen,  mit  welcher 
die  Entwickelung  von  tj  in  der  Umgebung  jener  Stelle  beginnt. 

Untersuchen  wir  zunäehat,  welches  die  Ordnungszahl  einer  ratio- 
nalen Funktion  Ton  2  in  einem  Punkte  ^  von  SR  ist,  wobei  wir  uns 
offenbar  auf  die  Betrachtung  eines  Linearfaktors  beschränken  können. 
Betrachten  wir  z.  B.  eine  Stelle  (^  ==  a)  der  unabhängigen  Variablen,  so 
gehören  zu  ihr  n  konjugierte  Punkte  Sßi,  ^g, . . .  ^^  der  Riemannsehen 
Fläche,  falls  unter  ihnen  kein  Verzweigungspunkt  vorhanden  ist.  Der 
zugehörige  Liuearfaktor  s  —  ß  besitzt  in  jedem  dieser  Punkte  die 
OrdnimgszaM  Eine,  wie  aus  der  Gleichung 

,.-»_(»-B)'.iS(3|») 
hervorgeht,  wo  in  diesem  speziellen  Falle  die  Einheitsfimktiou  £(c|a)=  1 
ist.     Gehört   dagegen   zu   jener   Stelle   (ß  =  a)    etwa   ein    «-buttriger 
Verzweigungspunkt,   so  ist  für  sie   der  Linearfaktor  s  —  k   genau  von 
der   ffl'*"  Ordnung,    denn   die   Entwickelung   von   s  —  a    nach    ganzen 


n  (ä^  — -  k)"  beginnt  erst  mit  dem  Gliede  {^  ■— tt)" .  Ent- 
wickelt man  femer  einen  Linearfaktor  ^  —  k  in  der  Umgehung  der 
Stelle  (s=  00),  so  gut  die  Entwickelung 


'i^fi: 


für  die  Umgebung  eines  jeden  der  Punkte  von  31,  welche  der  Stelle 
ie  =  00)  entsprechen.  Ist  also  einer  dieser  Punkte  ^''°*  regulär,  so 
besitzt  für  ibn  s  —  a  die  Ordnungszahl  —  1 ;  betrachten  wir  aber  jenen 
Linearfaktor  für  einen  am  Südpol  liegenden  a-blättrigen  1 
punkt,  und  schreiben  wir  die  obige  Gleichung  in  der  Form 


(.-.)= (i)-^(i 


so  erkennt  man,  dafs  hier  {^  —  a)  die  Ordnungszahl  —  a  besitzt. 

Ist  zweitens  fj  eine  beliebige  algebraische  Funktion  von  K{ß,  ii),  so 
erkennt  man  zunächst,  dafs  die  Stelle  5ß  eine  Nullstelle  oder  ein  Pol 
für  sie  ist,  je  nachdem  die  soeben  definierte  Ordnungszahl  positiv  oder 
negativ  ist,  und  dafs  ij  an  jener  Stelle  dann  und  nur  dann  eiaen  end- 
lichen, von  Null  verschiedenen  Wert  besitzt,  wenn  die  Ordnungszahl 
Null  ist.  Haben  femer  zwei  Funktionen  ij  und  £  in  ?ß  die  Ordnungs- 
zahlen T  und  s,  ist  also  für  die  Umgebung  von  ^: 

^  =  (.-<.E(.|«),     5=(^-«f-E'(^|ß), 
und  berücksichtigen  wir,  dafs  sowohl  das  Produkt  als  auch  der  Quotient 
zweier   Einheitsfunktionen   wiederum    eine   solche   ist,   so   folgt  durch 
Multiplikation  und  Division  jener  beiden  Gleichungen: 
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l=(.-.r'i,(.i«), 

d.  h.  es  bestellt  hier  ebenso  wie  für  rationalö  Funktionen  der  Satz: 

Besitzen   zwei   BSmktionen  tj  und  g  in  ^   die    Ordnungs- 
zahlen r  und  s,  so  besitzt  ihr  Produkt  die  Ordnungszahl  r  -j-  s, 
ihr  Quotient  die  Ordnungszahl  r  —  s. 
Für  jeden  regiiMren  Punkt  ist   die  hier   gegebene  Definition  der 

Ordnungszahl  einer  algebraischen  Funktion  ?j  =  (s  — a)"  £(3|ß)  toU- 
ständig  identisch  mit  der  für  die  rationalen  Funktionen  aufgestellten, 
weil  in  diesem  Falle  der  Nenner  ß  =  l  ist.  Etwas  anders  scheint  dies 
hei  den  Verzweigungspunkten  zu  sein,  und  man  könnte  zunächst  ver- 
sucht sein,  für  diese  den  gebrochenen  Exponenten  —  als  Ordnungszahl 
zu  wählen,  wenn  für  die  Umgehung  einer  solchen  Stehe  tj  die  obige 
Entwiekelung  (1)  besitzt.  Indessen  überzeugt  man  sich  durch  die  folgende 
einfache  Überlegung  davon,  dafs  die  oben  gegebene  Definition  der 
Ordnungezahl  einer  algebraischen  Funktion  für  eine  Verzweigungsstelle 
die  richtige  Verallgemeinerung  für  den  Übergang  Yon  dem  Körper 
K(s!}  der  rationalen  zu  dem  Körper  K{i3,u)  der  algebraischen  Punk- 
tionen bildet. 

Betrachten  wir  alle  rationalen  Funktionen  vons,  welche  in  dem 
Punkte  J)  der  zugehörigen  einblättrigen  Kugelfläche  yersehwinden,  und 
wählen  wir  aus  ihnen  eine  solche  aus,  welche  in  der  Umgebimg  von  !p 
unendheh  klein  Ton  möghchst  niedriger  Ordnung  ist,  so  erhalten  wir 
entweder  den  Linearfaktor  s  —  a  selbst  oder  irgend  eine  rationale 
Funktion  Z^,,  deren  Entwickelung  ebenfalls  mit  der  ersten  Potenz  von 
2  —  c  beginnt,  für  welche  also  für  die  Umgebung  von  p  die  Dar- 
stellung besteht: 

Z(,  =  (3-ß)E(s!K). 

Wählen  wir  nun  eine  solche  Funktion  Zp  als  Mafsstah  für  die  übrigen 
rationalen  Funktionen,  legen  wir  ihr  also  die  Ordnungezahl  1  bei  und 
setzen  dann  fest,  dals  eine  andere  Funktion  Z  desselben  Körpers  die 
Ordnungszahl  p  besitzen  soll,  wenn  Z  in  der  Umgehung  von  p  von 
derselben  Ordnung  unendlich  klein  bzw.  unendlich  grofs  wird  wie  Z^, 
wenn  sich  also  der  Quotient  —  für  s  =  k  auf  eine  endliche,  von  Null 
verschiedene  Konstante  reduziert,  so  erkennen  wir,  dafs  alle  und  nur 
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die  Fimktioneiji  Z  von  der  Ordnung  p  sind,  welche  iu  der  "Umgebung 
von  ö  in  der  Form 

darstellbar  sind.  Wir  gelangen  also  von  dieser  Gi-undlage  aus  genau 
zu  der  oben  gegebenen  Charakterisierui^  der  OrdmmgszaM  für  die 
rationalen  Funktionen, 

Greifen  wir  nun  in  gleicher  Weise  unter  den  in  dem  «-blättrigen 
Verzweigungepunkte  ^  der  w-b^ttrigen  Kugelfläcbe  Sfi  verschwindenden 
Punktionen  des  algebraischen  Körpers  K.{s,  w)  eine  Funktion  -q^  heraus, 
■welche  in  der  Umgebung  dieses  Punktes  nnendlich  klein  von  mög- 
lichst niedriger  Ordnung  wird,   so   kann  ihre  Entwickelung  mit  keiner 

niedrigeren  gebrochenen  Potenz  von  s—  k  als  mit  {z  —  a)"  heginnen, 
d.  h.  sie   mufs  für  die  Umgebung  von  ^ß  die  Darstellung 

besitzen.  Erst  später  werden  wir  zeigen,  dafs  für  jeden  Verzweigungs- 
pnnkt  ^  wirklich  eine  solche  Funktion  des  Körpers  -ff  (2,  u)  gefunden 
werden  kann,  welche  für  ^  von  dieser  niedrigsten  Ordnung  un- 
endlich klein  wird.  Nehmen  wir  aber  diese  Thateache  schon  jetzt 
als  erwiesen  an,  so  müssen  wir  auch  hier  diese  Funktion  ?/„  als 
Mafsstah  für  die  übrigen  Funktionen  wählen,  d.  h.  ihr  die  Ordnungs- 
zahl 1  beilegen,  und  wir  müssen  einer  beliebigen  Funktion  jj  dann 
die  Ordnungszahl  jj  beilegen,  wenn  ijg  diejenige  Potenz  ist,  für  welche 
der  Quotient  --  für  (s  =  k)  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.   Thun 

''*  - 

wir   dies,   so  erkennen  wir,   dafs   alle  und   nur   die  Funktionen  i\  des 

Körpers  Ki^,ii)  die  Ordnungszahl  q  haben,  för  welche  in  der  Um- 
gebung von  ^  die  Darstellung 

,-(2^«r£(8i«) 

besteht,  dafs  also  die  hier  gegebene  Definition  der  Ordnungszahl  eine 
direkte  Verallgemeinerung  der  für  die  rationalen  Funktionen  gegebenen 
ist.  Wir  erkennen  so,  dafs  der  Begriff  der  Ordnungszahl  einer  Funk- 
tion Jj  von  dem  Körper  M.  (s,  u)  abhängig  ist,  als  dessen  Individuum 
ij  betrachtet  wird,  denn  wir  vergleichen  eben  ij  mit  der  Funktion 
niedrigster  Ordnung  »Jn,  welche  in  diesem  Körper  existiert.  Steigt 
man  z.  B.  von  dem  hier  betrachteten  Körper  n'^''  Ordnung  zu  einem 
anderen  Körper  K  der  (jwn)'™  Ordnung  auf,  in  welchem  K{s,  u)  als 
Unterkörper  enthalten  ist,  so  kann  die  Ordnungszahl  q  von  1;  für  den 
Punkt  3ä  in  ein  Vielfaches  o  von  o  übergehen,   und   zwar   wird   dies 
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dann  and  aur  dann  der  i^all  sein,  wenn  dem  ß-blättrigen  Verzweigangs- 
punkte  ip  in  diesem  höheren  Körper  ein  ä-blätbriger  Verzweignngs- 
pimkt  Sß  entspricht,  für  welclien  »  ein  Maltiplnm  you  a  ist,  denn  in 
diesem  Falle  giebt  es  ja  innerhalb  ^  ein  Element 

%- (2 -")"«(";«), 

welches  nun  als  Mal'sstab  zu  wählen  ist.  Im  folgenden  bleiben  wir 
aber  stets  innerhalb  eines  und  desselben  Körpers,  und  hier  bleibt  der 
Mafsstah  für  jeden  eiazelnea  Ptmkt  anveränderlieh. 


Wir  wollen  nun  ebenso  wie  in  der  Theorie  der  rationalen  Funk- 
tionen und  der  zugehörigen  einblättrigen  Kagelfiächen  jedem  Punkte  ^^ 
der  n-blättrigen  zu  X(s,  it)  gehörenden  Eiemannschen  Kugelfläche  ?ft 
einen  Divisor  zuordnen,  welcher  ebenfalls  durch  Sß^  bezeichnet  werden 
möge,  und  zwar  soll  die  Teilbarkeit  einer  Funktion  tj  in  der  Umgebung 
Ton  $0  durch  diesen  DiYisor  wieder  durch  den  folgenden  Satz  charak- 
terisiert werden: 

Ist  ?ßf,  der  zu  dem  a-blättrigen  Verzweigungspunkte  Sß^ 
gehörende  Divisor,  so  enthält  eine  Funktion  rj  im  Bereiche 
jenes  Punktes  die  p'°  Potenz  von  ^|,  oder  sie  ist  durch  ?ß^ 
teilbar,  wenn  sie  im  Punkte  Sß^  die  Ordnungszahl  q  besitzt 
oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  sie  in  der  Umgebung  von  ^q  in 
der  Form 

dargestellt  werden  kann,   falls  s  —  a  den  zugehörigen  Linear- 
faktor bedeutet.     Dabei  soll  es  vorläufig  gleichgiltig  sein,  wie 
sich   1]   in   den   übrigen   Punkten    der    Riemannschen    F^che 
verhält. 
Diese  Definition  gilt,  mag  nun  p  positiv,  negativ  oder  Null  sein.   Man 
erkennt   speziell,   dafs   eine  algebraische  Funktion  dann  und  nur  dann 
mindestens  die  erste  Potenz  des  Divisors  ^^  enthält,  wenn  sie  in  dem 
zugehörigen  Pimkte  5ßo  der  Eiemannschen  Fläche   verschwindet,   und 
ebenso,  dafs  sie  mindestens  die  Potenz  ^^    enthält,  wenn  sie  an  jener 
Stelle  unendlich  grofs  ist.     Ferner   sieht  man,   dafs   es    genau   ebenso 
viele    Divisoren   ^f,    giebt,    wie    die   zugehörige   Riemannsche   Fläche 
Punkte  ?ßu  besitzt. 

Auch  diese  Divisoren  haben  ebenso  wie  diejenigen  der  rationalen 
Funktionen  von  s  die  Eigenschaften  der  Primzahlen  der  Zahlentheorie. 

Hensel  a.  Landelerg,  AlgetialacLe  ruuklloueo  etc.  10 
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Denn  offenbar  ist  ein  Produkt  tj^  zweier  Funktionen  desselben  Körpers 
nur  dann  dnreli  einen  Primfaktor  ^^  teilbar,  wenn  mindestens  einer 
den  Faktor  ^q  enthält;  jenes  Produkt  kann  ja  nur  daim  in  dem  zu- 
gehörigen Punkte  ^d  verschwinden,  wenn  dasselbe  für  mindestens 
einen  der  beiden  Faktoren  der  Fall  ist,  Hiemach  können  die  Divisoren 
auch  als  „Primfaktoren"  bezeichnet  werden. 

Die  im  vorigen  Abschnitte   gefundenen  Sätze  können  nunmehr  in 
der  folgenden  Form  ausgesprochen  werden; 

Sind  zwei  Funktionen  tj  und  t,  bzw.  durch  die  Divisoren 
$0  und  SpQ  genau  teilbar,  so  ist  ihr  Produkt  ij^  genau  durch 
die  Potenz  ^o"''^  ^^^  Quotient  -^  durch  5ßo~'  teilbar. 


Wir   gehen  jetzt   einen  Schritt  weiter  und   betrachten  statt  < 
einzigen  Punktes  ein  System  von  Punkten 


welche  wir  behebig  auf  der  »^-blättrigen  Kugelfläcbe  annehmen.  Be- 
zeichnen wir  nun  die  zugehörigen  Primteiler  durch  dieselben  Buch- 
staben, und  sind  pj,  P3,...p/i  beliebige  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  oder  auch  Null,  so  woUen  wir  das  Produkt  der  Primteiler- 
potenzen 
1)  a  =  5ßf5ßf...5p^" 

wie  auf  S.  12  einen  algebraischen  Divisor  nennen,  und  wir 
definieren  die  Teilbarkeit  einer  Funktion  ij  durch  diesen  Divisor 
f olgendermafa  en : 

Eine  Funkfcion  tj  des  Körpers  K{SfU)  ist  für  den  Bereich 
der  n  Punkte  {^j,  ^j, .  ,  .  ?ß^)  durch  den  Divisor 

teilbar,  wenn  sie  allgemein  in  dem  Punkte  ^i  mindestens  die 

Ordnungszahl  q;  besitzt. 
Wir  betrachten  bei  dieser  Definition  wiederum  die  Funktion  r]  nur  für 
den  Bereich  der  fi  Punkte  ^^,  ^^,  . . ,  ^^;  es  kann  sich  daher  )j  sehr 
wohl  noch  in  anderen  Punkten  der  Kugelfläehe  nicht  regulär  verhalten. 
Handelt  es  sieh  aber  um  das  Verhalten  der  Funktion  t;  auf  der  ganzen 
Kugelfläche,  so  ersetzen  wir  diese  nur  für  den  Bereich  von  (?ßj,...5ß^) 
gütige  Definition  der  Teilbarkeit  durch  die  folgende: 
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Eine  Funktion  t^  ist  für  ihren  ganzen  Bereich  durch  den 
Divisor    O  =  ^ß^'^^'- ■  ■  ^^''  teilbar,   wenn    sie   in   jedem    der 
ji  Punkte  ^;  mindestens  die  Ordnungszahl  qi  hesitat,  und  im 
übrigen  auf  der  ganzen  Kugelfiäche  regulär  ist. 
Wir  wollen  jetzt  aher  nicht  blofs  die  Teilbarkeit  der  Funktionen 
des    Körpers    durch   die   Divisoren   untersuchen,   sondern  wir  werden 
gleich  von  vornherein  jene  Divisoren  als  selbständige  Gröfsen  in  unsere 
Betrachtung   au&ehmen,   wie   wir  dies  in  der  zweiten  Vorlesung  be- 
reits bei  dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  £  gethan  haben. 
Wir    geben    zuerst    die    Grundregeln    über    das    Rechnen    mit    diesen 
Divisoren  und  bemerken  dabei,  dafs  sie  wörtlich  mit  den  Vorschriften 
der   elementaren  Arithmetik  über  das  Bechnen  mit  den  in  ihre  Prim- 
fakfcoren    zerlegten   ganzen   und   gebrochenen   Zahlen   übereinstimmen. 
Wir  werden   dann  sehen,   wie  sehr  sich  die  Resultate  und  Methoden 
dieser  ganzen  Theorie  durch  die  Einführung  der  algebraischen  Divisoren 
vereinfachen. 

Jedem  algebraischen  Divisor 

von  beliebig  vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primfaktoren  entspricht 
ein  bestimmtes  Punktsystem  (S^^,  ^ß^t  ■  ■  ■  ^s)  *"f  ^^^  Kugelfläche, 
und  ein  bestimmtes  System  zugehöriger  Ordnungszahlen  (X^,  l^, .  . .  i;,), 
welche  positiv,  negativ  oder  auch  Null  sein  können.  Unter  der  nullten 
Potenz  eines  Primdivisors  wollen  wir  auch  hier  die  Einheit  verstehen, 
also  ?|J*'  =  1  setzen.  Eine  solche  nullte  Potenz  eines  Primteilers  kann 
zu  O  hinzugefügt  oder  aus  O  fortgelassen  werden,  ohne  jenen  Divisor 
zu  ändern. 

DieS^mme  ;_  j^  ^.  ;__,....  + j, 

aller  Exponenten  von  Q  soll  die  Ordnung  jenes  Divisors  genaaint 
werden. 

Es  seien 

D  =  5ß^Sp^  . .  5ß^      3i=  Jß^-'^p^^. . .  ^;'' 

zwei  beliebige  Divisoren;  wir  können  und  wollen  ajinehmen,  dafs  sie 
dieselben  Primfaktoren  ^i, ...  ^4  enthalten;  sollte  z.  B.  5ß^  in  O  ent- 
halten sein,  in  31  aber  nicht,  so  wäre  einfach  ftj  =  0  anzunehmen  u,  s.  w. 
Dann  definieren  wir  genau  wie  in  der  elementaren  Arithmetik  ihr 
Produkt  und  ihren  Quotienten  durch  die  Gleichungen 
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Sind  q  =  Zi;  und  r  =  Zjij  die  Ordmmgszablen  von  Q  und  9{,  so 
sind  also  die  Ordmingszalden  von  DSl  und  ^  bzw.  gleich  g  +  r 
und  g  —  )'. 


heifst  ganz,  wenn  kein  einziger  Ton  seinen  Exponenten  y^,  y^, . . .  y,^ 
negativ  ist;  ist  dagegen  aucli  nur  einer  derselben  negativ,  so  heifst  er 
ein  gebrochener  Divisor.  Jeder  gebrochene  Divisor  £t  kann  als 
der  Quotient  zweier  ganzen  Divisoren,  nämlich  in  der  Form 


D^ 


.^^ 


geschrieben  werden,  wo  der  Zahler  j  alle  Primfaktoren  mit  positiven, 
der  Nenner  H  alle  Primfaktoren  mit  negativen  Exponenten  enthält. 
Die  Ordnungszahl  eines  solchen  gebrochenen  Divisors  O  ist  also  nach 
dem  soeben  bewiesenen  Satze  für  die  Ordnungszahl  eines  Quotienten 
gleich  der  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  Zähler  und  Nenner. 

Einen  solchen  Bruch  £l  =  —  können  wir  uns  in  seiner  redu- 
zierten Form  geschrieben  denken,  in  welcher  Zähler  und  Kenner 
keinen  gemeinsamen  Teiler  enthalten,  wo  also  die  beiden  ganzen  Divi- 
soren j  und  n  keinen  einzigen  Primteiler  ^  zugleich  enthalten;  aber  £1 
bleibt  auch  ungeändert,  wenn  man  jenen  Bruch  mit  einem  beliebigen 
i  Divisor  g  „erweitert";  es  ist  nämlich  identisch: 


in  den  meisten  Fällen  wollen  wir  uns   aber  einen  solchen  Bruch  ge- 
hoben, d.  h.  in  seiner  reduzierten  Form  geschrieben  denken. 

Ein  Divisor  O  heifst  durch  einen  anderen  tR  teilbar,  wenn  der 
Quotient  _ 

ein   ganzer  Divisor   ist,   wenn   also  D  jeden  Primfaktor  ^  ebenso  oft 
oder  öfter  enthält  als  3t. 

Sind  O^   und   D.^    zwei    beliebige    ganze    oder    auch    gebrochene 
Divisoren,  so  nennen  wir  den  Divisor 


%  =  (0,,  da) 

ihren  grüfsten  gemeinsamen  Teiler,  welcher  jeden  einzelnen  Prim- 
faktor  5|J   so    oft   entlntlt,   als   er   mindestelns    in  Q^  und  Q^   auftritt. 
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Ist   S   80   bestimmt,    so    sind    S\  und  iD^    offenbar   durch    ®   teilbar, 

WO  ®j  und  @3  ganze  Divieoren  sind,  welche  keinen  einzigen  Prim- 
teiler  ^  gemeinsam  haben,  mid  die  daher  teilerfremde  oder  relativ 
prime  ganze  Divisoren  genamit  werden  können.     Ist  z.  B. 

80  ergiebt  sicli  nach  dieser  Definition  für  den  grörsten  gemeinsamen 
Teiler  , 


und  es  ist 

und  man  erkennt    dafs  die  beiden  ganzen  Divisoren 


in  der  That  teilerfremd  sind. 

In  gleicher  Weise  erkennt  man,  dafs  man  analog  auch  den  grÖfsten 
gemeinsamen  Teiler         fj-i       Cih     n  n  > 

mehrerer  Divisoren  definieren  und  in  jedem  einzelnen  Falle  direkt  hin- 
sehreiben kann.  Sind  die  ^  Divisoren  C-  sämtlich  ganz,  also  alle 
Exponenten  der  Primteiler  ^;  positiv  oder  Null,  so  ist  auch  ®  ein 
ganzer  Divisor,  da  er  jeden  einzelnen  Primteiler  so  oft  enthält,  als  er 
mindestens  in  allen  Divisoren  Da  auftritt;  sind  dagegen  nicht  alle 
Divisoren  D/,  ganz,  enthält  also  auch  nur  einer  einen  Primteiler  ^^  in 
der  negativen  Potenz  ^^7^'  ^°  besitzt  'S)  ebenfalls  einen  Faktor  ?ß]~^' 
dessen  Exponent  p^^  p  ist,  d.h.  auch  ®  ist  ein  gebrochener  Divisor. 
Also  gilt  der  Satz: 

Der   gröfste   gemeinsame  Teiler  beliebig  vieler  Divisoren 

ist   dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  das  Gleiche  für  alle  jene 

Divisoren  gilt. 
Wir  wollen  uns  wieder  die  w -blättrige  Rieraannsehe  Fläche  fü 
von  der  einblättrigen  Kugelfläche  ^  umgeben  denken  und  jedem 
Punkte  p  der  letzteren  die  konjugierten  zuordnen,  welche  genau  unter 
ihm  liegen,  d.  h  zu  deiselben  SteUe  (s  =^  a)  gehören  Auf  diese  Weise 
ordnet  sich  einem  jeden  Punkte  ^^  von  'Ti  em  emziger  Punkt  p  von  ® 
zu;  diese  Zuordnung  i&t  aber  nicht  eindeutig  umkehrbar,  denn  zu  jedem 
Punkte  p  gehören  la  im  allgememen  n  konjugierte  zugeordnete  Punkte 
?ß,  . . .  ?ß„,  mmlich  die,  welche  genau  unter  ihm  liegen. 
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In  gleicher  Weise  gehört  zu  jedem  algebraischen  Primteiler  5ß  ein 
zugeordneter  rationaler  Primteiler  V?  welche  bzw.  den  beiden  zu- 
geordneten Punkten  $  und  ^)  von  Sft  und  ^  entsprechen.  Wir  wollen 
den  rationalen  Divisor  p  die  Norm  des  Primteilere  5ß  nennen  und 
diese  Zuordnung  durch  die  Gleichung 

bezeichnen.     Schon   im    nächsten  Abschnitte   werden   wir    sehen,   dafs 
diese  Definition  die  früher  fiir  die  Norm  einer  algebraischen  Funhtion  ij 
gegebene  als  speziellen  Fall  enthält. 
Ist  allgemeiner 


ein  algebraischer  Divisor,  dessen  Zähler  und  Nenner  aus  beliebig 
vielen  gleichen  oder  verschiedenen  Primteilem  besteht  und  dessen 
Ordnung  also  g  =  j(  —  v  ist,  und  ersetzt  man  jeden  von  diesen  algebra^ 
ischen  Primteilem  durch  den  zugeordneten  rationalen  Primteiler,  so  er- 
hält man  einen  rationalen  Divisor 

^     pi  pa  ■  -  ■  p; 

von  derselben  Ordnung  g  =  fi  — v,  welchen  wir  wieder  die  Norm 
von  D  nennen  und  diese  Beziehung  durch  die  Gleichung 

<\  =  ^jw(0) 
bezeichnen  wollen.  Jeder  algebraische  Divisor  D  besitzt  also  einen  ein- 
deutig bestimmten  rationalen  Divisor  q  als  Norm;  dagegen  gehören 
offenbar  zu  jedem  rationalen  Divisor  q  mehrere  Divisoren  O,  deren 
Norm  q  ist;  denn  jeden  rationalen  Primdivisor  p  von  q  kann  man 
ja  jedem  von  den  ihm  entsprechenden  konjugierten  Primfaktoren 
%,  ^a, . . .  %  zuordnen. 

^^^^  0  und  3i 

zwei  beliebige  Divisoren, 

q  und  r 

ihre  Normen,  so  sind  offenbar  den  beiden  Divisoren 


qr  und  - 
rageordnet,  d.  h.  es  ist  allgemein 
ä)  S(B.9i)_Jf(D)I?-(8i);    iy(g)  =  f||- 
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Da  die  Ordnung  eines  algebraisclien  Dmaors  D  mit  der  Ordnung 
des  rationalen  DiTisors  Nm(£:i)  übereinstimmt,  so  besitzen  alle  Diyi- 
soren  von  der  Ordnung  Null,  deren  Zähler  und  Nenner  also  gleiche 
Ordnung  haben  und  nur  diese  eine  Norm  q,  deren  Ordnung  ebenfalls 
Null  ist,  welche  also  äquivalent  einer  rationalen  Funktion  von  ^  ist; 
man  erhält  also  den  Satz: 

Die  Norm  eines  algebraischen  Divisors  ist  dann  und  nur 
dann  einer  rationalen  Funktion  von  s  äquivalent,  wenn  dieser 
die  Ordnung  Null  hat. 

%  4. 
Jede   algebraische   Funktion   rj    des   Körpers   K{s,  u)   besitzt   nur 
eine   endliche  Anzahl   von  NullsteUen   und   eine   endliche  Anzahl  von 
Polen,   und   in   jedem   von   ihnen  hat   sie   eine   endliche  positive  oder 
negative  Ordnungszahl.     Es  seien 

*,  %,■■■  % 

jene  Nullstellen  und  die  Pole  m  beliebiger  Reihenfolge,  und 

}.i,  l^,  ...  Xu 
seien  die  zugehörigen  positiven  oder  negativen  Ordnungszahlen;  ordnen 
wir  dann  der  Funktion  rj  den  Divisor 

zu,  so  gehört  zu  jeder  Gröfse  des  Körpers  ein  eindeutig  bestimmter 
Divisor,  durch  den  die  NullsteUen  und  Pole  von  t^  ihrer  Lage  und 
ihrer  Ordnungszahl  nach  bestimmt  sind.  Schreiben  wir  den  Divisor  O,, 
wieder  als  reduzierten  Bruch 

80  enthält  der  Zähler  ä,  das  Prodnbt  aller  und  nur  der  Prim- 
divisorenpotenzen,  welche  den  NullsteUen,  der  Nenner  das  Produkt 
aUer  Potenzen,  welche  den  Polen  von  ij  entsprechen.  Ein  beliebiger 
Liaearfaktor  (s  —  a)  verschwindet  z.  B.  an  allen  und  nur  den  kon- 
jugierten SteUen,  welche  bei  (s  =  a)  untereinander  liegen,  und  zwar 
besitzt  er  in  einem  dieser  Punkte  genau  die  a**  Ordnung,  wenn 
er  ein  «-blättriger  Verzweigungspunkt  ist;  ebenso  wird  3  —  «  in  allen 
und  nur  den  am  Südpol  liegenden  Punkten  in  entsprechender  Ordnung 
«nendlich.  Also  können  wir  jeden  solchen  Linearfaktor  in  der  Form 
achreihen: 
1)  s  —  ß  =  — _ — _^ , 
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wenn  wir  festsetzen,  dafs  unter  den  im  Zähler  stehenden  n  Frim- 
faktoren  z.  B.  S&"'  =  ^^  ^  ■  ■■  ^  '0-^'  sein  soll,  wenn  dem  Primfaktor 
^^  ein  »-buttriger  Verzweigungspunkt  entspricht.  Dann  gilt  diese 
Darstellung  immer,  mögen  »He  Pankte  regulär  sein  oder  mögen  unter 
ihnen  Verzweignngspunkte  vorkommen. 

Sind  7}  und  i,  zwei  Funktionen  des  Körpers  K(s,  u),  D^  nnd  Dj 
die  ihnen  zugehörigen  DivisoreUj  so  folgt  ohne  weiteres  aus  den  auf 
S.  146  angegebenen  Betrachtungen,  dafs  dem  Produkte  jj  ■  g  und  dem 
Quotienten  -~  hzw.  die  Divisoren  £}.,,  ■  Q,^  und  ~  zugehören. 

Die  einfachsten  Funktionen  des  Körpers  sind  diejenigen,  welche 
weder  NuUstellen  noch  Pole  besitzen,  für  welche  also  der  zugehörige 
Divisor  D  =  l  ist;  solche  Punktionen  woUen  wir  algebraische  Ein- 
heiten nennen,  genau  ebenso,  wie  in  der  Zahleutheorie  die  beiden 
Zahlen  +1  und  —1,  ■welche  gar  keinen  Primteiler,  weder  im  Zähler 
noch  im  Nenner  haben,  Einheiten  genannt  werden.  Nach  dem  auf  S.  75 
und  76  gegebeneu  Beweise  kann  eine  algebraische  Gleichung  nur  dann 
eine  solche  Einheit  definieren,  wenn  alle  ihre  Koeffizienten  Konstanten 
sind,  wenn  also  ihre  n  Wurzeln  ebenfalls  n  Konstanten  ßj,  ß^, . . .  ß„ 
sind.  Da  aber  nach  unserer  Annahme  die  zum  Körper  K(!^,u)  ge- 
hörige Kugelfläche  9t  zusammenlmngeud  ist,  so  mnfa  eine  Funktion 
dieses  Körpers,  welche  in  der  Umgebung  eines  regulären  Punktes  von 
^(u)  den  konstanten  Wert  ß  hat,  denselben  Wert  bei  Fortsetzung 
Über  die  ganze  Kugeifiäche  beibehalten.  Jene  n  Konstanten  ßi,ß2,...ßn 
sind  also  sämthch  gleich  und  wir  erhalten  den  Satz: 

Zu  einer  Funktion  des  Körpers  gehört  dann  und  nur  dann 
der  Divisor  Eins,  wenn  dieselbe  eine  Konstante  ist.     Oder  die 
algebraischen  Einheiten  sind  mit  den  Konstanten  identisch. 
Hieraus  folgt  unmittelbar  das  weitere  wichtige  Theorem: 

Zwei   Gröfsen   des   Körpers  K{2,  u),   zu  welchen  derselbe 

Divisor  gehört,  welche   also  dieselben  Nullstellen  und  Pole  in 

gleicher  Ordnungszahl  besitzen,   unterscheiden  sich  nur  durch 

eine  multiplikative  Konstante. 

In  der  That,    gehört  zu  rj  und  jjg  derselbe  Divisor  D,,,   so    gehört   zu 

ihrem  Quotienten  ~  der  Divisor  ^^^=1,  jener  Quotient  ist  also  eine 

ganz  bestimmte  Konstante  e,  d.  h.  es  ist 

•^  -  e  ■  %, 
was  zu  beweisen  war. 

Sehen  wir  also  von  multiplikativen  Konstanten  oder  algebraischen 
Einheiten    ab,    so    könnten    wir   jede    Funktion    7}   äquivalent    ihrem 
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Divisor  Q,  setzen;  in  der  Folge  wird  es  aber  zuweilen  beqaemer 
aeüi,  diese  Einheiten  zu  den  Divisoren  hinzuzurecliiien.  Wir  wollen 
daher  mitunter  unter  einem  Divisor  D  ein  Produkt 


verstellen,  welches  aufser  den  Primfaktoren  noch  eine  Einheit  enthält, 
deren  Bestimmung  wir  uns  vorbehalten  wollen;  es  ist  klar,  daCs  alle 
Definitionen  und  Sätze,  welche  wir  vorher  über  die  Divisoren  aus- 
gesprochen haben,  auch  giltig  bleiben,  wenn  wir  ihnen  eine  solche 
multiplikative  Konstante  zufügen. 

Bei  der  Betrachtung  des  einer  ISmktion  jj  zugehörigen  Divisora  D^ 
haben  wir  dann  den  Vorteil,  daCs  dieser  Divisor  vollständig  be- 
Btimmt  ist,  sobald  wir  über  die  Einheit  e  richtig  verfügen.  Zu  diesem 
Zwecke  nehmen  wir  einen  Punkt  ^'"^  der  Biemamischen  Fläche  be- 
liebig aber  fest  au,  z.  B,  den  zu  (s  =  0)  gehörigen  Punkt  im  ersten 
Blatte  von  '^(u).     Es  sei  dann 

speziell  die  zu  D,j  gehörige  Funktion,  deren  Entwickelung  in  der 
■Umgebung  von  ^ß^"'  den  Anfangskoeffizienten  Eins  hat,  mag  jene  Ent- 
wickelung mit  der  nullten  Potenz  Ton  s  anfangen  oder  nicht,  mag  also 
^(0)  in  £t^  vorkommen  oder  nicht.  In  diesem  Falle  wollen  wir  dem  Divisor 
die  multiplikative  Konstante  1  zuordnen,  und  wir  wollen  allgemein 

setzen,  wenn  jene  Entwickelung  mit  dem  Anfangsto effizienten  e  begumt. 
Alsdann  gehört  zu  jeder  Funktion  ij  ein  algebraischer  Divisor  'D,,  aber 
auch  umgekehrt  zu  jedem  mit  einer  Einheit  versehenen  Divisor  eine 
einzige  algebraische  Funktion,  so  dafs  wir  hier  nicht  mehr  eiue  Äqui- 
valenz, sondern  direkt  eine  Gleichung  j;  =  O,,  haben,  und  dafs  diese 
Divisoren  D,,  vollständig  die  Gröfsen  des  Körpers  K(s,u)  vertreten. 
Zu  jedem  einer  algebraischen  Funktion  ij  zugeordneten  Divisor  Q^ 
gehört  ein  rationaler  Divisor 

q^  =  iVm(D,), 
welchen  man  nach  der  im  vorigen  Paragraphen  gegebenen  Vorschrift  da- 
durch erhält,  dafs  man  in  £l^  jeden  algebraischen  Primteiler  ^  durch 
den  zugeordneten  rationalen  Primteiler  p  ersetzt.  Bildet  man  aber 
andererseits  die  Norm  der  algebraischen  Funktion  i;  nach  der  früher 
auf  S.  117  gegebenen  Definition,  d.  h.  daa  Produkt 

N'm(ri)  =  tii  ijj .  -  .1?™ 
der  n  konjugierten  Zweige  von  t;,  so  ist  diese  eine  rationale  Punktion 
oder,   als   Divisor   aufgefafst,    ein   rationaler  Divisor   uullter  Ordnung, 
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und  man  zeigt  leiclit,  daXs  derselbe  mit  i^,  identiscli  ist.  Es  besteht 
also  der  folgende  Satz,  durcli  den  die  oben  aufgestellte  Definition  der 
Norm  eines  Divisors  nacliträglicli  motiviert  wird: 

Ist  jj  eine  beliebige  Gröfee  des  Körpers,  Q,^  der  zugehörige 
algebraische  Divisor,  so  ist 

Nm{'rj)  =  iji  i?a  . . .  -»/b  =  JV™(0,). 
Man  erhält  also  die  Norm  einer  Gröfse  des  Körpers  K  {s,  u), 
indem  man  in  dem  zugehörigen  Divisor  D,j  jeden  algebraischen 
Primfaktor  ^  durch  den  zogeordneten  rationaleu  Primfaktor  p 
ersetzt. 
In  der  That,  &&  sei  p  ein  beliebiger  Punkt  der  einblättrigen 
Kugelfläche  U,  welcher  der  Stelle  (s  =  a)  entspricht,  und  ihm  seien  die 


der  Fläche  9t  zugeordnet,  in  denen  bzw.  a,'b,...d  Blätter  von  Sft 

zusammenhängen;   und  zwar  sei   die  Bezeichnung  so  gewählt,  daTs  die 

ersten   a  BMter   in   ?ßn   zusammenhängen ,   u.  s.  w.     Es   enthalte   nun 

ij  =  D,  die  Potenzen  ^ß^"  '^l'' . . .  ^ß^'',    deren    Exponenten     auch    Null 

sein   kömien,    dann   enthält    Jf  (0,)    den   zu   ?p„,  ^ß*, . . .  ^^   gehörigen 

rationalen  Divisor  p  in  der  (r^  +  j-j  + \-  r^f^'^  Potenz.     Bildet  man 

also  das  rationale  Produkt   ,^    ,  , 

Nmiyi)  —  »ii  JJä .  . .  i?„, 

und  ist  dasselbe  genau  durch  ^''  teilbar,   also  von  der  Ordnung  r  für 

die  Stelle  (s  =  a),  so  braucht  man  nur  zu  zeigen,  dai's  stets 

»■  =  »■«  +  n  H \-i'd 

ist.     Dieser  Beweis  ist  aber  sehr  leicht  zu  erbringen.    Besitzt  mmlich 

jj  in  ^a,  ^4, . . .  ^d  bzw.  die  Ordnungszahlen  r^,  ri„  . . .  r^,  so  beginnen 

die   konjugierten  Entwickelungen   der   a    ersten   Zweige   ^jj,  %, .  ■ .  ijn 

sämtlich  mit  (0—  a)"  ,  die  Entwickelungen  der  b  folgenden  Potenz- 
reihen ijfl_]_i,  Tj„^2, . . .  tj„^ft  mit  (s  — k)'',  U.S. w.;  endlieh  beginnen  die 

letzten  d  Potenzreihen  mit  {s  —  ä)^  .  Demnach  beginnt  die  Entwicke- 
lung  des  Produktes  »Ji  ^s  ■  ■  ■  1"?  ^^  "^^  ■^(^)  ^°  "^^^  Umgebung  der 
Stelle  (s  =  «)  mit  der  Potenz 

d.  h.  es  ist  für  jede  Stelle  (g  =  k)  in  der  That: 

r  ^Ta  +  n-^ \-ra, 

und  damit  ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen, 
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Die  algebraiseben  Divisoren  0,,,  welche  den  Grofsen  i]  des  Körpers 
entspreeken,  bilden  nur  einen  Teilbereich  von  allen  Divisoren  O,  genau 
ebenso  wie  dies  im  Körper  K{i)  mit  denjenigen  Divisoren  der  Fall 
war,  welche  den  Punktionen  Z  zugeordnet  waren.  Es  wird  später 
eine  wichtige  Aufgabe  für  uns  sein,  alle  Divisoren  Ci  in  Klassen  ein- 
zuteilen, von  denen  die  Divisoren  D,,  eine,  die  sogenannte  Haupt- 
Itlasse  bilden.  Aber  wir  können  schon  jetzt  eine  Fundamentaleigen- 
schaft  dieser  Divisoren  D,  in  dem  folgenden  Satze  aussprechen: 

Alle  Divisoren  Q,  besitzen   die  Ordnungszahl  Null,  oder 
jede  GrÖfse  des  Körpers 

besitzt  auf  der  Fläclie  Sft  genau  gleich  viele  NuU-  und  Un- 
endlichkeitsstellen, wenn  man  auch  hier  übereinkommt,  z.  B. 
eine  A-fache  NuHstelle  für  X  einfache  Stellen  zu  rechnen. 
Dieser  Fundamentalsatz,  welcher  den  auf  S.  4  für  die  rationalen  Funk- 
tionen bewiesenen  als  speziellen  Fall  entlnilt,  ergiebt  sich  hier  als  einfache 
Folgerung  aus  dem  soeben  bewiesenen  Theorem;  in  der  That  stimmt 
ja  die  Ordnungszahl  eines  Divisors  D,,  für  die  FMche  Sfl  mit  der 
Ordnungszahl  von  q^  =  Nm(D,^)  für  die  Kugelfläche  überein;  da  aber 
dieser  Divisor  gleich  iV"»»(i;),  also  gleich  einer  rationalen  Funktion  von :?  ist, 
so  besitzt  q,,,  also  auch  D,,,,  die  Ordnung  NuU,  was  zu  beweisen  war. 
In  der  Theorie  der  rationalen  Funktionen  Z  von  s  allein  ist  diese 
Eigenschaft  der  Divisoren  q;  charakteristisch  für  sie;  wir  zeigten  auf 
S.  15  und  16,  dafs  man  für  jeden  Divisor  q  der  Ordnung  Null  eine  Funk- 
tion Z  finden  konnte,  zu  der  q  gehört.  Wir  werden  sehen,  dafs  dies 
für  die  algebraischen  Körper  im  allgemeinen  nicht  der  Fall  ist;  so  ist 
es  z.  B.  im  allgemeinen  nicht  möglich,  eine  Funktion  ij  zu  einem 
Divisor  nullter  Ordnung 

a-| 

ZU  finden,  d.  h.  es  giebt  im  allgemeinen  keine  Funktion  des  Körpers, 
welche  nur  eine  einfache  Nullstelle  und  nur  einen  einfachen  Pol 
besitzt*);  hier  bilden  also  die  Funktionen  des  Körpers  auch  nur 
einen  Teilbereich  der  algebraischen  Divisoren  von  der  Ordnung  Null. 
Jede  Funktion  r^  des  Körpers  kann  auf  eine  eij^ige  Art  als  redu- 
zierter Bruch 

*)  Ba  existieren  aber,  wie  später  gezeigt  werden  wird,  stets  tranaceiideiite 
Funktionen,  welchen  diese  Eigenschaft  zukommt. 
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geschrieben  werden,  deren  Zäiiler  und  Nenner  teilerfremde  ganze  Divi- 
soren gleiclier  Ordnnng  v  sind.  Wir  wollen  die  gemeinsame  Ordnung 
von  Zähler  und  Nenner  den  Grad  der  Funktion  r)  nennen  und  durch»;, 
bezeichnen,  so  dafs  also  der  zu  ij  gehörige  Divisor  £l,  aus  2»,  gleichen 
oder  verschiedenen  Primfaktoren  Ijesteht.  Speziell  folgt  aus  (1)  a.  S.  151, 
dafs  für  jeden  Linearfaktor  z  ~  a 


ist,  wo  li^it  die  n  Primfaktorea  (^*"', . . .  5ß'"*)  enthält,  welche  der  Stelle 
(s==ft)  entsprechen,  und  its  ans  den  Faktoren  {^^  , . .  .Ißn  )  heateht,  welche 
der  Stelle  {s  =  oo)  angehören,  aber  mit  der  Mafsgahe,  dafs  z.  B.  die  a 
ersten  Primfaktoren  ^" ,  ^^  ,  ■  ■  ■  ^L"  einander  gleich  zu  wählen  sind,  wemi 
dem  Punkte  ^j^^  ein  a -blättriger  Verzweigungspunkt  entspricht.  Also 
besitzt  jeder  Linearfaktor  s  --  a,  speziell  auch  3  selbst,  den  Grad  n,  d.  h. 
der  Grad  eines  jeden  solchen  Linearfaktors  ist  gleich  dem  Grade  der 
definierenden  Gleichung  für  m  oder  gleich  der  BlUtterzahl  der  zugehörigen 
ßiemannschen  Fläche. 

Ist  aber  allgemeiner  x  eine  beliebige   Gröfse  des  Körpers,  n^^  ihr 
Grad,  so  dafs  also 


ist,  wo  Zähler  and  Nenner  teilerfremde  ganze  Divisoren  der  nj^'^  Ordnung 
sind,  so  besteht  für  jeden  Linearfaktor  x  —  a  ebenfalls  die  folgende 
Darstellung : 

a;  ~  n  =   -^~-''- ! 

wo  der  Zähler  wieder  ein  anderer  ganzer  Divisor  der  n^;'^"  Ordnung 
ist,  während  der  Nenner  derselbe  geblieben  ist.    Da  mralich  der  Quotient 

für  iB=  oo  zu  Eins  wird,  so  erkennt  man,  dafs  x  —  a.  va.  denselben 
Punkten  von  31  und  von  derselben  Ordnung  unendlich  wird,  wie  sc, 
dafs  abo  ihre  Nenner  wirkheh  identisch  sind.  Hieraus  folgt  nach  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  daXs  der  Zähler  ix—a  ^on  derselben  Ordnung  »ij 
ist  wie  der  Nenner,  dafs  also  auch  jeder  Linearfaktor  x  —  a  eine 
Funktion  des  Körpers  vom  n^*'"  Grade  ist.  Hieiaus  ergiebt  sich  der 
folgende  wichtige  Satz: 

Eine  Funktion  x  des  Körpers  K  nimmt  einen  beliebigen 

Wert  K  in   genau  Mar  Punkten    der   Biemaimsehen   Fläche   an, 

wenn  n^,  den  Grad  von  x  bedeutet. 
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Dieser  Satz  gilt  auch  für  den  Wert  «  ~  oo,  denn  der  Linearfaktor 


ist  ja   ebenfalls   TOni   Grade  n^  und  yersehwindet  in  den  nj,  zu  n^  zu- 
gehörigen Punkten. 

Läfat  man  in  der  Gleichung 


ci  der  Eeihe  nach  alle  möglichen  Werte  durchlaufen,   wobei  "wieder 
für  «  =  oo  der  Linearfaktor  x  -~  a  durch 


,  also  ä.c— m  =  nj^  zu  setzen  ist,  so  durchläuft  der  Zähler 
ji^a  unendlich  yiele  Produkte  von  je  Wj;  gleichen  otäer  verschiedenen 
Primfaktoreu,  und  zwar  so,  dafs  jeder  Primfaktor  in  einem  und  nur 
einem  der  ganzen  Divisoren  ^x-a  als  Teiler  vorkommt,  denn  in  jedem 
Punkte  ^  nimmt  ja  die  Gröfse  x  einen  eindeutig  heetinimten  Wert  a 
an.  Wir  wollen  die  n^  zu  einem  solchen  Linearfaktor  x  —  a  gehörigen 
gleichen  oder  verschiedenen  Priradivisoren  für  x  konjugierte  Prim- 
faktoren, und  die  zugehörigen  Punkte  ^ßj,  $3, .  , .  5ß„^  für  j,  kon^u 
gierte  Punkte  der  Kugelfläehe  ^  nennen.  Ist  x  speziell  dje 
unabhängige  Variable  b,  so  sind  die  konjugierten  Punkte  einfach  die 
jenigen,  welche  an  einer  Stelle  0=  a  genau  untereinander  hegen  ihre 
Anzahl  n^  ist  stets  gleich  n,  mit  Ausnahme  derjenigen  nui  m  end 
lieh  er  Anzahl  vorhandenen  Stellen,  denen  Verzweigun^tpunkte  der 
Kugelfläche  91  entsprechen;  Mfet  man  sich  hier  a  stetig  andpin,  so 
rücken  jene  n  Punkte  auch  stetig  auf  3i  fort.  In  unserem  all 
gemeinen  Falle  liegen  die  zu  einem  Linearfaktor  x  —  o.  gehongen  »j, 
konjugierten  Punkte  nicht  untereinander,  sondern  iigendwie  aut  der 
Kugelfläche  verteilt;  wir  werden  aber  auch  zeigen,  dils  nur  für  eme 
endliche  Anzahl  von  Stellen  x  =  a  der  zugehörige  Lmearfaktor  ^x 
gleiche  Primteiler  enthält,  dafs  also  auch  hier  die  Anzihl  der  konju 
gierten  Punkte  im  allgemeinen  stets  gleich  n^  ist.  Ändert  sich  a 
stetig,  so  rücken  aber  auch  hier  die  n^  für  x  konjugierten  Punkte 
stetig  auf  der  Kugelfläche  fort.  Wir  werden  später  sehen  dafs  man 
statt  B  auch  eine  beliebige  Funktion  x  des  Körpers  als  unabhmgige 
Variable  zu  Grunde  legen  kann,  dafs  dieser  Wahl  dimn  eine  nun 
«a:-blättrige  Kugelfläehe  entspricht,  und  dafs  für  sie  die  «  für  r  kon 
jugierten  Punkte  genau  so  untereinander  liegen,  wie  die**  voihei  für 
die  n  für  s  konjugierten  Punkte  der  Fall  war. 
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Elfte  Vorlesung. 

Die  Moduln  des  Körpers  K(g,  u),  —  Äquivalente  BaBiasjstDine.  —  Elementar- 
transformatioaea.  —  Die  Zerlegnng  der  Transfonnatioiieii  in  elementare.  —  Unter- 
BBcliTing  der  Piiiiktionen  eines  Moduls  in  der  Tlmgebimg  einer  Stelle  (ü  =  a).  — 
Der  Teiler  einer  algebraischen  Funktion  fflr  eine  Stelle  {a^ß).  ~  Wonoale  Basis- 
syateme.  —  Jedes  Basiasystem  iat  einem  normalen  äquivalent. 


In  der  neunten  Vorlesung  ist  gezeigt  worden,  dafs  alle  algebraischen 
Fnnktionen  tj  des  Körpers  K{z,  u)  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
homogen  und  linear  durch  die  n  Elemente  ij'*',  tf-^\ . . .  rf"''  einer  Basis 
mit  rationalen,  ganzen  oder  gebrochenen  Funktionen  von  s  als 
Koeffizienten  dargestellt  werden  können.  Es  sei  jetzt  {tf^\  rp^'», . . .  ijW) 
eine  beliebige  Basis.  Wir  wollen  dann  nur  einen  Teil  der  Funktionen 
jenes  Körpers  betrachten,  nämlich  alle  diejenigen  Funktionen 

deren  Koeffizienten  %,  m^,  . . ,  u^  ganze  Funktionen  von  z  sind. 

Die  Gesamtheit  aller  dieser  Funktionen  bildet  offenbar  einen  Teil- 
bereich  (91)    des   Körpers   K{s,  m),   welcher  allein  von  der  "Wahl  der 
Basis  irf^\  rf^'', . . .  rf'"^')  abhängt.     Diese   Grörsen  bilden  jedoch   keinen 
Körper  mehr  in  dem  frliher  angegebenen  Sinne.     Sind  nämlich 
jj  =  M^i;W  +  itgjjW  -1 1-  «„ij!"', 

zwei  Funktionen  jenes  Bereiches  (St),  so  gehört  zwar  ihre  Summe  und 
ihre  Differenz 

•^  ±  £  =  («1  ±  «'Oij'^J  +  («2  ±  ^a) 'j"'  +  ■  ■  ■  +  («~  ±  f .)-»!l''> 
wieder   jenem    Bereiche    an,   aber    dasselbe   gilt  im  allgemeinen  weder 
von  ihrem  Produkte  noch  von  ihrem  Quotienten.    Soll  z.  B.  das  Produkt 

für   beliebige  ganze  Koeffizienten  M;,  Vk  wieder   dem  Bereiche  (31)  an- 
gehören, so  müfste  dasselbe  für  alle  n^  Produkte  jjlOjjC*)  der  PaU  sein; 
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denn  jenes  Produkt  i}i  gebt  ja  in  ijfiji  üter,  wenn  man  t[;  =  sj*=l 
nnd  alle  übrigen  Grofsen  «,  v  gleich  Null  setzt.  Man  erkennt  hieraus, 
dafe  dann  und  nnr  dann,  weim  jene  «^  Produkte  rf'-'irf'''^  zu  (31)  gehören, 
auch  das  Produkt  rit,  dieselbe  Eigenschaft  besitzt.  Jedoch  wird  dies 
im  allgemeinen  nicht  der  Fall  sein. 

Nach  dem  Vorgange  des  Herrn  Dedekind  wollen  wir  die  Gesamt- 
heit aller  zu  dem  Bereiche  (91)  gehörenden  Funktionen  des  Körpers 
K(3fU)  einen  Modul,  und  die  zugehörige  Basis  (ij'^',  t;'^',  . . .  ij'"')  die 
Basis  des  Moduls  (§()  nennen. 

Es  sei  nun  ^y,^     ^^,^^    _    g,,, 

ein  System  von  n  Elementen,  welche  sämtlich  dem  Modul  (91)  an- 
gehören.    Dann  bestehen  für  die  n  Elemente  ^''*  die  Gleichungen 

1)  g« -2  »•••!'«. 

WO  die  Koeffizienten  «;*  ganze  Funktionen  von  s  sind.  Soll  nun 
jenes  System  ebenfalls  rational  unabhängig  sein,  so  mufs  nach  dem 
auf  S.  135  bewiesenen  Satze  die  aus  den  Koeffizienten  gebildete  Deter- 
minante I       I 

von  Null  verscliieden  sein.  Ist  dies  der  Fall,  so  sind  die  n  Elemente 
gP),  glä), . . .  gl")  die  Basis  eines  zweiten  Moduls  (S),  welcher  einen  Teil- 
bereich von  (S()  bildet,  weil  jede  zu  (S8)  gehörende  Funktion  ofi^eubar 
auch  in  (%)  vorkommt.  Das  Umgekehrte  ist  im  allgemeinen  nicht  der 
Fall.  Soll  nämlich  jede  zu  (§1)  gehörende  Funktion  auch  in  (SS)  ent- 
halten sein,  so  müssen  aufser  jenen  w  Gleichungen  noch  die  weiteren 
Gleichungen 


mit  ganzen  rationalen  Koeffizienten  J^,  bestehen,  welche  aussagen,  dafs 
die  n  Elemente  der  Basis  von  (Sl)  dem  Modul  (S8)  ai^ehörea.  Sind 
diese  beiden  Bedingungen  aber  erfüllt,  so  bildet  jeder  der  beiden 
Moduln  (91),  (93)  einen  Teilbereich  des  anderen;  die  beiden  Bereiche 
stimmen  dann  also  überein. 

Zwei  Baaissysteme  {rf^\  ij'^», . . .  ^i'"))  und  {t'-'-\  i<-^\  . . .  gl"!),  m  welchen 
derselbe  Modul  (91)  gehört,  zwischen  deren  Elementen  also  jene  beiden 
Gleichungssysteme  (1)  und  (la)  bestehen,  sollen  äquivalente  Basis- 
systeme genannt  werden.  "Wir  können  diese  Beziehung  in  dem  folgenden 
Satze  aussprechen: 
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Zwei  Systeme  (tjW,  *;(=), . .  .  tjC»)  und  (S*^!,  £l^), . . .  £l«))  sind 

dann  und  nur  dann  äquivalent,  wenn  die  Elemente  des  einen 

Systems    durch    eine    unikelirl)are    Substitution    mit    ganzen 

rationalen  Koeffizienten  in  die  des  anderen  üliergelien. 

Bildet   man  die  den  beiden  Systemen   zugehörigen  Determinanten 

und  beachtet,  daTs  auch  für  die  2n^  konjugierten  Funktionen  ^^^f  und 
i;W  die  Gleichungen 

tf  =2 "'*''"*'     "^'''^2  ^"1  ^*'  ^''  =  !■  ^'  ■  ■  ■  "^ 

(  t 

bestehen,  so  ergeben  sich  aus  dem  Multiplikationsgesetze  der  Deter- 
minanten die  beiden  schon  auf  S.  135  hergeleiteten  Gleichungen 

isphi»,.!!*'!,  liS"l-i»..||s);i|, 

und  hieraus,  da  beide  Determinanten  1  £^''  1 ,  1  ^W  1  von  Null  verschieden 
sind,  die  Gleichung 

2)  |a,.||i.,i-l. 

Da  nun  alle  Elemente  (i,t(^)  ^'^^  ^kii'^)  "nid  somit  auch  die  Deter- 
minanten |a;jt|,  |&j:[|  ganze  Funktionen  von  s  sind,  so  folgt  aus  der 
letzten  Gleichung,  dafs  jene  beiden  Determinanten  von  Null  verschiedene 
Konstanten  sein  raiisaen. 

Man  erkennt  aber  leicht,  dafs  für  die  Äquivalenz  zweier  Systeme 
schon  die  Bedingungen  ausreichen,  welche  m  dem  folgenden  Satze 
ausgesprochen  sind: 

Ein    Basissystem    (göl,  gl^l, . ,  .  ^f"')    ist    einem    anderen 

(ij^'-\  )j*^', . . .  7?'"^)   dann   und   nur    dann  äqiiivalenfc,   wenn  seine 

Elemente  in  der  Form 

mit   ganzen   Funktionen   von   s    als   Ko effizienten    darstellbar 
sind,  deren  Determinante   |«,i(2)|   eine  von  Null  verschiedene 
Konstante  ist. 
In  der  That  folgt  ja  dann  durch  Auflösung  jener  ii  Gleichungen: 


'^'"^2""^'"' 


wo  das  System  der  a'in  das  reciproke  zu  dem  der  a«  ist,  seüie  Elemente 
also,  da  die  Determinante  ]a.;i|  eine  Konstante  ist,  wieder  sämtlich 
ganze  Funktionen  von  s  sind. 
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Für  das  Folgende  sind  besondei^  drei  Sätze  von  Wichtigkeit, 
welche  unmittelbar  aus  der  soeben  gegebenen  allgemeinen  Definition 
der  Äquivalenz  zweier  Systeme  sieh  ergeben,     Sie  lauten: 

1)  Ein  System  geht  in  ein  äquivalentes  über,  wenn  man 
zwei  seiner  Elemente  Tertauscht,  d.  h.  es  ist  z.  B. 

Die   Richtigkeit   dieses    Satzes   ist   evident.     Diese   Vertauschung   ent- 
spricht der  Substitution: 


d,  h.  das  Substitutionssystem  ist  das  auf  S.  128  betrachtete  Elementar- 
eystem  Ey 

2)  Ein  System  ()j*^5,  i;'^*, , , ,  i]'"*)  geht  in  ein  äquivalentes 
über,  wenn  man  irgend  eines  seiner  Elemente  mit  einer  nicht 
verschwindenden  Konstante  multipliziert. 

Ist  nämlich  z.  B. 

g(i)  ^  }^^m^     gm  _  ^(/o  (Ä  =  2,  S, . .  ,  ii), 

so  hat  die  vorher  mit  j(i,^|  bezeiclinete  Determinante  den  konstanten 
Wert  l,  und  jenes  Substitutionssystem  ist  das  auf  S.  129  betrachtete 
Elementarsystem  E^  für  einen  konstanten  Wert  von  X. 

3)  Ein  System  (t;'^',  ij<^'j  ,  . .  ij*"')  geht  in  ein  äquivalentes 
über,  wenn  man  zu  einem  Elemente  ein  ganzes  Vielfachffii 
eines  anderen  hinzufügt,  d.h.  es  besteht  die  Äquivalenz 

(1^11), . . .  7ii%  . . .  T?«"))  --  (i;P), . .  .  ^W  -  ?(£)i3W, . . .  n'"^), 
wenn  g(/)  eine  beliebige  ganze  Funktion  von  3  ist. 
Denn  aus  den 


ergeben  sich  durch  Auflösui^  die  Gleichungen 

,,(1)  =  g«), . . .  tjW  =  gC-)  +  3(5)£(*), . . .  ii(">  =  £f"l. 

Jene  beiden  Systeme  hängen  also  durch  eine  umkehrbare  Transformation 
mit  ganzen  Koeffizienten  zusammen.  Das  zugehörige  Substitutions- 
system ist  das  auf  S.  129  betrachtete  Elementarsystem  E^.    Wir  wollen 
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diese  drei  Transformationen  die  Elementartransformationen  eines 
Systems  nennen.  Sie  spielen  gewiss  er  mafsen  die  Bolle  der  Prim- 
faktoren, in  welche  alle  anderen  umkehrbaren  Transformationen  mit 
ganzen  Elementen  zerlegt  werden  können,  wie  wir  im  nächsten  Ab- 
schnitte zeigen  werden. 


Ehe  wir  auf  die  Transformation  der  Systeme  {rf^\  rf^\  . . .  ?)<'"')  in 
möglichst  einfache  aq^nivalente  Systeme  näher  eingehen,  führen  wir 
den  bereits  angekündigten  fundamentalen  Nachweis,  dafs  jede  Trans- 
formation eines  Systems  in  ein  äqniTalentea  System  durch  eine  Reihe 
successlye  ausgeführter  Elementartransfoimationen  ersetzt  werden  kann. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  eine  Matrix  von  n^  Elementen: 

(«/*(s))  (i,fe  =  i,2,.,,«.), 

deren  Elemente  beliebige  ganze  Funktionen  von  s  und  deren  Deter- 
minante eine  von  Null  verschiedene  Eonstante  ist.  Solcher  Art  sind 
ja  alle  Substitutions Systeme,  durch  welche  eine  Basis  (ij'^>,  )j'^), . . .  ij'"') 
in  eine  äquivalente  Basis  (g'^,  £'^', . . .  £<">)  übergeführt  wird. 

Wir  zeigen  nun,  daJs  jedes  solches  System  als  ein  Produkt  einer 
Anzahl  von  Elementarsystemen  E^,E^,S^  dargestellt  werden  kann, 
welche  wir  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  behandelt  hatten.  Zu 
diesem  Zwecke  bilden  wir  das  zu  (ai^  xeciproke  System  («'*);  auch 
dieses  ist  ein  System  von  ganzen  Funktionen  von  z  mit  konstanter 
Determinante,  weil  jedes  Element  a'a  gleich  einer  Unterdeterminante 
von  (flii)  dividiert  durch  die  Determinante  \aik\  ist,  welche  letztere 
nach  der  Voraussetzung  eine  Konstante  ist. 

Wir  weisen  nun  nach,  dafs  man  das  ganze  System  («'t)  durch 
hintere  Komposition  mit  einer  Anzahl  von  solchen  Elementar  Systemen 
£,  £',  . . .  EW  in  das  Einheitssystem  transformieren  kann,  dafs  also  mit 
anderen  Worten  eine  Gleichung  besteht: 

(»!.)(£)(£'). ..(EW)-(l). 

Multipliziert  man  dann  aber  diese  Gleichung  vom  mit  (a;i)  und  be- 
achtet, dafs  («(*)  («ij)  =  (1)  und  {ai^  (1)  =  {ai^  ist,  so  ergieht  sieh 
schliefslich 

(E)(EO...  (»■!)  =  («..), 

d.  h.  (a^i)  ist  als  Produkt  von  Elementarsystemen  darstellbar. 
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§  2.     Zerlegung  der  Transformationen  in  elementare. 

Wir  l)rauchen  also  nur  den  folgenden  Satz  zu  teweise 
Jedes  Sysbem 


mit  ganzen  Funktionen  Ton  z  als  Elementen  und  konstanter 
Determinante  kann  durch  succeseive  Anwendung  der  drei 
Elementartransformationen  in  ein  Einheitssystem  verwandelt 
werden.  Wir  verstehen  dahei  unter  Elementar transformationen 
die  drei  folgenden  Operationen: 

1.  Multiplikation  einer  Vertikalreihe  mit  einer  nichtverschwin- 
denden  Konstante. 

2.  Vertauschung  zweier  Vertikalreihen. 

3.  Vermehrung  der  Elemente  einer  Kolonne  Vi  um  die  mit 
einer  ganzen  Funktion  von  s;  multiplizierten  entsprechen- 
den Elemente  einer  anderen  Kolonne  F*. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Wir  bringen  durch 
Kolonnenvertausehung  in  der  ersten  Zeile  dae  Element  niedrigsten 
Ghrades  in  «  am  die  erste  Stehe,  so  dafs  b^^  von  niedrigerem  oder 
höchstens  von  demselben  Grade  ist,  als  alle  Elemente  Jijg,  Jijj, .  . .  bi„. 
Hierauf  ziehen  wir  von  der  zweiten  Kolonne  ein  solches  Vielfaches 
der  ersten  ab,  dafs  in  dem  neuen  Systeme 

^11.     *12  -9\l,      ^131   ■■  -^1« 


das  zweite  Element  b^s"  9^n  ^"^  niedrigerem  Grade  ist,  als  das  erste 
und  verfahren  in  gleicher  Weise  mit  allen  übrigen  Elementen  b^^  . . .  hin- 
In  dem  so  umgeformten  Systeme  sind  nun  wieder  alle  auf  b^^  folgenden 
Elemente  von  S^  von  niedrigerem  Grade  in  s  als  \^;  wir  bringen 
wieder  durch  Kolonnenvertausehung  das  Glied  niedrigsten  Grades  in  H^ 
an  die  Stelle  von  b^  und  reduzieren  dann  den  Grad  von  b^^  . . .  &i„ 
aufs  neue  unter  den  von  b^^  und  fahren  so  fort.  Da  bei  jeder  dieser 
gestatteten  Umformungen  der  Grad  von  \^  verkleinert  wird,  so  müssen 
diese  nach  einer  endhchen  Anzahl  dieser  Transformationen  zu  dem  Ab- 
schlufs  kommen,  dafs  b^^  eine  ganze  Funktion  von  s  ist,  während  alle 
anderen  Elemente  von  H^  Null  sind;  denn  anderenfalls  kann  ja  stets 
noch  eine  Funktion  niedrigeren  Grades  an  die  Stelle  von  l>,i  gebracht 
werden.    In  diesem  Systeme 


y  Google 


X64  E^''^*'  Vorlesung. 

6„     0       0     ...0     ■ 

K    K    K  ---hn 
mufs   aber    das   Element   b^^   notwendig   eine  Konstante  sein.     In   der 


Tliat  ist  die  Determinante  desselben  offenbar  gleich 

wo  All  "iis  Determinante  des  Systems  von  (n  —  ly  Elementen 


bedeutet,  Da  aber  durcli  jene  Elementartransformationen  die  Deter- 
minante nicht  geändert  wird,  so  ist  jenes  Produkt  &jj  -  A,i  eine 
Konstante;  dasselbe  gilt  also  auch  von  \^  ufid  A^  selbst;  wir  können 
endlich  durch  Division  von  Vi  durch  diese  Konstante  h^  diese  zu  Eins 
machen. 

Nun  formen  wir  in  dem  neuen  Systeme  die  w  —  1  Elemente 
\s!  hs!  ■  ■  -ha  durch  Verbindung  der  w  —  1  letzten  Vertikalreihen  in 
ganz  derselben  Weise  solange  um,  bis  b^^  zu  1  und  alle  folgenden 
Elemente  zu  NuU  geworden  sind;  dies  ist  stets  möglich,  ohne  dafs  das 
vorher  erreichte  Resultat  vernichtet  wird,  weil  ja  hier  nur  die  n—  1 
letzten  Kolonnen  verbunden  werden,  und  weil  auCserdem  die  Deter- 
minante A^j  ebenfalls  einen  konstanten  AVert  besitzt.  In  dem  so  sich 
ergebenden  Systeme 

'        0       0     ...0     " 


1 


Kl    K, 


...0 


.hn 


machen  wir  nun  auch  das  Element  bo^  zu  Null,  indem  wir  das  ö^j-faehe 
der  zweiten  Kolonne  von  der  ersten  abziehen.  Dadurch  erhalten  wir 
ein  System,  dessen  beide  eisten  Horizontalreihen  mit  den  entsprechenden 
des  Einheitssystems  identisch  sind,  und  durch  Fortsetzung  desselben 
Verfahrens  können  wir  die  dritte,  vierte, ...  bis  zur  letzten  Horizontal- 
reihe in  die  entsprechenden  des  Einheitssystems  transformieren,  und 
hiermit  ist  jener  wichtige  Satz  vollständig  bewiesen. 
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§3. 

Im  folgenden  wollen  wir  nun  alle  Funktionen 

eines  beliebigen  zur  Basis  (rf^\  tj<*' , . . .  ij'"')  gehörenden  Moduls  (9t)  zu- 
näclist  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  p  (s  =  «),  d.  h.  in  der 
Umgebung  derjenigen  übereinander  liegenden  Punkte  ?6a,  58^, . . .  S^s  der 
Riemannschen  Fläche  untersaehen,  welche  dem  Werte  {s  =  r)  der  un- 
abhängigen Variabehi  entsprechen.  Als  Vorbereitung  betrachten  wir 
zunächst  eine  beliebige  Punktion  ij  und  untersuchen  die  n  konjugierten 
Entwiekelungen  rj^,  ijg,  .  .  -  tj«,  welche  diese  in  der  üragebung  der  end- 
lichen oder  auch  der  unendlich  fernen  Stelle  (^  =^ «)  besitzt. 

An  der  Stelle  (s  =  a)  liegen  im  allgemeinen  n  Punkte  der  Eriemann- 
schen  Kugelfläehe  9t  übereinander,  jedoch  ist  diese  Anzahl  kleiner, 
wenn  einer  oder  mehrere  jener  Punkte  Vexzweigmigapunkte  sind.  Um 
die  Untersuchung  nicht  unnötig  zu  komplizieren,  werde  ein  für  alle- 
mal angenommen,  dafs  für  (s  =  «)  drei  Verzweigungspunkte  Sö„,  25*,  SÜ^ 
übereinandeiliegen,  in  denen  bzw.  a,  h,  c  Butter  von  Sft  zusammen- 
hängen, so  dafs  a-'rh-'rc^n  ist;  und  es  sei  femer  die  Bezeichnung 
vorläufig  so  gewählt,  dafs  die  a  ersten  Blätter  in  SSa,  die  b  folgenden 
in  Sßs,  die  c  letzten  in  SSo  znaammenhängen.  Alsdann  schreiten  die  n  kon- 
jugierten  Zweige    %,  %,  ■  ■ .  i?^   der   algebraischen   Funktion  -t;  in   der 

Umgebung    von    {s  =  a)    nach    ganzen    Potenzen  bzw.  von    (.?— «)", 

{z  —  ß)*,  (?  —  r)°  fort,  wobei  wieder  für  die  Stelle  {a  =  oo)  der  Linear- 
faktor 0  —  a  durch  —  zu  ersetzen  ist;  und  zwar  ergehen  sich  die  Ent- 
wiekelungen  der  a  ersten  Elemente  ij^,  ija, .  -  -  jJo  ^'^^  der  von  ijj  dadurch, 

dafs  man  die  Potenz  (s  —  a)"  durch  ihre  a  koujngierten  ei^etzt,  welche 
sich  ja  nur  durch  multiplikative  «'"  Einheitswnrzeta  voneinander  unter- 


Ist  ft  das  kleinste  gemeinschaftUche  Vielfache  der  Blätterzahlen  a,  h,  e, 
so  kann  man  einfacher  sagen,  dafs  die  n  Entwickelungen  v^,  i]^, . .  .i]„ 

nach  ganzen  Potenzen  von  (s  —  af  fortschreiten. 
Es  seien  nun  ü  iz^}- 

■ri^  =  a^{z—aY-\-\{s  —  a)''    -\ , 

%  =  %(s~K)''-i-6s(g-ß)   "     +■■-, 
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jene  n  Entwiekelungen  in  der  ürageljimg  der  Stelle  (ß  =  a),  wo  eljen 

(s  ~  «)■"  die  niedrigste  Potenz  von  (s  —  «)''  ist,  welche  in  mindestens 
einer  dieser  Entwickelungen  Yorkommtj   so  dafs  also  mindestens  einer 

der  Koeffizienten  a^,  %, .  - .  a^  Ton  Nvdl  Terscliieden  ist.  Dann  ist{3  -  et)'' 
offenbar  anch  die  höchste  Potenz  von  s  —  a,   für  welclie  der  Quotient 


an  jener  Stelle  noch  endlich  ist;  dalier  soll  jene  Potenz  (s  —  k)"  der 
Teiler  von  ij  für  die  Stelle  (3  =  «)  genannt  werden. 

Man   kann   den   Teiler   einer   Fvinktion  1}  für  eine  Stelle  {s  =  tl) 
immittelbar  aus  den  Koeffizienten  der  Gleichung  w'^'^  Grades 

finden,  der  if  als  Funktion  von  s  genügt.  In  der  That  ist  ja  —  einfach 
der  Exponent  des  Änfangsgliedee  derjenigen  unter  den  «  Wurzeln, 
welche  die  kleinste  Ordnungszahl  hat 

Setzt  man  also  in  dem  auf  S  50  bewiesenen  Theorem  A„{d)  =  \, 
80  ergiebfc  sich  der  Satz 

Ist  Tj  eine  beliebige  brufse  des  Körpers,  so  ist  ihr  Teiler 
für  eine  jede  Stelle  gleich  dem  gröfsten  gemeinsamen  Divisor 
der  n  gebrochenen  Funktionen: 

für  diese  Stelle,  und  kann  also  auf  rationalem  Wege  bestimmt 

werden. 
Ist  A{ß)  speziell  eine  rationale  Funktion  von  s  aliein,  so  besitzt 
sie  stets  eine  ganzzahlige  Potenz  von  s  —  a  "bzw.  von  —  als  Teiler, 
und  zwar  ist  dieser  Teiler  im  ersten  Falle  die  in  ^.(2)  enthaltene 
Potenz  von  s  —  u,  im  zweiten  Falle  diejenige  Potenz  von  — ?  deren 
Exponent  der  negativ  genommene  Grad  von  A{i)  ist.  Ist  femer  (2  —  af 
der  Teiler  von  A.{i)  und  {a  —  af  der  Teiler  der  algebraischen  Punk- 
tion fi,  so  ist  offenbar  {z  —  af^^  der  Teiler  des  Produktes  J.jj, 


Es  sei  jetzt  i;((^*,  ij'^l, . . .  ij'"!}  irgend  eine  Basis  des  Körpers  K{z,ti), 
)  der  zugehörige  Bereich  oder  Modul,  und  es  soUen  alle  Funktionen  ij 
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Ton  {9t)  in  der  Umgebung  der  beliebigen  Stelle  (z  == «)  iintersuehfc 
werden,  der  wieder  die  drei  übereinander  liegenden  Verzweigungspunkte 
Sßa,  3^t,  S^c  entsprechen.     Es  seien  nun 

die  Teiler  der  n  Elemente  t^I'I  für  die  Stelle  (s  =  k).  Denkt  man  sich 
dann  die  n^  Elemente  der  Determinante  j  tjJ**  ]  sämtlich  nach  Potenzen 
von  0  -~  a  entwickelt,  so  ergiebt  sich  eine  Gleichung 


«„i" 


'  +  ■■■,... ,a„„{s-c^)''  +  - 

',+'■,  +  ■  ■■  +  r„ 

"  +■■■ 


Ist  aber  andererseits   (g  —  «)"   der  Teiler   der   Determinante    U^*l|,   ist 
also  die  Entwickelung  derselben  Ton  der  Form 

i,»>]-«(2--ar  +  j(2-«)'  +•■'. 

so   ergiebt  sich   aus   der  Vergleichung  jener  beiden  Darstellungen  un- 
mittelbar die  ] 


und  zwar  ist  die  Summe  der  Exponenten  links  dann  und  nur  dann 
gleich  dem  Exponenten  —  des  Teilers  von  1  rf-^^  1 ,  wenn  die  aus  den 
Koeffizienten  der  Anfangsglieder  gebildete  Determinante  |a,*|  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  hat. 

In  diesem  Falle  soU  das  System  (ijW,  ^(^', . , .  ijW)  normal  für  die 
Stelle  (s  =  a)  heifsen,  und  auf  solche  Systeme  beziehen  sich  die  nach- 
folgenden Betrachtungen. 

Es  sei  also  (jf^\  t;'^', . .  .  r/"')  irgend  ein  normales  System,  und  all- 

gemein  (ß  —  a)i'   der  Teiler  von  ijW'  für  die   Stelle  {s  =  a).     Ist  dann 

1j  =-  Uj^lj^'-^  +  M^-))'^)  +  ■  ■  ■  +  M„i;l"' 
irgend  eine  Funktion  des  Eörpers,  so  ist  der  Teiler  von  tj  für  (0  =  a) 
mindestens   gleich  dem   niedrigsten  unter  den  Teilern  der  n  Produkte 
Wijj<'l;  er  kann  aber  auch  gröfeer  sein,  denn  es  können  sich  ja  in  der 
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Entwiekelui^   der   n   konjugierten   Zweige   von   ij   die  . 

sämtlieh  fortheben.    Es  gilt  nun  aber  der  Satz,  dafs  dieser  zweite  Fall 

nur  dann  eintreten  liaim,  wenn  jenes  System  nicht  normal  ist. 

In  der  That  sei  (^  —  ce)"  der  niedrigste  unter  den  Teilern  der 
n  Produkte  m^ij!'*;  dann  kann  die  Entwiokelung  aller  Koeffizienten 
Mj,  Mg, . . .  li^  nach  Potenzen  von  g  —  a  folgendermafsen  geschrieben  werden: 

Mi(«)  =  c,  (^  -  «)"^  +  d;  (0  ~  ß)~^^  +  ■  ■ -, 

wo  natürlich  nur  die  Koeffizienten  der  ganzzahligen  Potenzen  von 
(a  —  k)  von  Null  verschiedene  Koeffizienten  haben,  und  wo  einige, 
aber  nicht  alle  Anfangskoeffizienten  c,  gleich  Null  sein  könneuj  denn  nur 

dann  besitzen  alle  jene  Produkte  Ui'^^'^  mindestens  den  Teiler  {z  —  a)" 
und  keinen  höheren.  Bildet  man  aber  jetzt  die  n  Anfangskoeffizienten 
Cj,  C\, ...  Ca  in  den  konjugierten  Entwickelungen  von  ij  in  der  Um- 
gebung von  {s  =  a),  d.  b.  die  Koeffizienten  von  (s  —  ß)'"  in  diesen  Entwicke- 
lungen, so  hängen  C^, .  . .  C„  mit  den  Anfan^koeffizienten  C;  der 
Funktionen  «;  durch  die  n  Gleichungen  zusammen: 

(7„=  Cia„i4-  ■■■  +  c„ffl„„, 

wo  die  Koeffizienten  an  wie  vorher  die  Anfangskoeffizienten  der  Ele- 
mente i)(.**  sind.  Da  aber  das  System  (t;*^',  rf\  . . .  tf"^)  normal,  also 
I  «(*  1  ^  0  ist,  so  können  jene  n  Anfangsglieder  nicht  zugleich  ver- 
schwinden, wenn  auch  nur  eines  der  Anfangs  glie  der  Cj  der  Koeffi- 
zienten ti,-  von  Null  verschieden  ist,  und  damit  ist  unsere  Behauptung 
bewiesen. 


Den   im   vorigen  Abschnitte   bewiesenen   Satz   kann   man   in   der 
folgenden  einfachen  Form  aussprechen: 

Ist  {t}^^\  rf%  . . .  tj*"')  ein  beliebiges  rational  nnabhäogigea 
System,  welches  für  eine  Stelle  (s  =  a)  normal  ist,  so  ist  der 
Teiler  einer  beliebigen  Funktion 

ri  =  Ml  jjCl  +  «a  ^l^>  H h  l(„ijf"> 

für  jene  Stelle  gleich  dem 
n  Teiler  von  if^%^^\  it^rf^  . . 
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Ist  das  System  ater  kein  normales,  so  gilt  jener  Sat^  nicM  notwendig, 
denn  alsdann  tonnte  man,  wie  aus  den  obigen  Gleidiimgen  sofort 
hervorgeht,   die  Anfangsglieder   c^,c^, . .  .c»  der  Koeffizienten  Uiiz)  so 

bestimmen,    daXs    die    n    Anfangskoefflzienten    C'^,G^, C„    sämtlich 

verschwinden.  Aus  diesem  Grunde  ist  daher  der  folgende  Satz  von 
fundamentaler  Bedeutung: 

Jedes   algebraische   System   ist    einem  normalen  Systeme 
äquivalent. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  nehmen  wir  zunächst  au,  dafs  die 
Stelle  K  im  Endliclien  liege;  eine  leichte  Modifikation  des  Beweiaganges 
wird  zeigen,  dals  er  auch  für  die  Stelle  (e  =  oo)  richtig  ist.  Es  mögen  nun 

wie  vorher  (ä  —  «)■",  (s  —  «)'',  ...  (s  —  a)f  der  Eeihe  nach  die  Teiler 
der  Elemente  des  Systems  {'rf-^\  rj^^\  .  . .  */"*),  und  (p  —  «)"  jener  Teiler 
für  die  Deterrainante  ItjWI  sein,  so  dafs  stets  >^-^< —  ist.  Die 
Exponenten  -^  sind  dann  sämtlich  Brüche,  deren  Nemier  a,  b  oder  c 
sind,  je  nachdem  das  Änfangsglied  des  betreffenden  Elementes  ij  zu 
der  Entwickelung  um  einen  der  drei  bei  (^  =  a)  übereinander  Liegenden 
Verzweigongspunkte  SJ„,  S?6  oder  SS^  gehört.  Die  Elemente  5;(i>,  rf^\ . . .  i;("> 
sollen  so  angeordnet  sein,  dafs  ^-  <  — ^-  <  -  -  ■  <  -^  ist.  Zwei  solche 
Brüche  sollen  kongruent  heifsen,  wenn  sie  sich  nur  um  eine  ganze 
Zahl  voneinander  unterscheiden,  wenn  also  a.  B,  -?-  =  -i.  -u  /c  ist,  wo  k 
eine  ganze  Zahl  bedeutet.  Endlich  seien  die  Blätter  für  den  Angen- 
blick  so  bezeichnet,  dafs  daa  erste  Blatt  zu  Sä„,  das  zweite  zu  S^j,  das 
dritte  ztt  SJc  gehört,  während  die  übrigen  in  irgend  einer  Keihenfolge 
auf  diese  folgen  mögen. 

Wir  betrachten  nun  neben  dem  Systeme  (i)'/')  das  System  («jj) 
seiner  Aufangskoeffizienten,  und  auch  von  di^em  nur  seine  drei  ersten 
Horiz  ontalr  e  jhen 

. .  «1  „  1 


denn  alle  folgenden  unterscheiden  sich  ja  von  einer  von  diesen  nur 
um  ffl",  &*"  oder  C'"  Wurzeln  der  Einheit,  je  nachdem  das  zugehörige 
Blatt  zu  Sßa,  S8t  oder  S8c  gehört,  sind  also  durch  diese  mit  bestimmt. 
Es  gelten  nun  für  das  System  (i;('))  folgende  zwei  Sätze: 
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Olme  das  System  (rf^\  ij'-^\  . . .  ijW)  im  Sinne  der  Äquivalenz 
zu  ändern,  kann  man  in  dem  Systeme  («)  seiner  Anfanga- 
koefßzienten 

1.  das  A-fa^he  irgend  einer  Kolonne  von  (a)  von  einer 
späteren  Kolonne  abziehen,  falls  nur  die  zugehörigen 
Exponenten  -—  kongruent  sind  und  X  eine  beliebige  Kon- 
stante bedeutet, 

2.  irgend  eine  Kolonne  von  («)  durch  eine  beliebige  Kon- 
stante X  dividieren. 

Ist  nämlich  z.  B.  -^  =  ^-  +  /c,  wo  also  ft  >  0  ist,  und  eisetKt  man  in 
jener  Basis  5j(^'  durch 

so  erhält  man  ein  System  (ij*^l,  t;*^'',  . . .  jj'°J),  welches,  wie  früher  bewiesen, 
dem  Systeme  (i)('>,  jj*^', , . .  tj(">)  äquivalent  ist  und  dessen  Anfangsglieder 
offenbar  folgendes  System  bilden; 


»11 


■  «a« 


Im  zweiten  Falle  wird  einfach  z.  B,  t;'^'  durch  yTjW  ersetzt;  auch  hier- 
durch wird  nach  einem  früheren  Satze  das  ursprüngliche  System  im 
Sinne  der  Äquivalenz  nicht  geändert. 

Mit  Hilfe  dieser  beiden  Sätze  kann  nun  die  verlangte  Überführung 
leicht  bewerkstelligt  werden.  Von  den  drei  Elementen  der  ersten 
Kolonne  von  (»)  mnfs  mindestens  eines  von  Null  verschieden  sein.    Es 


sei  etwa  a^^  das  ers 
dafs  man  jene  gani 
geformten  Systeme 


dann  mache  man  es  dadurch  zu  1, 
Kolonne    durch  %j  dividiert.     In   dem   so    um- 


^gen  Elemente   der  zweiten  Hoiizontalreihe, 
—  zu  —  kongruent  sind,  da- 


mache  man  nun  alte 

für  welche   die  zugehörigen 

durch  zu  Null,  dafs  man  von  der  betreffenden  Kolonne  ein  j 

Yielfaehes  der  ersten  abzieht.    In  derselben  Weise  werde  nun  die  zweite 

Kolonne  transformiert.    Hier  sei  etwa  »ij  ^  f^;  dann  mache  man  dieses 

Element   zu   Eins   und   alsdann   alle   folgenden  Elemente   der   ersten 

Zeile  zu  NuE,  für  welche  der  zugehörige  Exponent  zu    -   kongruent  ist. 
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la  derselben  Weiss  kaim  man  bis  zur  letzten  Kolonne  fortfahren, 
es  sei  denn,  dafs  einmal,  etwa  für  die  i'*  Kolonne,  aUe  Elemente 
d'ii,  (^2i,  f>3i  zugleich  zu  Null  geworden  sind.  Alsdann  sind  aber  in  dem 
zugehörigen   transformierten    Elemente    ^<''  alle    n  Koeffizienten    TOn 

(s  —  a)''    in   den   konjugierten  Entwickelungen   gleich   Null,   d.h.  ^W 

besitat  dann  nicht  den  Teiler  (s  —  a)'',   wie  bisher  angenommen  war, 

sondern  einen  höheren,  also  mindestens  (z  —  a)  f^  .  Ist  dies  aber  der 
Fall,  so  ordne  man  die  letzten  Elemente  ^<'', ,  . .  Tf"''  wieder  nach  der 
Gröfse  ihrer  Teiler,  wobei  eventueR  ^('>  mit  einem  späteren  Elemente 
zu  Tertauschen  ist.  Da  aber  unter  der  hier  gemachten  Voraussetzung 
die   Summe   der  Exponenten  ^^— ■  mindestens   um  —   gewachsen  ist 

und  da  sie  andererseits  nicht  über  —  hinaus  zunehmen  kann,  so  raufs 
man  bei  Fortsetzung  des  Verfahrens  zuletzt  zu  einem  Systeme  kommen, 
bei  welchem  niemals  alle  Elemente  einer  Kolonne  zugleich  Null  sind. 
Führt  man  jetzt  die  hier  geschilderte  Umformung  bis  zu  Ende  durch 
and  ordnet  dann  die  Kolonnen  so,  dafs  zuerst  diejenigen  stehen,  in 
welchen  das  erste  der  drei  Kolonnenelemente  gleich  Eins  ist,  dann 
alle  die,  für  welche  das  zweite  Element  gleich  Eins  ist,  so  erhalt  man 
ein  zu  (Tf^\  rf^^, . . .  tj'"')  äquivalentes  System,  dessen  Anfangssystem  jetzt 
die  folgende  Gestalt  hat: 

.01 


1  . 

•1; 

0    0    . 

..0; 

0  0 

■  A- 

.A-, 

1   1  . 

,,1; 

0  0 

\B,. 

.-B.i 

0,  c, . 

..ft; 

1  I 

.1^ 

Die  Anzahl  der  von  Null  verschiedenen  Elemente  der  ersten  Zeile  mufs 
dann  genau  gleich  a  sein;  da  nämlich  diese  Zeile  zu  35a  gehört,  so 
müssen  alle  Exponenten  --,,..  inkongruente  Brüche  mit  dem  Nenner  a 
sein,  und  ihre  Anzahl  kann  daher  nicht  gröfser  als  a  sein.  Genau 
ebenso  folgt,  dafs  die  Anzahl  der  Elemente  1  in  der  zweiten  bzw. 
dritten  Zeile  höchstens  ö  bzw.  c  sein  kann.  Endlich  kann  aber  auch 
keine  jener  drei  Anzahlen  kleiner  sein  als  bzw.  a,  h  oder  c;  denn  sonst 
würde  man  ja  in  mindestens  einer  Kolonne  lauter  Nullen  erhalten,  das 
Verfahren  wäre  somit  noch  nicht  bis  zu  Ende  durchgeführt. 

Die    zu     den    a    ersten    Kolonnen    dieses    Systems    gehörenden 
Exponenten  —  besitzen  nun  alle  den  Nenner  «  und  bilden  somit  ein 
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YoUständiges    System   inkoügi-uenter   Brüelie   mit   diesem   Nenner;    sie 
mögen  daher  jetzt  durch 


bezeichnet  werden.     Genau  ebenso  mögen  die  Brüche 

die  Exponenten  bezeichnen,  welche  bzw.  zu  den  b  folgenden  und  zu 
den  c  letzten  Kolonnen  gehören  und  welche  ebenfaUe  vollständige 
Systeme  inkongruenter  Brüche  mit  den  Nennern  b  und  c  bilden. 

Schreibt  man  jetzt  die  Anfangsglieder  für  alle  a  za  So  gehörenden 
Blätter  unter  jene  erste  Zeile  hinunter  und  beachtet  dabei,  dafs  diese 
sich  von  jener  ersten  nur  um  a'"  Wurzeltt  der  Einheit  unterscheiden, 
so  bilden  die  a  ersten  Kolonneu  ein  Partialsystem 


1 


,  1 


dessen  Determinante  I  8  j  den  von  Null  verschiedenen  Wert  a  besitzt 
da  sie  die  Quadratwurzel  aus  der  Diskriminante  der  Kreisteilunga- 
gleichung  ro"  —  1  =  0  ist.  Alle  Elemente  der  &  +  c  folgenden  Kolonnen 
aber  sind  gleich  Null,  Schreibt  man  in  derselben  Weise  alle  n^  An- 
fangsglieder jenes  transformierten  Systems  unter  die  erste,  zweite  oder 
dritte  Zeile  unseres  transformierten  Systems,  so  erhält  man  ein 
System  («jj:)  von  Anfangskoeffizienten,  welches  in  leieht  verständlieber 
;  folgendermafsen  geschrieben  werden  kann: 


(S)- 


obige  System  von  a  Zeilen  ist  und  S^  und  Sc  die  ent- 
s  den  6'^"  imd  c*'"  Einheitswurzeln  gebildeten  Systeme 
von  h  bzw.  c  Zeilen  bedeuten.  Die  Sterne  bedeuten,  dafs  dort  ver- 
schwindende oder  nicht  verschwindende  Elemente  stehen,  weiche  bzw. 
aus  den  Gröfeen  Ai,  B:,  Oi  und  den  bezüglichen  Einheitswurzeln  ge- 
bildet sind.  Da  nun  die  Determinante  \S\  jenes  Systems  durch  die 
Gfleichung 


s. 

0 

0 

* 

s. 

0 

. 

* 

s, 
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bestimmt,  also  von  Null  verscliieden  ist,  so  ist  das  so  gefundene 
System  normal,  also  der  Satz  Yollatändig  bewiesen. 

Ist  die  Stelle  {3=^<x)  der  unendlich  ferne  Punkt  p„,  bei  welchem 
wieder  die  drei  Verzweigungspunkte  33,,,  Säst  S?c  übereinander  liegen, 
so  ist  der  einzige  Unterechied  der,  dais  das  System 

%^  öj2  ■  ■  ■  '^m 
(«)  =    »äi  «2ä  ■  ■  ■  (^21 

im  Sinne  der  Äquivalenz  ungeandert  bleibt,  wenn,  man  das  ^-facbe 
einer  Vertikalreihe  von  einer  früheren  abzieht,  falls  die  bezüglichen 
Exponenten  kongruente  Brüche  sind.  Ist  nämlich  wieder  etwa  —  =  —  +  fc 
and  ersetzt  man  jetzt  i;'^*  durch 

so  sind  die  Koeffizienten  vonj-J     ietzt  bzw.  gleich 

—  X         a— IgK—X 

I     1  esem  Falle  nuf   m  n  also  1  e  T    nsfo  ^  at  on  n  cht  von  Ire    ten 

ndem  von  der  letzten  Kolonne  aus  1  eg  nuen    n  an  e  kennt  al  e    ohn 

we  teres     dafs    n  an    z  1  tzt    gena      z      d  mselbe      hes  Itate    ^  längt 

w  e  frühe 

"W  r  h  1  en  och  de  fr  las  We  te  e  w  1 1  ge  Gl  nie  „en  haft 
ler  Kolonient  1  les  1  e  gefunden  n  no  n  alen  Systens  1  vo  unl 
zwir  gle  ch  f  len  all^  memsten  F  11  lols  le  'Stelle  (  =  )  ni  1 1 
dre  s  ndem  1  eheb  ^  v  ele  P  nkte  1  P  en  innscheu  Flache  ent 
sprechen 

Entspre  I  en   1      SteU    (   =    )    1     P  mU     ^      a>  o 

de    K  gelfla  1  e  und  sm  1 

die  Kolonnenteiler  des  soeben  gefundenen  normalen  Systems 
(ijW,  rp), . . .  i;'"'),  SO  bilden  die  Exponenten  (pj,  fg, .  ■  -  Pn)  ein 
System  inkongruenter  Brüche  mit  den  Nennern 
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DiP  Detenmnajitenteilei  Pinoi  Matnx  —  Ihre  UnvPr'uileihclikcit  bpi  Titakphr 
baren  ganaen  Tian^-fonaationen  —  Die  Blementarteüpr  —  Die  Elementarteder 
ein  M  ^Normalsystema  a  nd  mit  ien  Kolonaeiite  lern  deitis  li  —  Beitiramung  1er 
Vii  e  ^n^apunkt  1er  Kiemannachen  Flacht  a  ?  den  Elementaite  lein  emei 
beliebigen  Basis 


8  1- 

Wir  wonen  die  in  dem  vorigen  Abscimitte  gefimdenen  Resultate 
anwenden,  um  aus  den  Eigeusclmften  eines  beliebigen  algebraischen 
Systems  die  Verzweigung  der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche  zu 
bestimmen.     Dazu  betrachten  wir  eine  beliebige  Basis 

(/"  '/'     i<o 

von  n  rat  onil  m  il  h'iu^  ^en  algebraischen  Funktionen  und  die  zu  ihr 
gehörende  Matr  x 


l.     )  = 


U 


in  der  Umgebung  einer  behebi^en  Stelle  (   =  c) 

Wir  fihien  nun  zuua  hst  e  nen  w  cl  tigen  neien  Begriff  in  die 
Untersuchung  ein  ninil  ch  den  der  Determmantenteiler  einer 
Matrix  ()j^ )  Wii  gelingen  zi  lemselben  durch  die  folgenden  Über- 
legungen 

Denken  wir  uns,  fii  die  Umgelung  lei  Stehe  (  =  «)  alle  n^  Ele- 
mente 7}  '  nach  ganzen  hz  v  ^el  rnchenen  Potenzen  des  zugehörigen 
Linearfaktors  —  c  entwickelt  so  können  diese  Entwickelungen 
folgenderma&en  geschriel  en  weiden 

■>   -(-«)*  i;(  i  k) 

wo  die  Exponenten  6^'  positive  oder  negative  ganze  oder  gebrochene 
Zahlen,  und  die  Reihen  Eiii(s\tx)  Eiuheitsfunktionen  für  jene  Stelle 
sind.     Es  sei  nun  d^  der  kleinste  jener  n^  Exponenten  d^  ;  dann  ist 


y  Google 


g  1,     Die  Dcterminantenteiler  einer  Matrix.  175 

die  höchste  Potenn  von  s  —  o.,  welche  in  allen  «^  Entwickelungen 
noch,  enthalten  ist,  oder  also  der  grÖfste  gemeinsame  Teuer  aller 
»^  Elemente  ^J,'*  für  die  Stelle  {b  = «).  Nun  denken  wir  «ns  alle 
f    ^    — ^J    Deteroiinaaten  zweiter  Ordnung 

aufgeschrieben,  welche  man  aus  dem  Systeme  (r^W)  bilden  kann;  auch 
diese  sind  Potenzreihen  von  s  —  k,  können  also  in  der  folgenden  Form 
geschrieben  werden: 

(2 -«)'m:'je,,  ,.„,,,  (ä|«). 

Es  sei  nun  wieder  A^  der  kleinste  jener  (— ^ — -)  Exponenten  W'^^-., 
alsdann  ist  («  —  k)'''  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten 
zweiter  Ordnung  jenes  Systems  (jj*^'*)  für  die  Stelle  {s  =^  a). 

In  derselben  Weise  denken  wir  uns  jetzt  den  grö&ten  gemein- 
samen Teiler  aller  Determinanten  dritter  Ordnung  jenes  Systems  ge- 
bildet und  fahren  so  fort.   Auf  diesem  Wege  erhalten  wir  die  n  Potenzen 

welche  der  Reihe  nach  die  grSisten  gemeinsamen  Teuer  aller  Deter- 
minanten der  ersten,  zweiten  u.  s.  w,  w*™  Ordnung  sind,  welche  man 
aus  jenem  Systeme  (rjW)  bilden  kann.  Die  letzte  Potenz  (.s  —  «)•*«  ist 
offenbar  identisch  mit  der  in  der  Determinante  1  ij^l  1  enthaltenen  Potenz 
von  z—a.  Diese  n  Potenzen  von  {s  —  a)  werden  die  n  Deter- 
minantenteiler des  Systems  {yff)  für  die  Stelle  (^=h)  genannt. 
Sie  führen  zu  den  wichtigsten  Invarianten,  welche  ein  System 

besitzt. 

Die  Bedeutung  der  Determinantenteiler  beruht  wesentlich  auf  dem 
folgenden  wichtigen  Satze: 

Äquivalente  Systeme  haben  gleiche  Determinantenteiler. 

Da  man  jede  Transformation  eines  Systems  in  ein  äquivalentes 
durch  eine  Folge  der  drei  elementaren  Transformationen  ersetzen  kann, 
welche  in  der  elften  Vorlesung  auf  S.  161  charakterisiert  worden  sind, 
so  ist  jener  Satz  bewiesen,  wenn  wir  die  Richtigkeit  der  folgenden 
drei  Sätze  nachweisen  können: 
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Systems    (»/",  ijl^l, . . .  ijl"») 
verscliie  denen 


Die   Determinantenteiler   eil 
bleiben  raigeUndert,  wenn  man 

1.  eins   seiner   Elemente   mit   einer   von  Null 
Konstante  multipliziert, 

2.  zwei  Elemente  miteinander  vertauacht, 

3.  ein  Element  ij''^  durch 

ersetzt,   wenn   X(s)   eine  beliebige  ganze  Fonktion  von  s 

bedeutet. 
Zum  Beweise  untersuchen  wir,  in  welcher  Weise  eine  jeuer  drei 
elementaren  Transformationen  eine  einzelne  Determinante  von  beliebiger 
^ter  Ordnung,  Z),,,  beeinfinfst.  Der  Einfachheit  wegen  denken  wir  uns 
die  Bezeichnung  der  Elemente  so  gewählt,  dafs  Jene  zu  untersuchende 
Determinante 

,»> . . .  4« 


1) 


Ä- 


,<» . . . ,(« 


ist.  Wird  nun  zunächst  ein  Element  ij''^  mit  einer  Konstanten  c  multi- 
pliziert, so  geht  die  Determinante  D/,  entweder  in  cD^  über  oder  sie 
bleibt  ganz  ungeändert,  je  nachdem  tj^'''  in  D/,  vorkommt  oder  nicht. 
AUe  Determinanten  A"'  Ordnung  D/,  bleiben  also  entweder  ungeändert 
oder  sie  multiplizieren  sich  mit  einer  Konstauten;  der  Teiler  (a  —  ß)''/» 
ändert  sich  also  bei  der  ersten  Transformation  nicht. 

Vertauscht  man  ferner  zwei  Elemente  ij^'l  und  ij'*'  miteinander, 
welche  beide  in  der  Reihe  ■rf-'-^,  9j*^', . .  .  ij'*'  der  ersten  h  Elemente  auf- 
treten, so  ändert  Di,  nur  sein  Zeichen.  Sind  dagegen  beide  Elemente 
nicht  in  jener  Reihe  enthalten,  so  ändert  sich  D/,  gar  nicht.  Ist 
endlieh  etwa  i]''J  =  ij'^l,  jj'"'l  =- 1](''+^',  also  das  eine  Element  in  D,,  ent- 
halten, das  andere  nicht,  so  vertauscht  sich  bei  der  Permutation  dieser 
beiden  Elemente  nur  die  Determinante  D,,  mit  der  folgenden: 


la) 


rj[^+i)     ^^3). 


7)(*+ 


.  m 


welche  ja  ebenfalls  in  dem  Systeme  aller  Detenninanten  h^"''  Ordnung 
vorkommt.  Die  Gesamtheit  aller  Determinanten  h''"  Ordnung  ändert 
sieh  also  in  der  Weise,  dafs  gewisse  unter  ihnen  mit  —1  multipliziert, 
gewisse  andere  vertauscht  werden;  auch  hier  bleibt  also  der  Teiler 
(^  —  ayh  ungeändert. 
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Ganz  älinlieh  gestaltet  sicli  der  Beweis,  wenn  etwa  i)''''  durch 
ijW  =  ijW_  ^(^)ij(*)  ersetzt  wird.  Sind  nämlicli  i  und  h  beide  <h 
oder  beide  >  h,  so  ändert  sich  B/,  gar  uieht.  Ebenso  bleibt  D/,  un- 
geändert,  wenn  i>h,  Je  <.h  ist.  Ist  dagegen  i  <h,  h>h,  also  etwa 
i=lj  k='h-\-l,  so  geht  durch  jene  Transformation  Di,  über  in: 

D,^\r,^p~^{^')7if+'\     nf,---'>]f\     (3  =  1, 2,. ..A) 

wo  D/i  die  oben  in  (la)  angegebene  Bedeutung  hat.  Es  sei  nun 
(s  —  afh  der  Determinantenteiler  Ji^'"  Ordnung  des  ursprünglichen 
Systeme  (rf^\  ij'^', . . .  »j'"'),  und  (z  —  txf^^  der  entsprechende  des  durch 
diese  Elementar transformation  veränderten 

Dann  ist  jede  transformierte  Determinante  Dh  durch  {z  —  afh  teilbar, 
weil  sie  entweder  mit  einer  der  arsprünglichen  Determinanten  identisch 
oder  gleich  D^^  l(/)Di  ist,  wo  X{z)  eine  ganze  Funktion  von  s  be- 
deutet und  J)/,,  D'h  beide  durch  (s  —  et)'**  teilbar  sind.  Also  ist  (s  —  «)'*/, 
in  dem  entsprechenden  Teiler  (2  —  r)**    des   transformierten   Systems 

(^(1)  _  l{B)^f  +  i),   yfi),  .  .  .  ^W) 

enthalten.  Führt  man  aber  jetzt  wiederum  dieses  zweite  System  in 
das  ursprüngliche  dadurch  über,  dafs  man  zu  seinem  ersten  Elemente 
^(i>-.;i.ij('.+i)  das  ;i-fache  des  (Ä  +  l)''"  Elementes  -t^C'+i)  addiert,  s^ 
zeigt  man  genau  ebenso,  dafs  auch  umgekehrt  der  Teiler  {3  —  «Y>' 
in  {s  ■—  a)'*'!  enthalten  ist.  Damit  ist  unser  Pundamentalsatz  vollständig 
bewiesen. 

Dieser  Satz  gilt  aber,  wie  ausdrücklich  hervorgehoben  werden 
soll,  nur  dann,  wenn  die  Stelle  (s  =  a)  im  Endhchen  liegt,  Ist  mmlich 
(ß  =  00),  so  gilt  jener  dritte  spezielle  Satz  nicht  mehr,  da  darm  die 
ganze  Funktion  A(s)  für  die  Stelle  (s^  00)  nicht  mehr  den  Charakter 
einer  ganzen  Funktion  besitzt,  sondern  in  Bezug  auf  diese  eine  negative 
Ordnungszahl  hat. 

§2. 

In  der  vorigen  Vorlesung  ist  bewiesen  worden,  dafs  man  ein  be- 
liebiges System  (ij'^l,  ij'^',  ,  .  .  j;("l)  durch  die  soeben  erwähnten  elemen- 
taren Transformationen  in  ein  'äquivalentes  sogenanntes  normales  System 
fg(i)j  g{3]j . . .  gl"))  überführen  kann.  Da  aber  bei  einer  solchen  Trans- 
formation die  Determinantenteiler  ungeändert  bleiben,  so  ergiebt  sich 
jetzt  der  folgende  wichtige  Satz: 
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Ein   beliebiges   System    (tf-^\  tj<^',  . . .  t;'"l)   besitzt  für  jede 

im  Endlichen  liegende  Stelle  (s  =^  «)  dieselben  Determiaaaten- 

teiler  wie  ein  ihm  äquivalentes  normales  System. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Determinantenteiler  eines  für  eine 

Stelle  (s  =  a)  normalen  Systeme  für  diese  Stelle  zu  nntei^nchen,  und 

zwar  woUen  wir   hier  wieder  Torauasetzen,   dafs  jene  Stelle  auch  die 

unendlich  ferne  sein  kann.     Es  sei  also 

(t'«,  m . . .  sw) 

ein  beliebiges  normales  System,  und  es  mögen 

(3~«r-,  («-«f,..,{ä-«/. 

die  Teiler  seiner  n  Elemente   bedeuten.     Dann  sind  diese  n  Potenzen 
(s  —  aft  60  bestimmt,  dafs  allgemein   die  n  konjugierten  Potenzreihen 

^(t)^  gl*), .  . .  gl"-) 

für  g(*)  durch  (s  —  a)  *,  aber  durch  keine  höhere  Potenz  von  s  ~  a  teilbar 
sind.   Man  kann  also  jene  n  konjugierten  Entwickelungen  so  schreiben: 


und  von  diesen  Koeffizienten  «n,  . . .  a«!  ist  mindestens  einer  von  Null 
verschieden.  Denkt  man  sich  also  in  der  zugehörigen  Determinante 
j  gW  I  alle  Elemente  in  gleicher  Weise  entwickelt,  so  erhält  man  aus  ihr: 

kf  1  -  [.,,(.-./.  +  ...  I  =  l«,.|{.-.f +'•+■■■+'•  +  .., 

und  da  das  System  nach  der  Voraussetzung  normal  ist,  so  ist  die  aus 
den  Anfangskoeffizienten  gebildete  Determinante  |«jj|  notwendig  von 
Null  verschieden. 

Wir   erinnern   gleich   an   diesei  Stelle   an  einen  iui  das  Folgende 
wichtigen  Hilfssatz  aus  der  Deteimmantentheoiie 

Ist  (ffij)  ein  System  von  s;^  Zahli^n,  dessen  Determinante 
I  an,  I  von  Null  verschieden  ist,  und  bildet  nnn  aus  seinen 
ersten  Ä  Vertikalreihen 


alle    Determinanten    fe*°'  Ordnung,    so    muJs   mindestens    eine 
dieser  Determinanten  von  Null  verschieden  sein. 
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Entwickelb  man  uämlich  die  ganze  Determinante 


nach  dem  Laplaeeschen  Determinanteiiaatze,  so  erhalt  man  eine  Identität 

wo  Aft  alle  Determinanten  h*"'  Ordnung  aus  dem  ersten  Parfcialsysteme 
(T^i, . . .  Vi)  durchläuft,  während  A„_i  jedesmal  die  zu  A;,  komplementäre 
Determinante  {n  —  hy°'  Ordnung  aus  dem  Partialsysteme  (Fj+i,  . .  .  Fj,) 
bedeutet,  d.  h,  diejenige  Determinante  des  zweiten  Partialsystems,  welche 
mit  As  keine  einzige  Horizontalreihe  geraeinsam  hat.  Wären  also  nach 
unserer  Annahme  aUe  Determinanten  A/.  gleich  Null,  so  würde  dasselbe 
für  die  ganze  Determinante  m*''  Ordnung  gelten,  was  mit  der  oben  ge- 
machten Voraussetzung  im  Widerspruche  steht. 

Ea  sei  nun  die  Bezeichnung  der  Elemente  jenes  normalen  Systems 
(S'^'j  S'^*,  -  -  ■  5*"*)  ■von  Tomherein  so  gewählt,  dafs  die  Exponenten  der 
Teuer  (s  —  k)  *  ihrer  GTÖfse  nach  aufeinander  folgen,  dafs  also 

Pi  ^  Pü  ^  ■  •  ■  <  P" 
ist.     Dann  besteht  der  folgende  wichtige  Satz: 

Die  Determinantenteiler  des  für  (s  =•  «)  normalen  Systems 
(gl^),  gl^', . . ,  gf"')  in  Bezug  auf  diese  Stelle  sind  der  Reihe  nach 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  zeigen  wir  allgemein,  dafs  irgend  eine 
Determinante   7i'°''  Ordnung   J)/,   mindestens  durch   (^  —  «)  '     "  '' 

teilbar  ist,  dafs  aber  anderereeits  mindestens  eine  unter  ihnen  keine 
höhere  Potenz  von  s  —  «  enthält.  Es  sei  wieder  die  Bezeichnung  der 
konjugierten  Elemente  oder  also  der  Horizontalreihen  so  gewählt,  dafs 
die  zu  untersuchende  Determinante  D/,  aus  den  ersten  h  Horizontal- 
reihen gebildet  ist,  es  sei  also  etwa 


Beachtet   man  dann,   dafs  aRe  Elemente   der   ersten,   zweiten,  n.  t 
^ten  Vertikalreihe  dieser  Determinante  bzw.  durch 
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(3-«)'",(.<,-«y-,...(3-«f' 

teilbar   sind,   so   folgt,   dafs   Dh   mindestens  durch   (^  —  a)"^  ''', 

also  am  so  mehr  durch  {s  ~  a)'^  ''  teilbar  ist,  da  ja 

Pi  ^  Ci,>  ■  ■  ■  9/,  ^  Qi^ 
ist;  damit  ist  der  erste  Teil  der  Behauptung  bewiesen. 

Wählt  man  jetzt  speziell  für   1),,   eine   den  /(   ersten  Kolonnen 
entnommene  Deteiminante  Ä""  Ordnung,  setzt  man  also  etwa 
£'^) . .  -  ■ 


■m 


e.+...+,,. 


so  ist  diese,  wie  soeben  gezeigt,  mindestens  durch  (s  —  cc) 
teilbar.  Bildet  man  aber  den  Quotienten  von  Z)/,  durch  eben  jene 
Potenz  von  s  —  a,  indem  man  der  Reihe  nach  die  einzelneri  Vertikal- 
reihen durch  den  bezüglichen  Teiler  dividiert,  so  kann  man  jenen 
Quotienten  in  der  folgenden  Form  schreiben: 


Die   rechte   Seite   reduziert   sich  für   ^;  = «   auf  die  aus  den 
gliedern  gebildete  Determinante  /i'^'  Ordnung; 


und  da  nach  dem  vorher  bewiesenen  Hilfssatze  mindestens  eine  jener 
aus  den  h  ersten  Vertikalreihen  gebildeten  Determinanten  li^"'  Ordnung 
von  Null  verschieden  ist,  so  folgt  in  der  Tkat,  dafs  mindestens  eine 
der  Determinanten  D;,  durch  keine  h(3here  Potenz  als  (s  —  k)  '  "'' 

teilbar  ist.     Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  bewiesen. 


§  3. 

Neben  den  in  den  vorhergehenden  Abschnitten  betrachteten  Deter- 
minantenteilem    eines    Systems    (ij*^*,  ij'*', . . .  »;'"*)    für    eil 
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Stelle  (s=a)  führen  wir  nunmehr  noch  lanciere  und  wesentlich  wichtigere 

GröiJsen,  die  von  Weierstrafs  eo  genannten  Blementarteiler  jenes 

Systems,  ein,  und  zwar  steUen  wir  für  sie  die  folgende  Definition  auf: 

Sind  (b  ■—  aY',  (s  —  «)''%  .  . .  (s  —  a)^  die  n  Determinanten- 

teiler   einer   beliebigen   algebraischen    Matrix   für    eine    SteUe 

(s  =  a),  80  sollen  die  Quotienten  zweier  aufeinanderfolgenden 

DeterminantenteUer,  also  die  Potenzen 

»,  -  (2  -  «f,    e,  -  (8  -  «)'■"*, . . .  e.  =  (2  -  .)'.-'-> 
der  Reihe  nach  als  der  erste,  zweite,  n,  g.  w,,  w'^  Elementar- 
teuer  jener  Matrix  für  die  Stelle  (s  —  a)  bezeichnet  werden. 
Hiernach  sind   also  die  Determinanten-  und  ElementarteÜer  einer 
Matrix   (rffi)  für   eine  Stelle  («  =  a)  durch  die  folgenden  Gleichungen 
miteinander  verbunden: 

Da   irgend   zwei  äquivalente  Systeme   gleiche   Determinanienteiler 
haben,  so  besteht  auch  für  die  Elementar  teuer  offenbar  der  Satz: 
Aei^uivalente  Systeme  haben  gleiche  Elementarteiler. 
Für  ein  normales  System  ist  allgemein 

(i__.)^  _^(.—f +'■+■■+" 
•    (,-.)'"-•    (,-„)'■+'■+■■■+«-' 
_(.-„)«, 

d.  h,  die  Elementarteiler  eines  normalen  Systems  sind  mit  den  Teilern 
seiner  Elemente  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  den  Kolomienteilem  der 
zugehörigen  Matrix  identiaeh. 

Nun  besitzt  aber  ein  beliebiges  nicht  normales  System  dieselben 
DeterminanteuteUer,  also  auch  dieselben  Elemeutarteiler  wie  das  äqui- 
valente reguläre  System,  und  daraus  folgt  der  Satz: 

Die  ElementarteÜer  eines  beliebigen  Systems 
(ij(i),  ij(ä),  .  .  .  ijf"!) 
stimmen   üherein   mit   den  TeUem  (s  —  uf', . .  .{g  —  a)^"   der 
Elemente  desjenigen  normalen  Systems  (£'^',  %'^^, . .  .  £'"*),  welches 
jenem  äqtiivalent  ist,  und  zwar  ist  allgemein  der  ^"  Elementar- 
teiler gleich  (s  —  aj-'i,  wenn  die  Exponenten  pj,  pj,  .  .  •  p«  ihrer 
Gröfse  nach  geordnet  sind. 
Da  die  Exponenten  p^,  pai  ■  ■  ■  P«  ^^^  ersten,  zweiten, . . .  n'^"  Ele- 
mentarieilers  für  die  Stelle  (s  =  ft)   eine  zunehmende  Beihe  bilden,  so 
ergiebt  sich  als  unmittelbare  Folgerung  der  wichtige  Satz: 
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Von  den  n  Elementarteilem  eines  Systems  (iif>)  för  eine 

beliebige    Stelle    (s  =  a)    ist    jeder    ein    DiTisor    des    mchst- 

folgenden. 

Derselbe  Satz  besteht,  wie  leicht  za  sehen,  auch  für  die  Detenninaiiten- 

teiler,  aber  nur  dann,  wenn  das  System  für  die  betrachtete  Stelle  ganz 

ist;  für  die  Elementart^iier  gilt  dieses  Theorem  aber  immer. 

Ferner  ergiebt  sich  aus  diesem  Satze  eine  interessante  Folgerung: 
Man  kann  ein  System  (i;'^l,  jj*^), , . .  i)^"l)  in  verschiedene  äquivalente 
Normalsysteme  transformieren;  da  aber  die  Koloimenteiler  eines  solchen 
Systems  mit  seinen  Elementarteilem,  also  auch  mit  den  Elementar- 
teilem des  ursprüi^licben  Systems  übereinstimmen,  so  folgt,  dafs  die 
Kolonnenteiler  der  einem  Systeme  (ij'^l, . .  .  r/"l)  äquivalenten  Normal- 
systeme  immer  dieselben  sind,  wie  man  jene  Transformation  auch  aus- 
führen mag. 

Die  genauere  Untersuchung  der  Exponenten  pi, . . .  pn  der  n  Ele- 
mentarteiler eines  algebraischen  Systems  (ijW)  ergab  nun  auf  S.  173  ein 
Resultat,  welches  wir  jetat  gleich  in  seiner  allgemeinen,  für  eine  be- 
liebige Anzahl  Ton  Verzweigungspunkten  giltigen  Form  aussprechen. 
Es  mögen  an  der  Stelle  (s  =  a)  die  h  Verzweigungspunkte 

®„,  58„  .  .  .  SS,i 
übereinander  liegen,  in  welche]!  bzw. 

«.,     h,  .  .  .d 
Butter  zusammenhängen,  so  dafs  also 

a  +  b-\ \-d'=n 

ist.  Alsdann  können  die  Exponenten  pi ,  . . .  p„  jener  Elementarteiler 
von  TOniherein  so  geordnet  vorausgesetzt  werden,  dafs  die  a  ersten 
unter  ihnen, 

Qi,     Ps)  ■  ■  ■  9"' 

ein  vollständiges  System  von  «  inkongruenten  Brüchen  mit  dem 
Nenner  a  bilden,  dafs  also 

ps  =  'i^  +  -T-' 


Qa  =  h,  +  ---- 

ist,  wo  ^j,  ^21  ■  ■  ■  ^^1  gsJi^ö  Zahlen  bedeuten.  Ebenso  sollen  die  i  fol- 
genden Brüche  pa+i,  pa+s, -..p«+i  ein  vollständiges  System  von  V 
inkongruenten  Brüchen  mit  dem  Nenner  h  bilden,  u.  s.  w.,  die  d  letzten 
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ein  ebensolclies  System  von  Brüchen  mit  dem  Nenner  ä.  Bezeiclinen 
wir  dann  allgemein  mit  i?(p)  den  Meinsten  positiTen  ßest^  den  ein  be- 
liebiger Bruch  p  liaei.  Weglaasung  der  gröfsten  in  ihm  enthaltenen 
ganzen  Zahl  l'äfst,  so  daTs  also  z.  B.  für  die  a  ersten  Brüche  q^,  Pa,  ■ .  -  pa 

ist,  so  können  wir  jenes  vorher  gefundene  Resultat  in  dem  folgenden 
Satze 


Die  kleinsten  positiven  Reste 

Efe),    Jä((.,),...E((..) 
der   Exponenten  Pi,P2, -..p«  von   den   zu   der   Stelle  (s  =  a) 
gehörenden    Elementarteilern    stimm en,    abgesehen    von    der 
Reihenfolge,  mit  den  li  Bruchsequenzen 

a'    a'  a     l      b  '    b  '  b     '^  '  '  '    d  '    d  d 

üherein,   wenn  a,h, . . .  d  die  Zahlen  der  Blätter  sind,  welche 
in  den  zu  (ß  =  a)  gehörenden  Verzweigungspunkten 

3J„,     %,...^^ 
miteinander  zusammenhängen. 
Wir  wollen  unter  einer  Bruchsequenz 

[i]     di.  Beae     (^,  j>---'-Y-) 

der  nicht  negativen  unter  1  liegenden  Brüche  mit  dem  Nenner  X  ver- 
stehen. Dann  kann  jener  Satz,  wie  man  leicht  sieht,  folgendermafsen 
ausgesprochen  werden: 

Ist  (»^('■l,  t}^^^,  . . .  r/"')  ein  beliebiges  System,  und  sind 
(^  —  (c)^,  {s  —  af', ...  (3  —  k)^"  die  zugehörigen  Elementar teiler 
für  eine  beliebige  Stelle  p  der  KugeLfläche  ü,  so  lassen  sich 
die  kleinsten  nicht  negativen  Beste  der  Exponenten  ßi ,  pa ,  ■ .  ■  ^k 
dei^elben  stets  in  Bruchsequenzen  anordnen.     Sind  dann 


ÖB]--[a 


die   h  jener   Stelle  p   zugehörigen   Bmchsequenzen,   so   liegen 

bei  p  genau  h  Verzweigungspunkte  der  Fläche  9^  übereinander, 

in  denen  bzw.  a,h, . .  .d  Blätter  zusammenhängen. 

Dieser  Satz  giebt  eine  wichtige  theoretische  Einsicht  in  den  Zu- 

iuhang,  welcher   zwischen   den  ElementarteÜem  eines  beliebigen 
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algebraischen  Systems  and  der  Verzweigung  der  zngehörigen  Riemaim- 
Bclien  Fläche  besteht.  Er  liefert  aber  auch  ein  Mittel,  um  die  Art  der 
Verzweigimg  der  zu  einer  Gleichimg  f{ii,  s)  =-  0  gehörenden  Eiemaansehen 
Fläche  leicht  zu  finden.  Da  man  nämlich  zur  Bestimmung  der  Bmeh- 
seqnenzen    —  L     Jl  ,  , . ,    Jl    von  einem  ganz  beliebigen  algebraischen 

Systeme  (rf^\  j;<^',  . .  .  r/"')  ausgehen  kann,  so  ist  es  möglich,  die  Auf- 
gabe dadurch  zu  vereinfachen,  dafs  man  von  vomiieTeiii  ein  geeignetes 
System  zu  Grunde  legt.  Dies  soll  in  der  imchsten  Vorlesung  an  einigen 
Beispielen  erläutert  werden. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  geht  von  selbst  hervor,  dafs 
sich  die  kleinsten  Reste  der  Exponenten  p;  nur  auf  eine  Weise  in  die 
Bruchsequenzen     —  ,      —   ,  .  .  -  L.-    zusammenfassen  lassen;  denn  ihre 

Nenner  geben  ja  die  zu  den  Verzweigungspunkten  3?«,  ^4, . . .  S?^  ge- 
hörenden Blätterzahlen  an.  Um  aber  diese  Zusammenfessung  in  jedem 
konkreten  Falle  wirklich  durchzuführen,  wähle  man  unter  den  kleinsten 
Besten  von  q^,  ^i,  ■  ■  ■  Qn  den  kleinsten  positiven  Rest  aus;  dann  besitzt 
dieser  nach  dem  oben  bewiesenen  Satze  notwendig  die  Form  —  und 
bestimmt  die  erste  Sequenz  —  jener  reduzierten  Brüche.  Nach 
Weglassung  dieser  Sequenz  ist  dann  der  kleinste  der  übrigbleibenden 
Brüche  notwendig  von  der  Form  j-  und  bestimmt  die  zweite  Sequenz 
[A-l,  und  durch  Fortsetzung  desselben  Verfahrens  erhält  man  alle 
s4„».e.[i],   [^],...[J^]. 

Der  Beweis  jenes  Satzes  galt  zunächst  nur  für  die  zu  einer  im 
Endlichen  liegenden  Stelle  {is=ci)  gehörenden  Verzweigungspunkte.  Aber 
man  erkennt  ohne  weiteres,  dafs  er  auch  für  die  Stelle  (g-=cx>)  richtig 
ist.  In  der  Thafc  braucht  man  ja  in  der  ursprünglichen  Gleichung 
nur  an  Stelle  von  s  die  neue  unabMngige  Variable  s'  =  —  eiuzuführen 
und  dann  das  System  (tj'^',  t^'i,  . . .  tj*"')  in  der  Umgebung  der  Stelle 
(2'  =0)  zu  untersuchen.  Führt  man  dasselbe  dann  durch  die  oben  er- 
wähnten elementai-en  Transformationen  in  das  äquivalente  normale 
System  über,  so  bleiben  auch  hier  die  Elementar  teuer  ungeändert,  und 
für  das  normale,  also  auch  für  das  ursprünghehe  System  können  wieder 
die  kleinsten  Reste  der  Exponenten  q^,  q^i  ■  ■  ■  P«  ^^  Bruchsequenzen 
angeordnet  werden,  deren  Nenner  mit  den  Ordnungszahlen  der  zu  der 
Stelle  {s'  —  0)  oder  (2  =  00)  gehörenden  Verzweigungspunkte  überein- 
stimmen. Jener  Satz  gilt  also  ganz  allgemein  für  jede  endliche  Stelle 
(s  ^  ß)  und  auch  für  die  unendlich  ferne  Stelle  (is  ^  00), 
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Die  bis  jetzt  durctgeftthrten  Untersuchungen  haben  uns  zu  den 
wichtigsten  Invarianten  der  algebraischen  Matrizen  (^^")  geführt. 
Um  sie  vollständig  charakterisieren  zu  können,  betrachten  wir 
wieder  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  Tlhiß')  aller  Determinanten 
Ji^'  Ordnung,  welche  man  aus  einer  beliebigen  Matrix  (?jW)  bilden 
kann,  aber  jetzt  nicht  blols  für  eine  Stelle,  sondern  zugleich  für  aUe 
endlichen  Stehen  und  die  unendlich  ferne  Stelle,  d.  h.  auf  der  ganzen 
einblättrigen  Kngelflache  ^,  deren  Punkte  p  den  Stellen  (s  =  a)  ent- 


in   einem   jeden  Punkte  \)(s  =  ß)   enthä,lt  Bu{ß)  den  zugehörigen 

Primteiler     p     in     einer    Potenz     p'**,     deren    Exponent    aber    keine 

ganze    Zahl    zu    sein    braucht,    sondern   ein   positiver   oder   negativer 

rationaler  Brach  sein  kann.    Aber  nur  für   eine  endliche  Anzahl  von 

Punkten  werden  die  n  Determinanteuteiler  B^iß),  D^i^), .  -  -  D^i^)  von 

NuU  vei'sehiedeue  positive  oder  negative  Exponenten  besitzen,  während 

in  allen  übrigen  Pimkten  die  zugehörigen  Exponenten  Null  sind. 

Es  seien  nun 

p,     q,...t 

alle  und  nur  die  Punkte  der  eiub^ttrigen  Kugelf^che  ^(s),  für  welche 
mindestens  einer  der  n  Determinantenteüer  einen  von  Null  vei^chiedenen 
Wert  besitzt.  Dann  können  jene  n  Determinanteuteiler  folgendermafsen 
als  Divisoren  dargestellt  werden: 

Bildet  man  nun  aus  ihnen  die  zugehörigen  Elementarteiler 


rfi-fi- 


so   können  diese  ebenfalls  in  der  folgenden  Weise  dargestellt  werden: 
£,(s)  =  p'''q''...r^'  (»  =  1,2,...«). 

Von  diesen  n  Elementarteilem 

ist  jeder  ein  Teiler  des  folgenden,  denn  wir  hatten  auf  S.  182  bei 
daJs  dieses  für  jede  einzelne  Stelle  der  KugelÜäche  der  PaU  ist. 
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Auch  liier  bedeuten  die  Exponenten  ö,,  i,-, .  .  .^i  sämtlich  rationale 
Brüche;  jeder  von  ihnen  kann  also  in  der  Form 

gesehriehen  werden,  in  welcher  k/  eine  ganze  Zahl  und  der  kleinste 
Best  It(8i)  einen  nicht  negativen  rationalen  echten  Brach  bedeutet. 
Daher  kann  jeder  dieser  Elementarteiler  auch  in  der  folgenden  Form 
gesehrieben  werden: 

a(.)_(/.q"...r-0(l.»""q'"-"...r»"-<') 

-[E,(»)]E(«W), 

WO  lEi(e)'\  nur  ganzzahlige  Potenzen  von  p,  q, .  . .  r  enthält  und  der 
kleinste  Rest 

ü(E,W)  =  ))'"'''q""''...t"«'' 

nur  positive  echte  Brüche  oder  die  Null  als  Exponenten  besitzt. 
Die  n  Produkte 

ü(E,(2)),    B(l!!,(.)),...n(E..{,)) 

mögen  die  n  reduzierten  Elementarteiler  dos  algebraischen 
Systems  (i;^*"*)  heilsen;  man  findet  sie,  indem  man  in  den  Elementarteilern 
alle  unecht  gebrochenen  Exponenten  durch  die  ihnen  kongruenten,  d.h.  um 
ganze  Zahlen  von  ihnen  verschiedenen  echten  Brüche  ersetzt.  Sie  sind  dann 
die  Fundamentalinvarianten,  auf  welche  oben  hingewiesen  wurde.  In  der 
That  ist  durch  sie  die  Art  der  Verzweigung  der  zu  dem  Körper  K(s,  w) 
gehörenden  Biemannschen  Flache  in  der  Weise  bestimmt,  dafs  man  mit 
ihrer  Hufe  zu  entscheiden  vermag,  zu  welchen  Stellen  (s  =  a)  über- 
haupt Verzweigungspunkte  gehören  und  welches  die  Ordnungszahl 
eines  jeden  solchen  Verzweigungspunktes  ist;  und  zwar  kann  man  diese 
Aufgabe  lösen,  welches  auch  die  gegebene  Basis  (ijW,  j;'^!, . . .  ijW)  sein 
möge.  Aus  den  bisher  gefundenen  Resultaten  ergiebt  sich  nämlich 
ohne  weiteres  der  Satz: 

Sind 


Il{E,{^))^p'"q"' 
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die  n  reduziertes,  Elementarteiler  eines  beliebigen  Systems 

(i3<i),  7i<^%  .  .  .  rjM) 

des  Körpers  K{s;,  u),  so  entspreelien  den  Punkten  ^i,  q, , . .  r 
der  einfachen  Kugelfläche  S?(s),  und  nur  diesen,  Yerzweigungs- 
punkte  auf  der  w -blättrigen  Kugelfläehe  'St.  Ist  ferner  p(s  =  a) 
einer  jener  Punkte  von  ®  und  lassen  sieh  die  zugehörigen  echt 
gebrochenen  Exponenten  S^,  d^, . . .  ö„  in  die  h  Sequenzen 


[-:]■ 


anordnen,  so  entsprechen  der  Stelle  p  die  A  Verzweigungspunkte 
93aj  S^i,  . . .  95^,  in  denen  bzw.  a,h,...d  Blätter  zusammen- 
hängeu. 
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Bercolinuiig  der  Vevaweigungsoi'dniuigen  für  die  zu  einer  gegebenea  Gleichung 
getörige  Engelfläche.  —  Direkte  Bestimmung  dea  ersten  vmd  aweiten,  sowie  des 
letzten  and  TOrletaten  Detenninantenteilers.  —  Anwendtmgen:  Die  binomischen 
GleieliTmgea  m'™  Grades.  Die  VerEweigung  der  allgemeinen  zweililättrigen,  drei- 
blättrigen und  vierbülttrigen  Bicmannaehen  l'iäcten. 


§  1- 
Die  im  vorigen  Abachnitte  bewiesenen  Sätze  ergeben  mm  ein 
einfaches  imd  praltfciach  branchbares  Verfahren,  am  für  einen  beliebigen 
algebTaiscien  Körper  K(:^,  u)  die  Verzweigungspankte  der  zngebörigen 
Eieraannschen  Fläcbe  ihrer  Lage  und  Ordnung  nach  wirklicb  zu 
bestimmen. 

Es  sei  t)  irgend  eine  Gtröfse  des  Körpers  K  (11,11),  für  welche  die 
zngeborige  Gleichm^  w*^"  Grades 

1)  a„(£)rr  +  a^^^{£)n^-^  +  . . .  +  a,{^),]  -f  a^{d)  =  0 

irreduktibel  ist;  ihre  Koeffizienten  «^(s)  können  als  ganze  Funktionen 
von  z  ohne  gemeinsamen  Teiler  angenommen  werden.  Es  werde  die 
Aufgabe  gestellt,  die  Verzweigung  der  au  dem  Körper  gehörenden 
Eiiemannschen  Fläche  5R  an  einer  heUebigen  SteUe  |)  {ß  =  a)  zu  be- 
stimmen. Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  die  jener  Stelle  ent- 
sprechenden Elementarteiler  (s  —  a)  ',  (2  —  a)  ',  .  .  .  (s  —  k)  "  der 
speziellen  algebraischen  Matrix 


JD(1,  ij,  ij^,  -  -  -  ij"    ^)  - 


%■■■  ti 


n«  %■■■%' 


deren  Determinante  die  Qua^äratwurzel  aus  der  Diskriminaate  der  Gflei- 
chung  (1),  also  sicher  von  Null  verschieden  ist,  und  zwar  setzen  w 
zunächst  voraus,  dafs  für  die  zu  untersuchende  SteUe  (s  =  a),  mag  f 
nun  im  Endhchen  oder  im  Unendlichen  liegen,  die  n  zugehörigen 
konjugierten  Zweige  %,%!•■ -V"  sämtlich  endlich  sind,  also  dort 
keinen  Pol  besitzen,  oder,  was  dasselbe  ist,  wir  nehmen  an,  der  TeÜer 
(s  —  kY  jener  n  konjugierten  Zweige  für  diese  Stelle  habe  einen  nicht 
negativen  Exponenten.     Nach   den  früher  gemachten  Bemerkungen  ist 
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der  !!■  dozierten  Elr  mLntaitLil  i 


189 


diese  Voraussetzung  dann  und  nnr  daun  für  «ine  im  Endlichen  liegende 
Stelle  (s  =  k)  erfüllt,  wenn  der  Koeffizient  «„(s)  des  höchsten  Gliedes 
durch  den  zugehörigen  Linearfattor  nicht  teilbar  ist,  fui  (p  =  oo)  da- 
gegen müssen  wir  Torausaetzen,  dafs  der  Grad  Ton  ciii,^)  in  Bezug 
auf  s  gröfser  ist  als  der  Grad  aller  anderen  Koeffizienten 

Unter  diesen  Voraussetzungen  könntin  wir  für  den  giofsten  gemein- 
samen Teiler  aller  Unterdeterminanten  einer  heliebigen  A*^"  Ordnung 
des  Systems  (2)  in  Bezug  auf  die  Stelle  (^  =  «)  einen  sehr  einfachen 
Ausdruck  angeben.  Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wu  zunächst  das 
rechteckige  System 

'  \     11^...  »/'-i     i]\...  iil-' ' 


11     n,- 

welches    aus   den   X    ersten 
Determinanten  X*"'  Ordnung 


Zeilen   von  (2)    gebildet  ist.     Jede   i 


(^,  =  0,1,.. 


verschwindet,   wenn   irgend   zwei   der   Elemente    %,%>■■■»;;    gleich- 
gesetzt  werden,   weil  dann  zwei  ihrer  Horizoutalreihen  gleich  werden, 


und  hieraus   folgt  bekannthch, 
derselben 


i  durch  das  DifFerenzenprodukt 


J7('i«-'^;*)  = 


Vx--- 


d.h.  durch  die  erste  Determinante  jenes  Systems  (3)  in  der  Weise  teilbar 
istj  dals  der  Quotient  eine  rationale  ganze  Funktion  von  7]-^,  t;g, . . .  ij^, 
also  selbst  algebraisch  ganz  ist.  Dieser  Satz  gilt  aber  nur  dann,  wenn 
die  Funktionen  tj.  für  die  Stelle  (0  =  0)  endlich  sind,  denn  andernfalls 
ist  eine  ganze  Funktion  von  ijj,  %, . .  ■  -rjn  im  allgemeinen  nicht  au 
jener  Stelle  endlich.  Es  stimmt  demnach  unter  der  oben  von  uns  ge- 
machten Voraussetzung  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller  Deter- 
minanten }}"  Ordnung  von  (3)  mit  der  ersten  Determinante  jenes 
Systems  üherein;  macht  man  dieselbe  Überlegung  für  alle  Systeme 
von  je  l  Horizontalreihen  von  Z)(l,  1;,  13V  ■  ■  ^"''^'')!  ^^  ergiebt  sich 
der  folgende  Satz: 
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Der  gröfate  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten  einer 
beliebigen  Jl'^"  Ordnung  dea  Systems  J)  (1,  ij,  - .  -  ij"-^)  stimmt 
überein  mit  dem  Determinantenteiler  des  Eilgebraischen  Systems 


^1  ■ 


■Vi 


welches    aus    dem    ursprünglicbeii    durch    Weglaesung    seiner 
n  —  Ä  letzten  Vertikalreilien  gebildet  ist.     Derselbe   soll  kurz 

bezeichnet  werden. 
Hieraus  ergiebt  sich  für  die  gesuchten  Elementarteiler  der  folgende 


einfache  Ausdruck; 


-^) 


.«), 


Für  die  Bestimmung  der  Vera weigui^sp unkte  braucht  mau  aber  nicht 
die  Elemeutarfceiler  selbst,  sondern  nur  ihre  kleinsten  Reste  R{Ei), 
welche  man  erhält,  wenn  man  die  Funktionen  Ex  durch  ihren  gröfsten 
rationalen  Teiler  [^Ex\  dividiert.  Für  sie  erhält  maa  also  die  folgende 
Darstellung: 


B{Ex)=^Il( 


(1  =  1,  2, 


Aus  den  Exponenten  6^,  d^, . . .  ä„  der  Potenzen  von  s  ~  k,  welche 
bzw.  in  IKE^,  Il(E^, . . .  iJ(-E„)  enthalten  sind,  können  wir  nun  un- 
mittelbar die  Anzahl  und  die  Ordnung  der  an  der  Stelle  p  (^  =  «)  über 
einander  liegenden  Verzweigungspunkte  finden.  Nach  dem  Resultate 
des  vorigen  Abschnittes  lassen  sieh  nämlich  diese  n  nicht  negativen 
1  anordnen,   und   wenn 


Brüche  in  Sequenzen     "  M^  ( — ' 


jene   n 


Brüche   in   die  h  Sequen: 
liege 
fl-1,     b 


zusammen- 


L  in  ^J  fc  Windungspunkte   bzw.  von 
-l,...d-l 


gefafst   werden   können, 
den  Ordnungen 
übereinander. 

Diese  Bestimmung  der  Invarianten  B{Ex{s))  gÜt  aber  zunächst 
nur  für  diejenigen  Stellen  a,  für  welche  ij^,  %,•  ■ .  ijn  sämtlich  endlich 
sind,  denn  für  die  übrigen  Stellen  fällt  der  Teiler  aller  Determinanten 
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}}"'  Ordnung  im  allgemeinen  gar  nicht  mit  D(l,  i;, . . .  ij^"^)  zusammen. 
Merkwürdigerweise  stimmen  aber  die  reduzierten  Elementarteiler 
Il(Ei{s))  aucli  für  diese  ausgeselilossenen  Stellen  mit  den  Ausdrüeten  (4) 
überein. 

Um  diea  nachzuweisen,  eritmem  wh'  zunächst  daran,  dafs  wirj 
falls  j?i,  liäj  ■  ■  ■  ^la  an  der  Stelle  p  nicht  endhch  sind,  falls  also  ihr 
Teiler  (s  —  k)''  einen  negativen  Exponenten  hat,  die  Variable  i;  durch 
eine  andere  ^^  (j  — ß)'')j  ersetzen  können,  für  welche  die  ganzzahlige 
Potenz  (s  —  ay  so  gcofs  gewählt  ist,  dafs  alle  n  Entwickelungen  der 
n  Wurzeln  _       _  „ 

an  jener  Stelle  endlich  sind;  denn  zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  ja 
nnr  d^  —  d  zu  wählen.     Dann  gelten  für  das  System 

(1,  "ij,  ^V--^"~0 
in  Bezug  auf  die  Stelle  (^  =  k)  alle  früher  bewiesenen  Sätze,  d,  h.  die 
reduzierten   Elementarteiler   des  neuen,   also   auch   des   ursprünghchen 
Systems  fui  jene  Stelle  smd  durch  die  Uleiehvmgen 

gegeben.     Man   erkennt  aber  leicht,   dafs  diese  reduzierten  Elementar- 

teUer  mit  den  vorher  bestimmten  übereinstimmen.    Ersetzt  man  nämlich 

alleemein  _      .,      ,       ,  , . 

°  rji     durcii     (s  —  ayh]i, 

so  ist  für  jede  Determinante  A*"  Ordnung 

_  (^_  „){l  +  3+-  ■  -+(1-1))^  .   I  1^    ,j,^  _  _  _  ^^-1  I  ^ 

d.h.  jede  Determinante  7}"'  Ordnung  des  Systems  (1,  ^, . . .  rj'-~^') 
unterscheidet  sich  von  der  entsprechenden  des  ursprünglichen  Systems 
(1,  ij, . . .  V~0  ^™  eine  und  dieselbe  ganzzahlige  Potenz  von  s  —  k; 
es  ist  also 

_D(1,  ^, . . .  ^'-1)  =  (s  -  ß)(i+ä+-  ■  •+(i-i))''D(l,  ^, . . .  ^'-1), 
und  ebenso  für  die  Determinanten  (X  —  Vf^'  Ordnung 

D(l,  -Ti, . .  .^^-^)  =  (s  -  ß)(i+^+'  ■  ■+y-s))'il>(l,  ^, . . .  ,i'-s). 
Hieraus  folgt: 

Dil, li,...  n^-^)  D{1,  ,,,-..  jji-s) 
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Da  aicli  somit  die  beiden  Quotienten  ExC^)  und  ^j(ij)  oar  um  eine 
rationale  ganze  runktion  des  Linearfaktors  s  —  cc  nnterscheiden,  so 
stimmen  ihre  reduzierten  Werte  It{Ei(jj))  und  R{Ei(rf))  üTjerein,  und 
es  gilt  somit  oline  jede  Einschränkung  der  Satz: 

Für  eiaen  beliebigen  Körper  der  «''^°  Ordnung  findet  man 
die  reduzierten  n  Elementarteiler  aus  den  Gleichungen 


R 


wenn  tj  eine  beliebige  algebraische  Gröfse  jenes  Körpers  ist. 
Durch  diese  n  FundamentalinYarianten  ist  die  Verzweigung 
der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche  für  jeden  ihrer  Punkte, 
den  unendlich  fernen  Punkt  mit  eingeschlossen,  vollständig 
bestimmt. 

8  2. 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  einfachen  Werte  des  ersten  und 
zweiten  sowie  des  lekten  und  vorletzten  Determinantenteilers  von 
i)(l,  t;,  . . .  ij"—')  durch  die  Koeffizienten  der  die  GrÖfse  j;  definierenden 
Gleichung  ausdrücken,  um  jene  Werte  später  bei  der  Untersuchung 
der  zwei-,  drei-  und  vierblättrigen  Riemaunschen  Flächen  benutzen  zu 
können.  Der  erste  und  der  letzte  Determinantenteiler  sind  unmittelbar 
bekannt,  denn  es  ist 

AW  -  B(l)  -  1, 
1)  - 


A-jjfe-l.) 


die  Diskrimiaante  der  Gleichung  für  rj  ist. 

Auch   den   zweiten  und  den  vorletzten  Dcterminantenteiler  findet 
man  leicht.     In  der  That  ist 


A»  -  D(i,  n)  ■ 


1    iil 


d.h.  2*2(1;)    ist   für   jede 


=  (%- 


-IJi,  ,  ..'y}n~i  —  ^^, 


u.  u.  j.'av'/.'    "i'   '■^'-   J^'^'=   uuciio   ic    gleich   dem   gröfsten   gemeinsamen 
Teuer  aller  --^  — i  Wurzeldifferenzen  j;;  — t?*.     Durch  denselben  Teiler 
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Dg(jj)  ist  aber  offenbar  auch  die  Summe  der  n  folgenden  Differenzen 
teilbar: 

■^{(.Vi-~Vi)  +  (.V!-~%)  + {-{Vi  —  Vd-^ H  (Vi~V'-)]=^Vi~-  ^> 

Si  =  iji  +  j;,  +  ■  ■  -  +  II,  =  S(r!) 

die  Spur  Ton  rj,  also  den  negativ  genommenen  Koeffizienten  von  rj"—^ 
in  der  Gleichung  für  j^  bedeutet.  Also  ist  jener  Teiler  Z)g(l,i))  ein 
Divisor  des  folgenden: 

Andererseits  ist  aber  auch  -^^(f)  i"  -^a('()  cutlialten,  weil  j»  jede 
Differenz  jj^  —  jj^  in  der  Form 

i]i-Vi=  [Vi ~ -^j  -  (vi^ - ^) 

darstellbar,  also  durch  Di{ri)  teilbar  ist.     Hieraus  folgt,  dafs 

ist.  Denken  wir  uns  mm  von  vornLorein  die  urspi-üngliche  Gleichung 
in  der  Form  gegeben: 

2)  J'Oh  ^)  =  r  +  «.-s(^)  .i"-^  +  ■  ■  ■  +  %(ß)  =  0, 

so  dafs  der  Koeffizient  der  zweithöchsten  Potenz  gleich  NuU.  ist,  so 
besteht  für  den  zweiten  Determinantenteiler  die  folgende  einfache 
Gleichung:  t>  /-i     \      r  \ 

also  ist  nach  dem  auf  S.  166  ausgesproelienen  Satze; 

3)  Ds  (1,  v)  =  W-2,  ö«-3,  ■ .  .  «o"). 
Auf  jene  Form  (2)  kann  aber  jede  Gleichung 

ir  +  a«-i(s)r-'  +  ■  ■  ■  +  ßo{2) = 0 

durch  die  einfache  Substitution 

n  =  i} ^ '     1)  =  ^  +  -^ 

gebracht  werden. 

Ebenso  leicht  kann  auch  der  vorletzte  Determinantenteiler  durch 
die  Gleichungskoeffizienten  ausgedrückt  werden.  Derselbe  hatte  nämlich 
die  Form 

Ilensol  u.  Lanaaberg,  AigciraiBOlie  Ifanktiunen  etc.  Vi 
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A~i(<))  -/»{l,  •?, . . .  ij— ')  -  K 


1     ^^     r,\...  ij^- 
1     ^     lä  •  ■  ■  '(T 


■• -/:;-■  j 


also  ist  D„_i()j)  einfach  der  grÖfste  gemeinsame  Teiler  der  n  Deter- 
minanten, -welche  man  aus  der  obigen  Matrix  durch  Weglasaung  Je 
einer  Zeile  erhält,  d.  h.  aus  den  n  Differenzenprodukten  von  je 
{n  —  1)  unter  den  n  Elementen  {rj^,  tj^, . . .  »J™— i,  i?h)-  Nun  können 
wir  aber  das  Differenzenprodukt  von  «  —  1  Gröfsen  fj^,  ijj, . . .  ij^—i 
durch  das  entsprechende  von  n  Gröfsen  jJi,  %, . .  .  i/n— i? 'i«  folgender- 
1  ausdrücken: 


27(1, -1.)- 


n^.-'-) 


i.)-..{'.-'.-.) 


Thnt  man  dies  für  alle  n  Determinanten  (w  —  1)*"  Ordnung,  welche 
ans  der  Matrix  (1,  tj.,  . . .  )j?"~^)  gebildet  werden  können,  so  ergleht 
sich   für   den   vorletzten  Determinantenteiler   die  folgende  Darstellung: 


4)     -D.-.W- 
und  auch  diese 


D(i,v,n', 


'')' 


V'(i,: 


f'(s)) 


Teiler  kann  in  jedem  Falie  leicht  dnrch  die  Gleiehungs- 
sgedrückt  werden. 


§3. 
Die  hier  gefundenen  Resultate  wenden  wir  Kuulchst  auf  den  aller- 
einfachsten  Fall  an,  dafs  F{ij,  s)  eine  binomische  Gleichung  n*"'^  Grades 

ist,  wo  A(2)  eine  beliebige   ganze  oder  gebrochene  rationale  Funktion 
von  s  bedeutet. 

In  diesem  Falle  ist  das  System 

(1,  1?,  t/V.-^?''~0 
fiir  jede  endliche  oder  die  unendliche  Stelle  (4;  =  «)  normal,   und  mau 
kann  also  aus  seinen  Kolonnenteilem  unmittelbar  die  Verzweigung  der 
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zugehörigen  )i-blättrigen  Riemamiecheii  Fläche  erkennen.    In  der  Thab 
isb  ja  in  diesem  Falle  allgemein 


die  zugehörige  n''^  Wurzel  der  Einheit  bedeutet;  also  ist  der  gröfsie 
gemeinsame  Teiler  der  n  in  einer  Kolonne  stehenden  Elemente 
V'ii  VU  ■  ■  ■  ^'   ^^^  i^^^  Stelle  (ß  =  a) 

und  da  sich  die  Determiaant« 


für  (s  =  a)  stets  auf  eine  von  Null  verschiedene  Konstante  reduziert,  so 
ist  jenes  System  in  der  That  ein  normales,  d.  h.  seiae  Kolonnenteiler 
stimmen  für  jede  Stelle  mit  den  Elementarteilem  überein. 

Es  sei  ntin  (s  ^=  a)  eine  beliebige  Stehe  und  (s  —  af  die  Potenz 
des  zugehörigen  Linearfaktors,  welche  in  A(ß)  enthalten  ist.  Dann 
sind  die  n  Kolonnenteiler 

1,  ^", ...  A~^ 

genau  durch 

1,    (r-«f,...{s-«)^^ 
teilbar,   und    die   Ordnungszahlen    der   jener    Stelle    zugehörigen   Ver- 
zweigungspunlite  amd  also  die  Nenner  der  Bruchsequenzen,   in  welche 
die  kleinsten  nicht  negativen  Reste  der  n  Brüche 

geordnet  werden  können.     Ist  aber 

d  =  (r,  n) 
der  gröfste  gemeinsame  Teiler  von  r  und  n,  so  dal's  also 

r  ^  dr',    n  ==  dn' 
und   r',  n'  teilerfremd   sind,    so    sind  jene  Brüche   identisch   mit   den 


1, 


■2/  («-!)/ 
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und  ihre  kleinsten  Reste  stimmen  offenbar  überein  mit  den  Elementen 
der  d-mgl  hintereinander  zu  setzenden  Brachsequenz 


-il' 


Es  liegen  also  an  der  Stelle  (b  =  a)  genau  d  Verzweigungspuntte  über- 
einander, in  denen  je  n'  Blätter  zusammenhängen.  Es  ergiebt  sieh 
aleo  der  folgende  Satz: 

Ist  ri''^Ä(s)  und  ist  der  Linearfaktor  s  —  cc  ein  r-facher 
Teiler  von  Ä{s)    so  ist  die  Anzahl  der  im  Paukte  s  =  k  über- 
einander liegenden  Verzweigungspunkte  stets  gleich  dem  gröfsten 
gemeinsamen   Teiler   von   n  und  r,   und   diese  Verzweigungs- 
punkte  sind  sämtlich  von  gleicher  Ordnung. 
Also   nur  an  den  Stehen  können  Überhaupt  Verzweignngspunkte 
auftreten,  welche  Nullstellen  oder  Polen  von  Ä{s!)   entsprechen.     Aber 
auch  diese  sind  nur  dann  Verzweigungspunkte,  wenn  r  nicht  ein  Viel- 
faches von  n  ist.    An  der  Stelle  (n  =  oo)  besitzt  A(0)  die  Ordnung  —  q, 
wenn  q  der  Grad  von  j1(s)  in  Bezug  auf  s  ist.     Man  erlmlt  für  diese 
Stelle  alao  den  speziellen  Satz: 

Der  Stelle  (3  =  00)  entsprechen  S  übereinander  liegende 
ite   gleicher    Ordnung,    wenn   d    der   gröfste 
Teiler   von   n   und    dem   6i-ade  q   der  rationalen 
Funktion  A(/)  ist. 
Alle  diese  Kesultate  können  auch  in  einfacher  Weise  auf  anderem 
Wege  hergeleitet  werden,  da  hier  die  Entwickelungen   der  n  Wurzeln 
der  reinen  Gleichung  in  der  Umgehnng  einer  jeden  Stehe  direkt  hin- 
geschrieben werden  können. 

Wir   wenden  dieses  Ergebnis  noch  kurz  auf  die  Betrachtung  der 
allgemeinen   zweiblättrigen  Riemannschen  Fläche  an,   nehmen  also  an, 
dafs  ij  durch  eine  beliebige  Gleichung  zweiten  Grades 
2)  ■ti^  +  2a7i  +  h=^0 

definiert  ist,   wo  a,  h  beliebige   rationale   Funktionen  von  s  bedeuten. 
Ersetzen  wir  hier  7}  durch  die  neue  Gröfse 

so  genügt  jetzt  ^  der  binomischen  Gleichung 

wo  «(s)  =  a^—h  die  Diskiiminante   der  ursprünglichen  Gieichimg  ist. 
Man  kann  nun  0(2)  auf  eine  und  nur  eine  Weise  als  eiu  Produkt 
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eines  rationalen  Quadrates  und  einer  ganzen  Funktion 

«.(<.)  =  (3 -«0(2 -«,)..  ■(«-".) 
darstellen,    welche    aus    lauter    verschiedenen    Linearfaktoren    besteht. 
Ersetzt  man  nun  'rj  durch  die  neue  GrSfse  desselben  Körpers 

so  genügt  y  der  quadratischen  Gleichung 

2a)  if  =  a^{s)  =  (2  -  ffi)  («  -  «a)  . .  .  («  -  «.) , 

und  unser  soeben  gefundenes  allgemeines  Resultat  lehrt,  dafs  die  dem 
Körper  K(ri,s)  zugehörige  zweiblättrige  Eiemannsehe  F^cho  im  End- 
liehen nur  an  den  v  Punkten  %,  %,  - .  -  «r  je  einen  zweib^ttrigen 
Verzweigun^punkt  besitzt  und  im  Übrigen  dann  und  nur  dann  noch 
einen  solchen  Verzweigungspunkt  an  der  Stelle  (g  ^  co)  hat,  wenn 
(v,  2)  =  1,  d.  h.  wenn  der  Grad  von  ö((?)  eine  ungerade  Zahl  ist.  Die 
Anzahl  der  zu  einer  allgemeinen  zweiblättrigen  Eiemannschen  Fläche 
gehörenden  Verzweigmigspunkte  ist  also  stets  gerade,  and  zwar  stets 
=  jj/},  wenn  [v]  die  nächste  gerade  Zahl  ist,  welche  ^v  ist. 

Si 

Die  gefundeneu  Resultate   wenden   wir  ferner   auf  die  allgemeiuo 
dreiblättiige   Biemannsche   Fläche    an.     Es    sei  y  als  Funittion  von  ? 
durch  die  kubische  Gleichung 
1)  f  -f  %/  +  cs^y  +  «3  =  0 

definiert,  wo  %,  a,^,  a^  beliebige  rationale  Funktionen  von  s  sind. 
Setzen  wir  hier,  um  den  Koeffizienten  von  y^  fortzuschaffen: 

V  =  y--s-' 
so  genügt  7}  der  Gleichung 
la)  ^'  +  ari  +  b^O, 

wo  also  auch 

bekannte  rationale  Funktionen  von  s  sind. 

Nach   den  Gleichungen  (1)  und  (3)  des  §  2  erhalten  wir  hier  für 
die  drei  Determinajitenteiler  die  folgenden  eijifachen  Werte: 

2)  B(l,>i)-V,  SV  --B,, 

-0(1, 1,  •)')  =  a^-  C4o'  +  27!)'y  _  JSjEj, 
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aus  denen  dann  die  leduzierten  Elementarteiler  oline  weiteres  abgeleitet 
werden  könaen. 

Diese  drei  Funktionen  können  wir  aber  ToUstäudig  durch  die  eine 

ersetzen,  da  aus  ihr  allein  der  Charakter  einer  jeden  Stelle  (s  =  a) 
(auch  für  a  =  co)  Tollständig  erkannt  werden  kann.  Entspricht  nämlich 
jener  Stelle  ein  dreiblättriger  Verzweigungspunkt  und  ist  s  —  «  (bzw.  -1 
der  zugehörige  Linearfaktor,  so  mufs  nach  dem  Torher  erwähnten  Haupt- 
satze  von   den  beiden  reduzierten  Elementar teilem  ^(-Ba)   und  EiE^) 

der  eine  durch  (^  —  a)^ ,  der  andere  durch  (ß  —  a)^,  also  der  reduaierte 


Quotient  ~-  durch  (e  —  a)     oder  {3  —  a)     teilbar  sein;  ist  < 

jener   Stehe  nur  ein  zweiblättriger  Verzweigungapnnkt  vorhanden,  so 

ist  der  eine  von  jenen  beiden  reduzierten  Teilem  durch  (^  —  or)^,    der 

andere  gar  nicht,  also  ihr  Quotient  durch  (s  —  k)  teilbar;  endlieh 
enthält  jener  reduzierte  Quotient  den  Fabtor  s  —  a  offenbar  gar  nicht, 
wenn  in  jener  Stelle  alle  drei  Blatter  getrennt  verlaufen.  Hieraus 
ergiebt  sich  der  folgende  Satz: 

Die  Funktion  , 


besitzt   an  jeder   endlichen   oder   der   uuendhch  fernen   SteUo 
eine  ganz  bestimmte  Ordnungszahl  ö'.     Denkt  man  sich  diesen 
Bruch   in   seiner  reduzierten  Form  geschrieben,   so   giebt  sein 
Nenner  die  Anzahl  der  Blätter  an,  welche  an  der  betrachteten 
Stelle    in   einem  Verzweigungspunkte  zusammenhängen;   jener 
Stelle  entsprechen  also  drei  reguläre  Punkte,  wenn  ö  ganz  ist, 
und  ihr   entspricht   ein   zweiblättriger    oder    ein  dreiblättriger 
Vei-zweigungspunkt,  je  nachdem  ö  den  Nenner  2  oder  3  besitzt. 
Die   Frage   nach    der   Verzweigung   der   dreiblättrigen   Fläche   in 
einem   bestimmten   Punkte   kann   noch    einfacher  entschieden   werden, 
wenn   man   die   wenigen  in  Betracht  kommenden  FäUe  gesondert  be- 
trachtet.     Sei  s  —  «   der   an   der   betrachteten   Stelle   versehwindende 
Liuearfaktor  und 
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a^{s-aya',     h^{3-afV,     A^{0-ccfA', 
wo  a',  V,  A'  für  jene  Stelle  Ebliieitsfunktionen  sind,  so  isb  der  Exponent 


,  Jä=» . 


;  gleich 


»(o,  Jb). 


wo  m  (0,-^6)  die  kleinere  der  beiden  Zahlen  a  und  -^b  bedeutet. 
Der  Nenner  dieses  Bruches  entscheidet  also  darüber,  oh  in  dem  be- 
trachteten Punkte  alle  drei  oder  nur  zwei  Blätter  der  Riemamisclien 
Fläche  zusammenhängen,  oder  oh  alle  Blätter  getrennt  verlaufen.  Ist 
nun  zuerst  "2"^"ö"'  ^"^  ^^^  A  =  4«.^-|- 276^  genau  durch  die  kleinere 
der  in  «^  und  6^  enthaltenen  Potenzen  von  ^  —  cc  teilbar,  d.  h.  es  ist 
b  =  jw(3a,  26);  also  wird  in  diesem  Falle  die  Verzweigung  durch  den 
Nenner  von 

wfya,  61  —  m  f  a,  y61  =  ml    ->  ■--)' 

d.  h.  durch  den  Nenner  des  kleineren  der  beiden  Brüche  —  und  -^ 
bestimmt.  Ist  dagegen  "^  =  -^'  "iso  3a  =  2Ii,  so  müssen  sieh  jene 
beiden  Brüche,  da  a  und  Ii  ganze  Zahlen  sind,  seihst  auf  ganze  Zahlen 
reduzieren,  es  kann  also  in  dem  Bruche  y  ~  "^i'^i  "S"^)  "ii^  ganze 
Zahl  m(a, -ö-6j  einfach  fortgelassen  werden;  in  diesem  Falle  wird 
demnach  die  IVage  durch  den  Nenner  von  ■  entschieden.  Wir  er- 
halten also  das  einfache  Resultat: 

Besitzen  in  der  kubischen  Gleichung 

die  Koeffizienten  0(5),  &(s)  und  die  Diskriminante 

A(s)  =  4a'4-21&^ 
für   eine   Stelle   {^  =  k)   bzw.  die  Ordnungszahlen  a,  h  und  b, 
und  ist  , 

so  wird  die  Verzweigung  im  Punkte  (ß  =  r)  durch  den  Nenner 
des  kleineren  von  jenen  beiden  Brüchen  so  bestimmt,  dafs  er 
angiebt,  wie  viele  unter  jenen  drei  Buttern  dort  zusammen- 
hängen; ist  dagegen  , 

so  wird  dieselbe  Frage  durch  den  Nenner  von  —  entschieden. 
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Ist  der  betrachtete  Punkt  speziell  {z  =  oo),  so  besitzen  a,  T)  und  A 
die  Ordmmgszalilen  —  a',  —  V,  —  b',  wenn  a',  &',  b'  die  Grade  jener 
rationalen  Funktionen  in  Bezug  auf  a  bedeuten.  Es  ergiebt  sich  hier 
der  folgende  spezielle  Satz: 

Sind  in  der  kubischen  Gleichung 
7j^  -{-  aTj  -\- b  =  0 
die  Koeffizienten  a,  h  und  die  Dislrriniinante  A  i-ationale  Funk- 
tionen von  0  bzw.  von  dem  Grade  a',  6'  und  b',  so  wird  die  Ver- 
zweigung im  Punkte  (s=(Si)  durch  den  Nenner  des  gröfseren 
der  beiden  Brüche  -^  und  -^;  faUs  aber  ~y  '^~ä~'   durch  den 
Nenner  von  -  -  so  bestimmt,  dafs  er  angiebt,  wie  viele  Blätter 
jener  FUiche  hier  zusamraenbäjigen. 
Sind    also   0,  6,  b    die   Ordnungszahlen   von   a(s),  h(s),  A(a)    für   die 
Stelle  {s=  aj,  so  entspricht  jener  Stelle 

I.  ein  dreiblättriger  Yerweigimgspunkt,  wenn 

--  <  Y     ^^^  zugleich  b  =  3w  +  1, 

II,  ein  zweiblättriger  Verzweigungspunkt  und  ein  regulärer  Punkt, 
wenn  „         ^ 

—  <  -T-     und  zugleich  a  ungerade, 

oder  wenn  , 

-  =  --    und  zugleich  b  ungerade; 

III.  drei  reguläre  Punkte,  wenn 

—  <  —     und  zugleich  fi  =  3m, 
oder  wenn  , 

— -  <  —     und  zugleich  a  gerade, 

oder  endlich  wenn 

■'-  =  —     und  zugleich  h  gerade 
ist. 
So  ist  z.  B.  für  die  kubische  Gleichung 

a'  =  7,  B'  =  11;  also  ergiebt  der  Nenner  des  Bruches  — j  dafs  der  un- 
endlich ferne  Punkt  ein  dreiblättriger  Verzweigungspunkt  ist;  da  nun 
m  diesem  Falle  A  =  (^— l)V(.s+ 3)  ist,  so  wird 
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und  hieraus  in  Verbindnng  mit  dem  auf  S.  199  bewiesenen  Satze  geht 
hervor,  dafs  die  Riemaimselie  Fläche  an  den  beiden  Stellen  {s  =  0)  nnd 
(«  =  —  3)  einen  zweib!^tti-igen,  an  den  Stellen  (s  =  1)  und  (s  =  oü) 
einen  dreibMttrigen  Verzweigungspuutt  liesjtzt, 

§5. 
Es  soll  jetzt  noch  in  ähnlicher  Weise  die  allgemeine  vierbUittrige 
Riemannsche   Fläche   untersucht  werden,   welche   durch  eine  beliebige 
biquadratische   Grleichung  für  ij  deliniert  ist.     Diese   möge   von  vorn- 
herein von  ihrem  zweiten  GUede  befreit,  also  in  der  Form 
1)  ri'  +  aii^  +  in  +  c  =  f) 

gegeben  sein.    Die  Gleichungen  (1),  (3)  und  (4)  des  §  2  genügen  auch 
hier,  um  die  vier  Determinantenteiler  explicite  anzugeben;  es  ist  nämlich: 
T}(1)  =^',      ,      , 

/)(l,7;)  =[a\h\cV  =£'„ 

'       n(l,^,ri^       =  A"  (jrh^,  jrh.,  ~,  jj^}\  =  E^E^, 

Z)(l,  ij,  if,  ijä)  =  A'  =  E^EsEi, 

wo  A  die  Diskriminante  der  Gleichung  für  ij  bedeutet.  Man  braucht 
demnach  nur  noch  den  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  der  konjugierten 
Funktionen  -.-r^- ;-  zu  finden;  nach  dem  auf  S.  166  ausgesprochenen  Satze 

ist  derselbe  aber  gleich  VAo,  A  ,B  ,  T*/,  wenn  Au,A,B,r die  elementaren 
symmetrischen  i^mktionen  der  vier  konjugierten  Funktionen  -i—,—^  be- 
deuten; und  da  man  durch  eine  leichte  Rechnung  erhält:  ^  '' 


^=2rwww  =  i2  «''••)= 


so  ergiebt  sich  für  D(l,  i),ij^)  der  Wert 

d(i,,j,i,2)  =  a'U',  b',  rv  =^v^3; 

also  ist  .    I       1       i\ 
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Diese  Ausdi'üete  genügen,  um  die  Verzweigui^  der  zugehörigen 
UiemannBchen  Fläche  an  einer  heliebigen  Stelle  p(^^=ö:)  volleiändig  zn 
ergründen.  SoUen  nämhch  zim'äcliet  in  p  alle  vier  oder  nur  drei  Blätter 
zusammenhängen,  so  müssen  die  Reste  der  in  E^,  E^,  JE^  enthaltenen 
Potenzen  des  zugehörigen  Linearfaktors  si  —  cc  die  SecLuenz  l  -^  1  bzw. 
I-^I  bilden,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  möglich,  wenn  z  —  et 
mindestens  in  einer  der  Funktionen  E^  und  ^  in  einer  Potenz  ent- 
halten Jat,  deren  Nenner  in  der  reduzierten  Form  gleich  Yier  oder 
gleich  drei  ist.   Da  aber  ein  solcher  Nenner  bei  den  Teilern  \a  ,1)  ,  c  J 

und  \A^,  B',r'^/  nur  in  der  dritten  bzw.  zweiten  Ton  jenen  drei 
Funktionen  auftreten  kann,  so  erhalt  man  für  einen  Yierhlättrigen 
bz.w,  für  einen  dreib^ttrigen  Verzweigungspunkt  die  folgenden  Be- 
dingungen : 

I.  für  einen  vierblättrigen  Verzweigungspimkt; 


1)                             U  =  ,  S",  c')  -  0* 

.(;>)». 

2)                    U",  B",rV -r' 

.G^)>t, 

[,  für  emen  dreiblättrigen  Verzweigungspimlrt; 

1)                                (o^  6^   cV  -  i' 

iJ  (,ö^  )  >  1, 

2)                              (^',  B"',  r')  =  B^ 

li\w')  >  1, 

in  denen  die  beigefügten  Zusätze  besagen,  dafs  die  Exponenten  der  in 

c*  , . .  enthaltenen  Potenzen  von  ^  —  a  in  der  reduzierten  Form  den 
Nenner  4  oder  3  haben  müssen,  und  wo  von  den  Bedingungen  1) 
und  2)  immer  nur  die  eine  erfüllt  zu  sein  braucht. 

SoU  dagegen  au  der  Stelle  ()  gar  kein  Verzweigungspiinkt  vor- 
handen sein,  so  müssen  die  in  JEg,^^,^^,  also  auch  die  in  ^^,  -g-j 
'B^^M^'E^  enthaltenen  Potenzen  von  s  —  a  notwendig  samthch  ganz- 
zahlige Exponenten  haben.     Es  ergiebt  sich  also  die  Bedingung: 

III.  für  einen  regulären  Punkt: 

li  U^  6^  c*)  ^  s  (A^  B^  r*} = n  (a^)  =  i. 

In  allen  ührigen  Fällen  hat  die  ßiemannsche  Fläche  in  «  zweibMttrige 
die,   und   zwai'   zwei   übereinander  liegende  oder  nur 
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je  nachdem   in  den  Resten  der  Exponenten  von  -Eg,  E^,  E^  die 
1— J  zweimal   oder   eirnnal    vorkommt,   je   nachdem    also    das 
Produkt  ^ 

eine  ganzzahlige   oder  eine  gebrochene  Potenz  Yon  s  —  k  enthält.     Es 
ergiebt  sich  also  als  notwendige  und  hinreichende  Bedingung: 
IV,  für  einfache  Verzweigungspunkte: 

Von  den  Bedingungen  unter  I,  II,  III  darf  keine  einzige 
erfüllt  sein,  und  zwar  erhält  man: 

1)  zwei  einfache  Vexzweigungspunltte  für 

2)  einen  einfachen  Verzweigungspunkt  für 

li  ( A' )  >  1. 
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Vierzelmte  Vorlesung. 

Die  Ideale  des  Körpers  K{z,  u)  und  ihre  einfachsten  Eigenschaften.  —  Die  Fnn- 
damentalsystems  für  ein  Ideal.  —  Transformatioa  einer  beliebigen  Baais  in  ein 
Pundamentalsystem  fftr  das  Ideal  (I).  —  Folgerungea:  Die  einem  algebraischen 
Divisor  augeordneten  Funktionen  dea  Körpers.  —  Die  charakteristischen  Eigen- 
schaften des  Fundamentalsjatems  fiir  ein  Ideal  aad  die  Bestimmung  des  zu- 
gehörigen Divisors.  —  Die  Determiaiante  eines  Pundamentalaystems  fflr  eiu  Ideal.  — 
Der  Verzweigungsteiler.  —  Die  ganzen  algebraischen  Funktionen  des  Körpers. 

§  1. 

Die  Fundamentalaufgabe  für  die  ganze  Theorie  der  algebraischen 
Funktionea  kann  jetzt  folgendermafsen  formuliert  werden: 

Es  sei  ,     )  1 

ein  beliebiger  ganzer  oder   gebrochener  algebraischer  Divisor, 
I)  Es  sollen  alle  diejenigen  Funktionen  des  Körpers  K{0,u)  ge- 

funden werden,  welche  durch  C  teilbar  sind;  oder,  was  das- 
selbe ist,  es  sollen  alle  Multipla  YOn  O  innerhalb  K{z,  u) 
angegeben  werden. 

^"■^  sp„  %.■■■%. 

die  den  gleich  bezeiclmeten  Primteilem  von  0  entsprechenden  Punkte 
der  E,iemannschen  Kugeliläehe  ?f{,  so  bann  unsere  Fundamentalaafgabe 
offenbar  auch  foIgendermaTsen  ausgesprochen  werden: 

Es  sollen  alle  Funktionen   des  Körpers  X(5,  v)  gefanden 
werden,  welche  in  h  beliebig  gegebenen  Punkten 


I)  der  Kugelfläche  51!  mindestens  die  OrdnungSKahlcn 

besitzen   und   sich   im   übrigen   auf    der    ganzen    Kugelfläche 

regulär  verhalten. 
Bei   der  Lösung   dieser  Aufgabe   kann   ohne  Beeinträchtigung  der 
Allgemeinheit  vor^ufig  angenommen  werden,  dafs  sich  weder  einer  der 
Basispmikte  9ß^,  ^^i  ■  ■  -  ^jj  noch    auch  einer  der  Verzweignngspunkte 
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%a,  SJt, .  - .  3ij  der  Riemannsclien  Fläche  5R  an  der  Stelle  {s  —  oo)  be- 
findet. Sollte  dies  lümlicli  nicht  der  Fall  sein,  so  genügt  es  offeuhar, 
Ton  Yoraherein  Em  Stelle  Ton  s  die  Öröfse 


als  unabhängige  Variabio  einzufuhren,  so  dafs  der  Stelle  (s=a^  die 
Stelle  (b'  =  oo)  entspricht,  und  dann  ff,,  irgendwie  so  zu  ■wählen,  dafs 
aa  der  Stelle  {z  =  k^)  keiner  jener  Punkte  ^,  und  2?  sich  befindet. 
Im  folgenden  kann  und  soll  daher  YOrläuflg  angenommen  werden,  daCs 
jene  Voraussetzung  bereits  für  die  Variafole  s  erfüllt  ist. 

Das  Fundamentalproblem  (1)  kann  nun  leicht  auf  die  Losung  der 
folgenden  einfacheren  Aufgabe  zui-ückgefiihrt  werden: 

Es  sollen  alle  Funktionen  des  Körpers  K{^,  w)   gefunden 

werden,   welche    in   den  h  im   EndUehen   liegenden   Punkten 

¥ij  ^ai  ■  ■  ■  ^A  hi.'w.  mindestens  die  gegebenen  Ordnrmgszahlen 

la)  ij,  'i-a,  .  ■ .  i-h    besitzen    und     sonst     für    alle    im    Endlichen 

liegenden  Punkte  der  Kugelfläehe  regulär  sind,  während  ihre 

Ordnungszahlen   für  die  n  unendlich   fernen  Punkte   behebig 

sein  können. 

Alle  diese  Funktionen  bilden  dann  einen  Bereich  (7)  oder  I{^),  ein 

„Ideal"  in  der  Dedekindschen  Terminologie.    Dieser  Bereich  ist  durch 

den  zugehörigen  Divisor  D  Tollstandig  charakterisiert,   aufserdem  aber 

noch  durch   die  Stelle  (s  =  oo).     Schon  hieraus  geht  hervor,  dafs  der 

Begriff  des  Ideals  kein  dem  Körper  angehöriger  wesentlicher,  sondern 

nur  ein,  für  manche  Anwendungen  allerdii^  wichtiger,  Hilfsbegriff  ist. 

Für   die   einem  Bereiche   1(0)  angehörigen   Fiuiktionen  bestehen 

offenbar  die  folgenden  Sätze: 

1.  Sind  Tj-^, -Tj^j . . .  i}r  irgendwelche  Funktionen  des  Bereiches  (/), 
so  gehört  auch  jede  Funktion 

V  =  Wj'?i  +  %%  +  ■  ■  ■  +  M'-'Jr 
demselben  Bereiche  an,  wenn  die  Koeffizienten  u^, u^, .  .  .Ur  beliebige, 
aber  ganze  rationale  Funktionen  von  s  sind.  —  Da  i^mlich  die 
ganzen  Funktionen  iii{s)  für  keine  im  Endlichen  liegende  Stelle  von 
negativer  Ordnimg  sind,  so  ist  die  Funktion  t)  in  der  Umgebung  einer 
jeden  endlichen  Stelle  durch  den  Divisor  £l  teilbar,  wenn  dasselbe  für 
jede  der  r  Funktionen  tj^,  t]^, .  ■  ■  ijr  gilt. 

2.  Jede  Funktion  ^  des  Körpers  K{s,  u)  kann  mit  einer  solchen 
ganzen  Funktion  ^((2)  multipliziert  werden,  dafs  das  Produkt  ri=g-t, 
zu   J(0)    gehört.  —  Ist   dies  lüimlich  nicht  schon  für  die  Funktion  t, 
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selbst  der  Fall,  so  ist  g  nur  in  einer  eniäiichen  Anzalil  Yon  endlichen 
Stellen  nicht  endlich  bzw.  Ton  niedrigerer  als  der  verlangten  Ordnung, 
und  man  kann  daher  g{s')  stets  so  -wählen,  daXs  das  Produkt  ij  =  £r(s)- 1, 
dem  Bereiche  (J)  angehört. 

3.  Aus  dem  vorigen  Satze  folgt,  dafs  man  stets  ein  System  von  n 
rational  unahhängigenFunttionen  {yi'-^\  7f^\. ..  ij'"')  des  Körpers  .K(s,m)  so 
wählen  kann,  dafs  sie  sämtlich  zu  (7)  gehören.  —  Dean  ist  (gW,  g<^',.  ..gW) 
irgend  ein  solches  System,  etwa  das  einfachste  {1,  u,  u^, ... !(""'), 
dessen  Elemente  nicht  sämtlich  zu  (J)  gehören,  so  kann  man  dasselbe 
darch  Multiplikation  seiner  El^emente  mit  ganzen  rationalen  Funktionen 
9i!9i!-  ■  -ffn  ■^on  0  in  ein  anderes,  offenbar  ebenfalls  unabhängiges  System 

0.  S">,  9, 5», . . .  g.m  -  W,  v'",  ■  ■  ■  rf>) 

verwandeln,  dessen  Elemente  jenem  Bereiche  angehören.  Alsdann 
gehört  nach  dem  ersten  Satze  jede  Function 

71  =  M^i;*^'  +  «2»)'^'  +  ■  ■  ■  +  Unlf"^ 

zu  (I),  wenn  die  Koeffizienten  %,  Mg, . , .  M„  behebige  ganze  Fnnk- 
tionen  von  s  sind.  Bilden  also  ij*^*,  j;'^',  . . .  *;*"'  irgend  ein  rational 
unabhängiges  System,  dessen  Elemente  sämtlich  dem  Bereiche  (J)  an- 
gehören, so  gehört  der  ganze  durch  (tj**',  ))*^l, .  . .  j;'"')  konstituierte 
Modul  (§[)  ebenfalls  zu  (/). 

Es  sei  nun  (tj'^',  rf^'), . . .  ij'"')  eine  beliebige  Basis,  deren  Elemente 
sämtlich  dem  Bereiche  (I)  angehören,  so  bildet  der  durch  sie  charak- 
terisierte Modul  (W)  einen  Teilbereieli  des  Ideals  (J).  Im  allgemeinen 
fallen  jene  beiden  Bereiche  nicht  zusammen,  sondern  es  giebt  Funk- 
tionen von  (J),  welche  nicht  zu  (91)  gehören,  welche  also,  durch  die 
Basis  (i)*^*,  ij'^l, . . .  ij(">)  ausgedrückt,  in  gebrochener  Form  erscheinen. 
Man  kann  aber  aus  jener  Basis  stets  eine  andere  (^(^1,  g'^l, . . .  £'"!)  von 
der  Art  ableiten,  dafs  diese  eine  Basis  für  das  ganze  Ideal  bildet, 
dafs  also  der  durch  (g<^',  g(^*,  .  . .  g("l)  repräsentierte  Modul  mit  dem 
Bereiche  (Z)  identisch  ist;  eine  solche  Basis  soll  ein  Fundamental- 
System  für  (J)  genannt  werden. 

Zum  Beweise  dieser  Behauptung  untersuchen  wir  das  System 
(tjW^  ^(ä)j , . ,  ^("])  in  der  Umgebung  irgend  einer  endlichen  Stehe  \>(s=r). 
Es  mögen  wieder  an  jener  Stelle  die  drei  Verzweigungspunkte  SJni  %?  ^c 
übereinander  hegen,  und  es  seien  q,  a,  t  die  Ordnungszahlen,  welche  alle 
Funktionen  von  (/)  dort  mindestens  besitzen  müssen;  diese  Zahlen  sind 
dann  entweder  gewisse  unter  den  Zahlen  ij,  X^, . . .  Xi,  oder  aber  gleich 
Null,  je  nachdem  der  betreffende  Verzweigungspuntt  zu  $i,  ^3, . . .  ^a 
gehört  oder  nicht. 
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Dann  kann  man,  wie  jetzt  gezeigt  werden  seil,  von  dem  beliebig 
gegebenen  Systeme  (ijl^*,  13'^*, . . .  ij'"')  ausgehend,  zu  einem  anderen 
(5''*,  5'^',  ■ .  ■  £'"0  gelangen,  welches  als  ein  Fundamentalsyatem 
für  (jf)  in  Bezug  auf  die  Stelle  (s  —  a)  bezeichnet  werden  kann 
und  folgende  Eigenschaften  besitzt:  Es  zerfällt  entsprechend  den  drei 
zu  (s  =  k)  gehörigen  Verzweigungspnntten  SS«,  33^,  2?^  in  drei  Pai-tial- 

""""•'■         t„...i.;    fe+„...g.+.;    S.+.+.,...?.. 

Betrachtet  man  das  erste,  zu  35u  gehörige  Parlialsystem 

t„    £„...£. 

für  sich,  so  beginnen  die  Ent Wickelungen  seiner  a  Elemente  in  dei- 
Umgebung  von  Süa  mit 

besitzen  also  hier  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen 
Q,  41  +  l,---       Q  +  a-  1, 

während  in  der  Umgebung  der  anderen  Punkte  Sät  und  9?„  alle  ihre 
Glieder  bis  zu  einer  beliebig  hohen  Potenz  von  s  —  a  hin  fortfallen, 
so  dals  man  in  diesem  Sinne  behaupten  kann,  dafs  ihnen  für  S!;,  und 
S?c  die  Ordmmgszalil  00  zukommt.     Jenes  Fundamentalsystem 

£11  tu,  ■  •   ■  ta]        ia+l,  Sa  +  B,  .   ■  ■  S«+n        ta  +  b+l,  S(,+  ä+3,  ■   ■   ■  &T. 

hesitut  also  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen: 


für  SB,; 


p,p+l. 

..Q  +  a- 

-1 

00,  oo, 

00,  00, 

..       00 

fl,ö+l 

00,  00, 

CO 

CO,  oo, 

r+l,...T  +  c-l. 


Ein  solches  System  z.  B.  von  a  Elementen  (gf^*,  gt^',  . . .  g'»'), 
welches  in  der  Umgebung  eines  Punktes  S?a  die  Ordnungszahlen 
Q,Q  +1, . . .  Q  -{■  a  —  1,  aber  für  alle  darüber  bzw.  darunter  liegenden 
Punkte  der  Riemannschen  Fläche  die  Ordnung  00  besitzt,  soll  ein 
Partialsystem  von  der  Ordnung  p  für  den  Punkt  33a  genannt 
werden.  Mit  Hilfe  dieser  Bezeichnung  kann  der  zu  beweisende  Satz 
folgendermafaen  ausgesprochen  werden: 

Jede  zu  (I)  gehörige  Basis  (tjf^l,  tj'-^\  . . .  jj'"*)  kann  in  eine 
andere  transformiert  werden,  welche  entsprechend  den  an  der 
befcrachteten  Stelle  p  übereinander  liegenden  Punkten  2!Jo,  SSt,  S?c 
in  lauter  Partialsysteme  zerfällt,  deren  Ordnungen  (),  0,  t 
gleich  denen  sind,  welche  die  zugehörigen  Punkte  in  dem 
Bereiche  (J)  hesitzen. 
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Hierbei  ist  natürlich  z.  B,  ji  =  0  anzuntihmen,  wenn  der  Punkt  5Ba  ni«ht 
zu  den  h  Punkten,  $„  . . .  ?ß/,  gehört. 

Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  braucht  man  nur  zu  zeigen, 
dats  das  System  (if\  r,'.^\  . . .  ij*"))  in  ein  anderes  (gl^l,  t^%  . . .  g("J)  trans- 
formiert werden  kann,  welches  nur  in  der  Umgebung  eines  jener  drei 
Verzweigongspunkte,  etwa  Ton  33^,  die  verlaagten  Eigenschaften  besitzt, 
dafs  rw.mlich  seine  ersten  a -\- b  Elemente  gj,  ^g, , . .  ga+t  dort  die 
Ordnungszahl  oo  besitzen,  während  die  c  letzten,  ^a+b+i,  ■  ■  ■  &»i  der 
Reihe  nach  die  Ordnungszahlen  r,  %  +  !,..  .r  +  c  —  1  haben.  Ist  dieser 
Beweis  nämlich  geführt,  so  kann  man  das  ganze  System  successive  für 
Sßj,  3^(,,  ^a  so  umformen,  dafs  es  ein  Fundamentalsystem  für  (I)  in 
Bezug  auf  die  Stelle  (s  ==  a)  wird. 

Wir  nehmen  zunächst  aa,  dafs  die  Punkte  3S„,  3?i,  Sß^  so  bezeichnet 
sind,  dafs  —  ^  -r-  ^  —  ist,  und  denken  uns  ferner  das  System  von 
vornherein  so  gegeben,  dafs  es  für  die  Stelle  p  normal  ist,  was  nach 
den  Resultaten  der  elften  Vorlesung  stets  möglich  ist.  Das  aus 
den  Auf angsko effizienten  gebildete  dreizeiüge  System  sei  wieder  das 
folgende: 


1,   1, 


0,  0,  . 

.,0  ; 

0,0,. 

..0 

1,  I,  . 

..1  ; 

0,0,. 

.0 

n.  i'i, 

■■n; 

1,1,. 

..  1 

ft,ft,...A 

Die  Exponenten 

der  zugehörigen  Teiler  der  letzten  c  Elemente 

auf  welche  es  im  folgenden  allein  ankommt,  bilden  dann  eio  voll- 
ständiges System  inkongruenter  Brüche  mit  dem  Nenner  c,  welche 
alle  gleich  oder  gröfser  als  —  sind  und  von  vornherein  so  geordnet 
vorausgesetzt  werden  können,  dafs  sie  der  Reihe  nach  den  c  auf- 
einander folgenden  Brüchen 

.^.,         T  +  l^  r  +  C^l 

kongruent  sind,  so  dai's  also  allgemein 

ist,  wo  h;  eine  ganze  nicht  negative  Zahl  bezeichnet.  Alsdann  bleibt 
z.  B.  das  zu  dem  Teiler 
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-  -  +  h 

gehörige  Element  ij("+^+i)  in  dem  Bereielie  (J),  wenn  man  dasselbe 
durch  die  ganzzahüge  Potenz  (s  —  ß)*°  dividiert;  denn  alsdann  beginnt 
es  in  der  Umgebung  von  93;  genau  mit  der  —  ,  bei  33^  und  33«  aber 
mit  einer  höheren  als  der  —  Potenz  von  0  —  a,  also  a  fortiori  mit 
einer  höheren  als  der  -|-  bzw.  —  Potenz,  während  sein  Verhalten 
für  alle  anderen  endlichen  Stellen  durch  die  Division  mit  (s  —  «)*» 
offenbar  in  keiner  Weise  geändert  ist.  Genau  ebenso  kann  man  weiter 
erreichen,  dafs  für  diese  letzten  c  Elemente  die  Exponenten  der  be- 
züglichen Teiler  der  Reihe  nach  die  Brüche  —  t  ^-^ >  ■  •  ■  '^i'"" 
sind,  während  sieh  das  System  der  Anfangskoeffizienten  sonst  in  keiner 
Weise  geändert  hat. 

Jetzt  kann  man  endlieh  bewirken,  dafs  die  «  +  &  ersten  Elemente 
in  der  Umgehung  von  93,;  sämtUch  die  Ordnungszahl  00  besitzen.  In 
der  That,  sei  etwa  t^  die  Ordnungszahl  von  jj'^',  also 

,(•)-«.  («-«y  +  ... 

die  Entwickeinng  von  jj'^*  in  S?c,  so  ist   -^  gleich  oder   gröfser  als   — 

und   einem   Bruche    der   Reihe  ~  >  - — -  j  ■  ■  ■  ~ — —-  kongruent.     Ist 

also  z.  B.  —  =  ^i^  +  Je,  und  ersetzt  man  ^jl^S  durch  das  neue  Element 

^(1)-  _  .^(1)  _  e,  (s  -  k)^  .  ^(»+6+;-i), 

so  erhält  man  eine  neue  Basis  (■>;*''',  7f^\  . . .  5)'"'),  wo  aber  r^W  in  iß^ 
von   einer  mindratena  um   Eins  höheren  Ordnung  als  5j&l  ist,   da  sieh 

hier  das  Anfangsglied  ei(s  —  a)°  forthebt.  Geht  man  in  derselben 
Weise  fort,  so  kann  man  suecessive  beliebig  viele  Glieder  in  der  Ent- 
wiekelung  von  tj<*'  in  der  Umgehung  von  SS^  zum  Verschwinden  bringen 
und  das  Gleiche  für  tj^^I,  . . . »;(''+')  en^eiehen;  so  erhält  man  schliefslich 
ein  neues  System,  dessen  a  +  h  erste  Elemente  in  9?;  in  der  That  von 
beliebig  hoher  Ordnung,  also  von  der  Ordnung  oo  sind. 

Jetzt  forme  man  die  ß  +  &  ersten  Elemente  ^'^1,  "^'^', . . .  ^(ä+'J  des 
so  erhaltenen  äquivalenten  Systems  (^1^*,  ^'^1, . . .  ^!"*)  so  um,  dafs  das- 
selbe in  der  Umgebung  der  beiden  ersten  Veraweigungspunkte  normal 
wird,  dafs  also  wieder  die  Kolonnenteiler  mit  den  Elementarteilem 
übereinstimmen.  Hierbei  bleiben  die  c  letzten  Elemente  unseres 
Sysfcemes  ungeändert,  weil  seine  a  -\-h  ersten  Elemente  vor  und  nach 

Heseel  u.  Laadsberg,  Algebtaiache  Euulitioaeii  eta.  14 
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jener  Umformung   in  SS^  die   Ordnung   cx>   haben.     Alsdann   reduziere 

man  genau  wie  vorher  die  Exponenten  ■=%  "T'  ' ' '  ~"i~  ^^^  Teiler  von 

Va+i,  Va+%,  ■  ■  ■  Va+b  der  Reihe  naeli  auf  y;  -^r +,__,  und  bewirke 

dann  wieder,  dafs  sowohl  die  a  ersten  als  auch  die  e  letzten  Elemente 
die  Ordnung  oo  erhalten;  und  endlich  reduziere  man  in  gleicher 
Weise  die  Exponenten  der  Teiler  der  nunmehrigen  a  ersten  Elemente 

auf  —  t  ^-^  >  ■  ■  ■  ^-i-^^ und  die  Ordnungszahlen  der  ö  -(-  c  folgenden 

Elemente  in  der  Umgebung  von  35„  auf  oo.  Man  erkennt  so,  dafs 
auf  diesem  Wege  das  ganze  System  in  der  verlangten  Weise  um- 
geformt wird,  da  bei  keiner  jener  Umformungen  das  Ergebnis  eines 
früheren  Schrittes  vernichtet  wird. 

8  2- 

Das  im  vorigen  Abschnitte  gefundene  System 

gW, .  . .  gW;     gl^+i*, . .  .  £1"+'');     ^(»+6+1), .  . .  g(«) 

ist  zwar  noch  kein  absolutes  Fmidamentiltystem  für  das  ganze  Ideal  (/), 
dagegen  kann  es  als  ein  solches  für  diejenigen  Piimfaktoien  bezeiuhnet 
werden,  vi'elche  der  bisher  betrachteten  Stelle  (j'  =  k)  zugehoren  Es 
seien  nämlich  ^a,  ^j,  ?ßs  die  drei  Primfaktoren,  welche  dtn  hier  über 
einander  liegenden  Verzweigungspunkten  ißa,  9^6,  2?  entsprechen,  und 
es  seien  ?ß^,  ^°,  ^ß'  diejenigen  Potenzen  derselben,  welche  m  dem 
Divisor  D  enthalten  sind.     Dajm  gilt  dei  folgende  &atz 

Eine   algebraische  Funktion   £   des   Korpeis  K{0,  u)   ent 
halb  dann  und  nur  dann  den  Divisor 

wenn  sie  in  der  Form 

g  =  «i£m+MagW  +  ----f  M„£W 

mit  rationalen  Koeffizienten  %,  M^, . . .  M„  darstellbar  ist,  welche 
sich  in  der  Umgebung  der  Stelle  (s  =  «)  endlich  verhalten,  hier 
also  von  nicht  negativer  Ordnung  sind. 
Da  nämhch  dieses  System  ^'^',  £*^', . , .  S'"'  ein  rational  unabhängiges 
ist,  so  ist  zunächst  jede  Gröfse  des  Körpers  in  der  Form 

mit  rationalen  Koeffizienten  Mj,  %, . . .  u„  darstellbar,  und  es  ist  nur 
noch  nachzuv^eisen,  dafs  £  dann  und  nur  dann  jenen  Divisor  $^$"5]3o 
enthält,   wenn    die   Punktionen   %,  ii^, . .  .u„  für  (s  =  a)  endlich   sind. 
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Ist  dies  zTinäcliat  der  PaQ,  so  enthält  £  sicher  den  genannten  DiTisor; 
da  immlich  z.  B.  in  Bezug  auf  %  die  Elemente  £1^,  gt^l, .  . .  g(»l  die 
Ordnungszahlen  p,  p  +  l,...p  +  't-~l  haben,  alle  folgenden  aber  die 
Ordnung  co,  so  kann  man  für  die  Umgehung  jener  Stelle 

setzen  und  diese  Summe  ist  mindestens  durch  ^j  teilbar,  weil  alle 
Koeffizienten  it^jU^,  ...«„  nicht  negative  Ordnungszahlen  besitzen;  wört- 
lich ebenso  wird  der  Beweis  für  die  übrigen  Primfaktoren  ^",  ^'  geführt. 
Wenn  aber  auch  nur  einer  jener  Koeffizienten  u^  in  Bezug  auf 
die  Stelle  (5  ==  a)  von  negativer  Ordnung  ist,  d.  h.  wenn  auch  nur 
einer  von  ihnen  auch  nur  die  erste  Potenz  von  z  —  u  im  Nenner  ent- 
hält, so  kann  g  nicht  durch  ^^  9|J°  Sßo  teilbar  sein.  In  der  That  könnte 
man  dami  die  Koeffizienten  Ui{s)  alle  in  der  Fonn  schreiben: 

wo  die  Konstanten  c^,  c^,  ■  ■  ■  c„  nicht  sämthch  verschwinden  und  die 
rationalen  Funktionen  m,(s)  für  z  =  a  endlich  sind.     Dann  ist  also 

g  =   ^'     ^^_J  "'     +  (S,£ai  +  .. .  +  :s„gW), 

und  da  nach  dem  ersten  Teile  unseres  Beweises  das  zweite  G-lied  auf 
der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  durch  Sß^^JJ"^*  teilbar  ist,  so 
müfete  auch  für  das  erste  Glied  dasselbe  gelten,  d.  h.  es  müfste 

».?"'+'-+t.i'-' 

für  sieh  jenen  Divisor   enthalten.     Nun  reduziert   sich   aber  die  Ent- 
wickelimg  dieses  Bruches  für  die  Stelle  Sßa  auf 
«,£"•  +  ■-  +  «.£'■' 


und  dieser  Ausdruck  ist  nur  dann  durch  3ßS  teilbar,  wenu  alle  Koeffi- 
zienten Ci, .  . .  Ca  Null  sind;  wäre  dies  mmlich  nicht  der  Fall  und 
etwa   C;    der   erste   nicht   verschwindende   Koeffizient,    so    lautete    die 


und  das  Anfangsghed  hebt  sich  sicher  nicht  fort,  da  alle  folgenden 
Elemente  g;^, , . . .  von  höherer  Ordnung  als  g;  sind.  Jener  Bruch 
ist  also  genau  durch  „  — (a— j+h 
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aber  nicht  durcli  ^^  teilbar.  Damit  dies  letztere  also  der  Fall  sei,  mÜBsen 
die  Koeffizienten  (\j . . .  Ca  alle  Null  sein.  Genau  ebenso  zeigt  man,  dafs 
alle  folgenden  Koeffizienten  Ca+i, . . .  c^  Null  sein  müssen,  damit  ^ 
durcb  ^6  und  ^^  teilbar  sei,  und  damit  ist  die  Behauptung  in  ihrem 
ganzen  Umfange  bewiesen. 

Wir  wollen  ein  System  (ijW,  7;'^',  . . .  tjW)  ein  Fnndamental- 
system  für  (J)  in  Bezug  auf  die  Stelle  («  =  a)  nennen,  wenn  alle 
und  nur  die  durch  ^^^j^o  teilbaren  Funktionen  1]  in  der  Form 

tj  =  MjTjW  -\-  %jj'^'  +  ■  ■  ■  +  M«lj'"* 
dargestellt  werden  können,  wo  die  Koeffizienten  u^,  Jig, . . .  ttn  für  diese 
Stelle  eiidhch  sind. 

Dann  ergiebt  sieb  zunäcbst,  daXs  unser  vorher  betrachtetes  System 

(S'^'j  £*^*)  ■  ■  ■  £'"0  ßiß  solcbes  Fundamentalsystem  ist;  man  erkennt  aber 

auch   olme   weiteres  die  Erichtigteit   des  folgenden  allgemeinen  Satzes: 

Jedes  ITundamentalsystem  (tjW,  . .  .  15'"))  in  Bezug  auf  die 

Stelle  (2=0:)  geht  aus  einem  von  ihnen,  etwa  aus  dem  Fnndamental- 

systeme  (J,*^',  t,^^\  , .  .  5'">)  durch  eine  rationale  Substitution 

1)  13«  =  ra,-i(Ä)SW 

hervor,  deren  Koeffizienten  0^(2)  für  die  Stelle  {s  =  k)  endlich 
sind,  und  deren  Determinante  durch  g  ~  a  nicht  teilbar  ist. 
Soll  nämlich  jedes  Element  des  Systems  (tj(^',  ij*^', .  , .  ij*"')  durch 
^a^i^o  teilbar  sein,  so  müssen  alle  Punktionen  »j^''  in  der  obigen 
Form  (1)  mit  regulären  Koeffizienten  durch  das  System  (ß^\  ^'^'i  ■  -  ■  5'"') 
darstellbar  sein,  und  ihre  Determinante  \an\  darf  nicht  identisch  Null 
sein,  wenn  (rf-l,  .  . .  ^("')  rational  unabhängig  sein  sollen.  Dann  ergiebt 
sich  aber  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1): 

wo  die  Koeffizienten  (a'u)  die  Elemente  des  zu  (an)  reciproken  Systems 
sind,  und  da  die  Determinante  |  »^(•S^)  |  der  einzige  Nenner  jener 
Elemente  a'iii(/)  ist,  so  folgt  bekanntlich,  dafs  diese  dann  und  nur 
dann  ebenfalls  endlieh  sind,  wenn  diese  Determinante  den  Linearfaktor 
S  —  K  nicht  enthält. 

Ist  nun  {l^^\  g<^', . .  .  gW)  ein  Fnndamentalsystem  des  Ideals  (J) 
für  die  Stelle  {s  =  a),  und  ist  (4*^*,  ^^%  ■  ■  ■  !<"*)  ein  beliebiges  rational 
nnabhäi^ges  System,  dessen  Elemente  ebenfalls  jenem  Ideale  an- 
gehören, so  sind,  wie  oben  dargelegt  wurde,  die  Elemente  |f'l  folgender- 
mafsen  darstellbar:  £M=Z&-  (i\t^'''> 

wo  die  Substitutionskoeffizienten  &,-;t  ganze  Funktionen  von  s  sind, 
deren  Determinante  1 6;^  j  dann  und  nur  dann  durch  s  ~  a  nicht  teilbar 
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ist,  wenn  auch  (|'^',  |'^', , . .  |W)  ein  Fundainentalsystem  ist.  Da  aber 
die  zu  jenen  beiden  Systemen  (|l'')  und  (^gO)^  gehörigen  Determinanten 
||W|  und  \tP\  durch  die  Gleichung 

verbunden  sind,  so  erkennt  man,  dafs  das  System  (^W)  dann  und  nur 
dann  kein  Fnndamentalsystem  ist,  wenn  die  Ordnung  seiner  Deter- 
minante für  {s  =  c()  gröfeer  ist  als  die  von  !£f' j.  Man  kann  also  die 
charakteristische  Eigenschaft  eines  Fundamentalsystems  auch  so  aus- 
sprechen: 

Ein   System   (§'^',  §'^*, . .  .  1'"*),    dessen   Elemente   sämtlich 

dem  Ideal  (J)  angehören,  ist  für  eine  Stelle  (g  =  a)  dann  und 

nur  dann  ein  Pundamentalsystem,  wenn  seine  Determinante  1 1<*'  | 

für  den  zugehörigen  Linearfaktor  s  ~  a  von  möglichst  niedriger 

Ordnung  ist. 

Dieser  Satz  umfafst  offenbar  auch  den  Fall,  dafs  die  Determmante 

veraehwindet,  dafs  also  (!''■',  |*^', . . .  1'"')  überhaupt  keine  Basis  für  den 

Körper   X(^,  m)   bildet;    in   diesem   Falle   ist  ehen  ||J.''>j  =  0,   also  für 

jede  Stelle  von  unendlich  hoher  Ordnung;  das  Gleiche  gilt  somit  auch 

für  die  spezielle  Stelle  (s  =  a). 

Welches  nun  jene  niedrigste  Ordnung  ist,  können  wir  jetzt  leicht 
bestimmen,  wenn  wir  das  vorher  betrachtete  spezielle  Fundamental- 
system ^jy^    ^    ^    ^    ^j^,_  gl-'  +  l),     .    .    .    ^(<'+   6).  g(„  +  t+l)^    _    _    _    gW 

ZU  Grunde  legen. 

Zu  diesem  Zwecke  ersetzen  wir  die  n^  Elemente  von  |  if^  |  durch 
ihre  Entwickelungen  in  der  Umgebung  der  Stellen  S!a,  Sßj,  S!^.  Hierbei 
können  aber  alle  diejenigen  Elemente  einfach  durch  Null  ersetzt 
werden,  deren  Ordnui^  an  diesen  Stellen  unendlich  grofs  ist.  Thun 
wir  dies,  so  erhalten  wir  für  jene  Determinante  die  folgende  einfache 
Darstellung : 

Th,  0,     0     I 

0,   A : 

Hier  bedeuten  Da,  Dt,  A  einfach  die  algebraischen  Systeme  von  bzw. 
a^,  6',  c*  Elementen,  welche  den  drei  Partialsystemen 

§l^>,  .  .  .  gW;       gf-'+l),  .  .  .  g("+*);       ^{«+i+i\  .  .  ,  gW 

bzw.  in  der  Umgebung  von  ^o,  3?^,  S;  entsprechen.     So  ist  z.  B. 
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\Da\^ 


^W     £W  . . .  tl") 


diejenige  Detenninante  a}"  Ordntuig,  welcbe  aus  den  für  S8n  konju- 
gierten Entwickelungen  von  l^^\  £*^\  . . .  £("'  in  der  Umgebung  dieses 
Verzweiguagspunktes  besteht. 

Nun  beginnen  aber  die  EntwickelHngen  von 

gW,     £!ä),  .  . .  ^W 

nebst  ihren  konjugierten  in  Beziehung  auf  den  Verzweigungspunkt  ??„ 
^2w.  mit  ^  p_^,  e+„-i 

(.-.)%     (.-«)"^"",...(.-«)     "     . 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Entwickelung  von  \Da\  niit 

-5.-1-2+^-1-, .    I  i'+""i  ,j+°~- 

beginnt,  und  dieses  AnfangsgHed  von  |  D„  |  hebt  sieh  nicht  etwa  fort, 
denn  sein  Zahlenko  effizient  ist  ja  die  aus  den  Anfangs  gliedern  jener 
a"  Reihen  gebildete  Determinante: 


1 


deren  absoluter  Wert  gleich  a     ist. 

Wir  nehmen  jetzt  allgemeiner  an,  dats  an  der  Stelle  (2==«)  nicht 
blofs  drei,  sondern  beliebig  viele  Verzweigungspunkte  S?o,  SJj, . . .  9?^ 
übereinander  liegen,  denen  die  Primteilerpotenzen  ^„,  ^",  . . .  ^^  in 
dem  Divisor  D  von  (J)  entsprechen.  Dann  ergiebt  sich,  dafs  die  Deter- 
minante I  £f**  I  genau  durch  die  Potenz 


(2-«y-n(s-„) 


_  (2  - .) 


-'('+■7') 


teilbar  ist,  wo  sich  das  Produkt  auf  alle  zu  (^  =  r)  gehörigen  Prim- 
faktoren ^  bezieht,  wo  femer  X  den  Exponenten  von  $  in  D  und  a  —  1 
die  Ofdnnngszabl  des  betreffenden  Punktes  bezeichnet. 
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§3. 

Mit  Hilfe  der  im  vorigen  Äbselmitte  gefundenen  Iteaultate  ist  es 
nunmehr  leicht,  ein  Fnndamentalsystem  für  ein  Ideal  J(D)  aufzustelleu, 
welches  zu  einem  behebigen  Divisor 

gehört.  Es  sei  nämlich  (|'^),  |<^',  . . ,  !<">)  ein  beliebiges  System  rational 
unabhängiger  Funktionen  des  Ideals  J(D).  Bilden  wir  dann  die  Deter- 
minante ll'.'^'l,  so  enthält  dieselbe  einen  beliebigen  Linearfaktor  s  — k 
in  einer  Potenz,  deren  Exponent  gleich  oder  grÖfser  als  t  =  '^(l-\ — 5—  j 
ist.  Nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Stehen  ist  aber  diese  Zahl  t 
von  Null  verschieden,  denn  J.I  ist  nur  für  diejenigen  Primfaktoren  ^  0, 
vpelche  in  dem  Divisor  O  vorkommen,  und  ^— 0—  verschwindet  nur 
für  diejenigen  Stellen  nicht,  denen  Verzweigungspunkte  entsprechen. 
Da  femer  die  Determinante  |  |W  |  ebenfalls  nur  für  eine  endliche  Anzahl 
von  Stellen  eine  von  Null  verschiedene  Ordnung  besitzt,  so  giebt  es 
auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Stehen 

Ä  =  K ,      S  =  k',  .  .  .  S  =  (tf"), 

für  welche  die  Ordnungszahl  von  |  ^f^  I  grüfser  ist  als  die  bezügliche  Zahl 

(,     I',...       i", 

für  welche  also  (^*^>,  ^'^', . . .  ^f"')  noch  kein  Fundamentalsystem  für  (J)  ist. 
Wir  formen  dann  jenes  System  in  der  oben  auseinandergesetzten 
Weise  zunächst  in  ein  anderes  um,  welches  für  die  Stelle  (^  ==  a)  ein 
Fundamentalsystem  für  (J)  ist.  Dies  geschieht  allein  durch  Addition 
seiner  Elemente  und  Multiplikation  mit  ganzen  Funktionen  von  8,  und 
endlieh  durch  Division  derselben  durch  Potenzen  des  Linearfaktors  0  —  a. 
Durch  alle  diese  Operationen  verlassen  wir  aber  den  Bereich  (J)  nicht, 
und  wir  erhalten  so  ein  neues  System  (|<"',  |l^>', .  . .  I'"!'),  welches  jetzt 
in  Bezug  auf  (s  =  cc)  ein  Fundamentalsystem  ist  und  dessen  Determinante 
jeden  Linearfaktor  aufser  (s  —  a)  genau  ebenso  oft  enthält,  als  die 
Determinante  des  ersten  Systems.  Formen  wir  nun  dieses  neue  System 
in  ein  Fundamentalsystem  in  Bezug  auf  die  Stelle  {3  =  a')  um  und 
fahren  so  fort,  so  ergiebt  sich  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Trans- 
formationen zuletzt  ein  System 

(i?W,  ijlä>, . . .  ijW), 
welches    in    Bezug    auf   jede    Stelle    ein   Fundamentalsystem  für   das 
Ideal  (/)  ist.     Ist  also  tj  irgend  eine  Funktion  des  Ideals  (J),  so   ist 
sie  durch  die  Basis  (■j;'^',  jj'^^  . . .  tj^^^)  in  der  Form 
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ij  =  II;  7;(^J  +  ll^rf-^^  +  ■ '  ■  +  Mn^'"' 
mit  rationalen  Funktionen  von.  s  ala  Eoeffizienten  darstellbar;  die 
Koeffizienten  W;  diirfen  jezt  aber  Überhaupt  keinen  Nenner  haben,  sie 
müssen  ganze  Funktionen  sein,  denn  sie  müssen  jeder  endlichen 
Stelle  {s  =  a)  endlich  sein,  und  dies  ist  dann  und  nur  dann  der  Fall, 
wenn  sie  ganze  Funktionen  von  ^  sind. 

Wir  benutzen   das   soeben   gefundene   Kesultat   nunächst   zur  Ab- 
leitung eines  für  das  Folgende  wichtigen  HUfssatzes:  Ist 

ivu ■■■n<'}  v^+u ■  ■  ■  n".+o^  ^«+i+i- ■  ■  ■  n^) 

wieder  ein  Fundamentalsystem  für  das  Ideal  (J),  welches  entsprechend 
den  bei  der  Stelle  (s  =  a)  übereinander  liegenden  Verzweigungspunktea 
93o,  SSj,  5ßp  in  die  drei  Partialsysteme  bzw.  von  den  Ordnungen  q,  a,  r 
zerfällt,  so  ist 

eine  Funktion  des  Ideals  (I),  welche  in  den  konjugierten  Punkten 
3äo,  ^6!  ^c,  welche  zu  («=«)  gehören,  genau  die  Ordnungszahlen  p,  n,  t 
besitzt,  welche  jenen  Punkten  in  dem  Divisor  D  zukommen,  wobei 
wieder  z.  B.  p  =  0  zu  setzen  ist,  wenn  SB^  gar  nicht  in  Q  auftritt  u.  s.  w. 
So  kann  man.  für  eine  jede  Stelle  (0  =  k)  der  imabhängigen  Variabeln 
innerhalb  (I)  eine  solche  zugehörige  Funktion  7j(ce)  berechnen. 
Es  seien  nirn  allgemeiner 

(«-«),      («-«,. ..(3  =  ri 
alle  und  nur  die  Werte  der  unabhängigen  Yariabeln,  denen  überhaupt 
Primfaktoren  von  D.  entsprechen,  und  es  bedeuten 

v{«),      v{^)>---     vir) 

Funktionen  von  (I),  welche  bzw.  den  Stellen  (a,  ß, .  . .  y)  in  dem  eben 
angegebenen  Sinne  zugehören.     Es  sei  endlieh 

ns)-(«-«)(«-«---(<-7) 
das  Produkt  aller  zu  jenen  Stellen  gehörigen  Linearfaktoren. 
Bilden  wir  dann  die  Stimme 

%  =  i(«)'S;  +  mfPf  +  -+i(.y)^' 

SO  ist  rj^  ebenfalls  eine  Funktion  des  Ideals  (I),  welche  jeden  Prim- 
teiler ?ßi  von  O  genau  in  der  A;*""  Potenz  und  keiner  höheren  enthält. 
In  der  That,  gehört  z.B.  ^^  zu  der  Stelle  (z  =  a),  so  ist  nach  derVor- 
ing  j)(k)  in  ^^  genau  von  der  X^^"  Ordnung,  während  der  Koefä- 
r  nullten  Ordnung  ist.    Während  also  der  erste 
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Summand  von  ij^  in  ^^  genau  die  X^*°  Ordnung  "besitzt,  haben  alle 
folgenden  hier  mindestens  die  (1^  +  1)'°  Ordmmg,  denn  die  Gröfse  ij(^) 
des  Ideals  (I)  ist  z.  B.  mindestens  durch  ^■'j,  -^^  aber  durch  s  —  a, 
also  sicher  durch  ^^  teilbar,  und  dasselbe  gÜt  für  alle  übrigen 
Summanden. 

Eiue   Funktion  ij^   des  Ideals  (I),   welche  genau   durch 

den  zugeliörigen  Diyisor  D.  teilbar,  also  in  jedem  der  h  Punkte  ^f 

genau  von  der  i;*™  Ördnnng  ist,  soll  eine  zu  D  zugeordnete 

Funktion  genannt  werden.    Innerhalb  eines  beliebigen  Ideals  (J) 

bann  man   also   stets   solche    zugeordnete   Funktionen  finden. 

Aus   diesem    Satze   ziehen  wir  gleich  zwei  Folgerungen:    Es   sei 

(g  =  ß)   eine   behebige   endliche,   oder   aber   auch  die  unendlich   ferne 

SteUe  der  unabhängigen  Variabein,  und  es  mögen 


die  sämtlichen  zugehörigen  konjugierten  Punkte  der  Itiemann sehen 
Fläche  sein,  welche  reguläre  oder  Verzweig ungspunkte  sein  können, 
Wählen  wir  dann  0  =  ^0^^^^...  ^„ 

so  ist  die  zugeordnete  Funktion  ij^.  so  beschaffen,  dafs  sie  in  3|J^  end- 
lich und  Yon  Null  verschieden  ist,  während  sie  in  allen  konjugierten 
Punkten  ^g, . . .  ^y  verschwindet.     Wählen  wir  ferner  einfach 

so  verschwindet  die  zugeordnete  Funktion  1;^^.  in  ^^j  und  zwar  ist  sie 
hier  genau  von  der  ersten  Ordnung.  Es  bestehen  also  die  beiden 
Sätze,  welche  im  folgenden  gebraucht  werden  soUen: 

Innerhalb   eines    Körpers  K(0,  u)    existieren   stets    Funk- 
tionen,  welche    in    einem   beliebigen   Punkte  ^^  endlich   und 
von  Null  verschieden  sind,  während  sie  in  allen  konjugierten 
Punkten  verschwinden;   und  ebenso  giebt  es  stets  Funktionen, 
welche  in  einem  beliebigen  Punkte  ^^  von  der  ersten  und  von 
keiner  höheren  Ordnung  sind. 
Diese  letzte  Eigenschaft  besitzt,   falls  ^ß^  kein  Verzweigungspunkt  ist, 
natürlich   schon   der  zugehörige   Linearfaktor  (s  —  a)  bzw.  — .  ist  da- 
gegen 9ßi  ein  Verzweigungspunkt,  so  ist  es,  wie  schon  anf  S.  144  hervor- 
gehoben   wurde,   nicht   selbstverständlich,    dafs   unter   den  in   ^^  ver- 
schwindenden Funktionen  auch  eine  existiert,  deren  Entwiekelung  in  der 

Umgebung  von  5pi  genau  mit  der  ersten  Potenz  von  (s  —  «)"  beginnt. 
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Ebenso,  wie  duicli  einen  Dmsor  Q  daa  zugehörige  Fundamental- 
system, 80  ist  auch  durch  ein  Fundamentalsystem  der  zugehörige 
Divisor  Q  eindeutig  bestimmt.  In  der  That  ergiebt  sieh  nämlich 
offenbar  aus  den  Resultaten  des  vorigen  Abschnittes  der  folgende 
wichtige  Satz: 

Ein  algebraisches  System  (j;<i),  rP\  . . .  i;f"l)  ist  dann  und 
nur  dann  überhaupt  ein  Fundamentalsystem  für  ein  Ideal  (J), 
wenn  es  für  jede  endliche  Stelle  (s  =  a)  einem  anderen  äqui- 
valent ist,  welches  entspreebend  den  an  jener  Stelle  über- 
einander liegenden  Punkten  SS„,  Sß^, .  . .  S8=  der  Riemanaschen 
Fläche  in  lauter  Partialsyeteme  zerfäUt. 

Ist  femer  für  einen  beliebigen  Punkt  ^  das  zugehörige 
Partialaystem  von  der  Ordnung  X,  so  enthält  der  zu  (J)  ge- 
hörige Divisor  D  genau  die  A'*  Potenz  von  ^,  d.  h.  jener 
Divisor  ist  durch  die  Gleichung 

m 

vollständig  bestimmt;   hier  braucht   das  Produkt  offenbar  nur 
über   diejenigen   in    endhcher  Anzahl  vorhandenen  Punkte  $ 
erstreckt   zu   werden,   für   welche   die  Ordnungszahlen  X  von 
Null  verschieden  sind. 
Wir  woUen  jetzt   die   soeben  gefundenen  Eigenschaften  des  Fun- 
damentalsystems (jj'i>, , . .  ij'"))  für  einen  Divisor  D.  dazu  benutzen,  um 
die  Determinante 

D(ß)  =  1 7;f>,  -rip, .  . .  ^if  I  (i  =  1,  2, .  .  .  11,) 

des  zugehörigen  algebraischen  Systems  zu  berechnen.  Da  ihr  Quadrat 
eine  rationale  Punktion  von  s  allein  ist,  so  ist  diese  Aufgabe  gelöst, 
wenn  man  angeben  kann,  wie  oft  ein  beliebiger  Linearfaktor  s  —  a 
in  I^(0)  enthalten  ist.     Nun  war  aber  nach  g  2  (1)  für  jede  endliehe 

St«Uet)(«-«)  i)(Q)_|B,j|I).|...lD,|, 

wenn  \Da\,  ...jZ*c|  die  Determinanten  der  zu  p  gehörigen  Partial- 
syateme  bedeuten,  welche  den  jener  Stelle  zugeordneten  Punkten 
5|Ja,  ^ij  ■  ■  ■  ^c  der  F^che  91  entsprechen.     Ferner  war  aber  z.  B.  |D„| 

genau  durch  (^^  —  ß)  ^    teilbar,  wenn  der  zugehörige  Punkt  $  ein 

a-blättriger  Verzweigungspunkt  von  tft,  und  der  ihm  entsprechende 
Primfaktor  ein  J.-facher  Teiler  von  D  ist,  und  diese  Gleichm^  bleibt 
auch  dann  richtig,  wenn  0=1,  oder  wenn  A=0  ist.  Also  folgt  für  jD(0) 
die  einfache  und  elegante  Gleichung 
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(*) 

"''"  (i)(D))'  - 1  r  r  -  (n(^  -  .)T  ■  n  {^  -  «)-', 

wo  das  Produkt  zunächst  auf  alle  endlielieii  Punkte  der  Biomamisclieii 
M'äclie  9{  zu  erstrecken  ist.    Sehreibt  man  aber  7)^(G)  in  dar  Form 

wo    die    beiden    rationalen   Funktionen   D^iß)   und    D^{z)    durch    die 


bestimmt  sind,  so  erkennt  man,  dafs  das  erste  Produtt  nur  auf  alle 
Primfaktoren  ^i,  Sß^, . . .  ^/,  von  Q  erstreckt  zu  werden  braucht,  da  für 
diese  allein  ?.  von  KuU  verschieden  ist;  das  Produkt  D^  braucht  da- 
gegen nur  auf  alle  Verzweigungspunkte  ^^n,  ^^, . . .  bezogen  zu  werden, 
da  für  alle  übrigen  die  Yerzweignngsordnung  (a  —  1)  gleich  Null  ist; 
der  erste  Faktor  hängt  also  nur  von  dem  Divisor  ö,  der  zweite  nur 
von  der  Fläche  ?f!  ab,  und  ist  für  jeden  Divisor  Q  derselbe. 

Diese  wichtige  Gleichung  können  wir  in  sehr  eleganter  und  über- 
siehthcher  Form  sehreiben,  wenn  wir  die  Funktion  -0(0)  als  Produkt 
ihrer   Primfaktoren   darstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  führen  wir  einen  ganzen  algebraischen  Divisor 
ein,  welcher  nur  von  der  zugehörigen  ßiemannschen  Fläche  Sft  ab- 
hängt und  der  im  folgenden  eine  sehr  wichtige  Rolle  spielen  wird. 
Unter  dem  Verzweigungsteiler  der  Flache  3i  verstehen  wir  nämlich 
den  Divisor 

2)  8-nipr', 

in  welchen  jeder  Primfaktor  3|Ja  so  oft  aufgenommen  wird,  als  seine 
Verzweigungsordnung  (a— 1)  angiebt;  also  enthält  g  alle  und  nnr  die 
Teiler,  welchen Ver zwei gungspimkte  entsprechen;  insbesondere  enthält  3 
bei  der  hier  gemachten  Voraussetzung  keinen  der  n  regulären  unendlich 
fernen  Punkte  von  3i.  Die  Ordnung 
2a)  w  =  T{a^l) 

von  3?  slso  die  Summe  aller  Verzweigtmgsordnungen  für  die  ganze 
Fläche  nennen  wir  die  Verzweigungszahl  von  91- 

Schreiben  wir  nun  den  zu  einem  beliebigen  Primteüer  ^  zugt 
rationalen  Linearfaktor  {^  —  a)  in  der  Form: 
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und  beachten  dann  die  auf  S.  150  (2)  bewiesene  Fundamentaleigenscbaft 
der  Funktion  Nm(Q.),  so  ergeben  eich  für  Diid)  und  2*3(3)  die  folgenden 
Darstellungen: 


A(.)=nc-")"=n(^)' 


wenn  g  =  XA;  die  Onhimig  des  DiTisora  Cl  bedeutet,  und: 
3a)  a (j)  _TT-(^"P".)y~'_ ^»("^T') _ ?«ffl). 

Man  erhält  also  für  B^  (D)  die  einfache  Gleichung: 

D"(a)-i,('' !'---*£- 

oder  dnrch  Wurzelausziehung 


4)  i>(D)  = 


Wir  speziaüsieren  diese  für  jeden  Divisor  Q  giltige  G-Ieiehung  für 
den  Fall  Q  =  1,  wo  also  das  zugehörige  Ideal  J(l)  alle  und  nur  die 
ganzen  algebraischen  Funktionen  des  Körpeia,  nämlich  diejenigen 
Funktionen  |  umfafat,  welche  im  Eadlichen  gar  keinen  Pol  besitzen, 
sich  aber  für  {s  =  00)  ganz  beliebig  verhalten  können.  Durch  An- 
wendung des  oben  beschriebenen  Verfahrens  kann  man  auch  für  dieses 
Ideal  ein  Fundamentalsystem  finden;  es  besteht  also  der  Satz: 

Alle  ganzen  algebraischen  Funktionen  %  des  Körpers  K{^, «) 
und  sie   allein  werden   durch   ein  rational  bestimmbares  Fun- 


I™,    ?■>,... 5" 

in  der  Form 

SO  dargestellt^  daCs  die  Koeffizienten  ii;  beliebige   ganze  ratio- 
nale Funktionen  von  5  sind. 

Da  in  diesem  Falle  jVm  (Q)  =  JVm  (1)  =  1  ist,   so  ist  für  das  Quadrat 

der  zugehörigen  Determinante 

4.)         B(i)»_  ||i'il>=JJ(.-»)— -  ^  =  A(2), 
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WO  das  Produkt  nur  über  alle  Verzweigungspunkte  erstreckt  zu  werden 
braucht.  Substituiert  man  endlich  diesen  Wert  yoii.  D^(s)  in  (1)  und 
zieht  die  Wurzel  aus,  so  erhält  man  die  elegante  Gleichung 

»)  _D(!)        ^'iW  p^ 

Zu  jedem  DiTisor  D,  welcher  keinen  Yon  den  u  Prinifaktoren  ^ 
enttwlt,  gehört  ein  Ideal  I{£i),  welches  aus  allen  in  dem  Sinne  durch 
D  teilbaren  Funktionen  Ton  K  (p,  u)  besteht,  dafs  ihr  Verhalten  für 
(2=^co)  ganz  beliebig  sein  kann.  Die  Theorie  der  Ideale  stimmt  voll- 
ständig mit  derjenigen  der  algebraischen  Divisoren  überein,  wenn  man 
dort  die  n  Primfaktoren  ^i"  ,  '^i,  ■  ■ .  9ßn  als  Einheiten  ansieht.  Unter 
der  Norm  eines  zu  einem  Divisor  0  =  ^i^. . .  ^i,''  gehörigen  Ideales  J(D) 
verstehen  wir  die  rationale  Funktion  von  s,  welche  aus  D  hervorgeht, 
wenn  man  jeden  seiner  Primteüer  ^.  durch  den  zugehörigen  Linear- 
faktor 0  —  «i  ersetzt,  so  dafs  also: 

jVm  [i-(D)]  =  (^  -  a^f .  .  .  (^  -  a,)'" 
ist.    Da  andererseits   allgemein  B  —  ai  =  — -^-^  ist,    so    ergiebt   eich 
zwischen   der  Norm   des  Ideals  /(O)   und  der  Norm  des  zugehörigen 
Divisors  O  die  einfache  Gleichung: 

wenn  q  =  Z!i.i  die  Ordnung  von  ö  ist.  Unter  Benutzung  dieser  Be- 
zeichnui^  kann  die  Fundamentalgleichung  (4)  auch  einfacher  so  ge- 
schrieben werden: 

6)  I)(C)  =  JV™(z(C3^)) 

Wir  werden  dem  Begriff  der  Idealnorm  in  der  weiteren  Theorie  niemals 
begegnen,  dagegen  vereinfacht  sich  in  den  Anwendungen  derselben  auf 
die  Geometrie  die  Darstellung  beträchtlich,  wenn  man  ihn  hinzuzieht. 
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Aufauchui  IT    all       1  nea        iiall    n    g  n   "Vr  It  jla    e  n  ^  ^  erxen    Divisors.    — 

Folgerungen  D  'V  äth  gung  zal  1  e  ne  R  emannsclien  knj,elfliche  ist  stets  eine 
geiade  Zahl  —De  komplementaien  algel  ra  eben  SystemR  —  Ihre  Gtnnd- 
eigensohaften  —  De  Elem  ntarte  le  komplementärer  hj  teme  —  De  komplemen- 
taien r  ndameataleyBteine  und  de?  geho  ):,cn.  kornj-lementi  en  Divisoren.  — 
Anwenln  "en 

§  1. 

Durch  die  Ergebnisse  des  Torigen  Abschnittes  ist  die  Aufgabe, 
alle  zu  einem  beliebigen  Ideale  /(D)  gehörigen  Funktionen  des  Körpers 
zu  finden,  vollständig  gelöst.  Will  man  nun  alle  Funktionen  des 
Körpers  finden,  welche  Multipla  des  au  (J)  gehörigen  Divisors  D  sind, 
so  hat  man  nur  noch  unter  den  Funktionen  von  /(£!)  aSe  diejenigen 
auszusuchen,  welche  im  Unendlichen  endlich  bleiben,  welche  also  dort 
mindestens  die  Ordnung  Kuli  besitzen.  Ist  nämhch  t  eine  solche 
Funktion,  so  enthält  sie,  da  sie  dem  Ideal  /(Q)  angehört,  jeden 
Primfaktor  von  O  mindestens  so  oft  wie  D  selbst  und  ist  für  jede 
andere  endliche  Stelle  ebenfalls  endlich;  aber  sie  besitzt  auch  an  keiner 
der  n  unendlich  fernen  Stellen  einen  Pol,  da  sie  für  (3  '^  00)  von  nicht 
negativer  Ordnung  ist. 

Diese  Multipla  eines  gegebenen  Divisors  sind  für  die  in  der  Theorie 
der  algebraischen  Funktionen  auftretenden  Fragen  allein  wesentlich, 
während  die  Moduln  und  Ideale  nur  Hilfsbegriffe  sind.  Die  Dichtig- 
keit der  letzteren  Bemerkung  erkennt  man  leicht  daraus,  dafs  schon 
bei  einer  einfachen  gebrochenen  Substitution  s'  =  —^^ —  für  die  an- 
abluingige  Variable  sowohl  die  Moduln  als  auch  die  Ideale  sich  voll- 
ständig ändern.  Ist  nämhch  z.  B.  (s  =  «„)  eine  endliche  SteUe,  der 
keiner  der  Punkte  von  Q  entspricht,  so  entspricht  der  Stelle  {0  =  <x)) 
die  Stelle  (s' =0),  während  für  (:S  =  tto)  {s'^=o6)  wird.  Bei  dieser  Sub- 
stitution werden  also  die  Punktionen  r^  des  Ideals  J(D)  algebraische 
Punktionen  von  0',  welche  sich  für  {ß'  —  00')  endlich  verhalten,  während 
sie  für  (^'^0)  in  beliebiger  Ordnung  unendlich  werden  können.  Dagegen 
werden  wir   sehen,   dafs   der  Bereich  aller  Multipla   eines  Divisors  D 
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allem  von  diesem  abhängt  und  bei  jeder  umkehrbaren  Transformabion 
beider  Variahebi  derselbe  bleibt. 

Es  sei  nun  ein  Fundamentalsyetem  (£1^',  g'^',  . . .  g'"')  für  das 
Ideal  /(O)  gegeben,  und  wir  denken  uns  dasselbe  von  TOmherein  so 
umgeformt,  dafs  es  in  Bezug  auf  die  Stelle  (z  =  oo)  normal  ist;  dann 
stimmen  also  in  dem  zugehörigen  algebraischen  Systeme 

ff  &'■■■& 


die  Kolonnenteiler  für  den  unendhch  fernen  Punkt  mit  den  Elementar- 
teilem  überein.  Diese  Umformung  können  wir  nach  dem  auf  S.  16i)  aus- 
gesprochenen Satze  stets  durch  eine  umkehrbare  Transformation  mit 
ganzen  rationalen  Koeffizienten  erreichen;  das  umgeformte  System  bleibt 
also,  imd  das  ist  für  die  Folge  sehr  wichtig,  ein  Fundamentalsystem  für 
das  Ideal  /(Q).  Da  an  der  Stelle  (s  =  cc)  nach  der  Voraussetzung 
keine  Verzweigungspnnkte  übereinander  liegen,  so  sind  die  Ordnungs- 
zahlen 

jener  n  Kolonnenteiler  ganze  Zahlen,  welche  wieder  nach  ihrer  Gröfse 
so  geordnet  sein  mögen,  dafs  r,  ^  r^  ^  ■  ■  ■  ^ »"«  ist.  Ist  dann  r^  die 
letzte  nicht  negative  unter  diesen  Zahlen,  so  sind  von  jenen  n  Ele- 
menten £li', . . .  l'-'\  g('+^', .  . .  S'"'  nur  die  s  ersten  Multipla  von  D,  die 
n  ~  s  letzten  aber  nicht  mehr,  da  diese  für  (s  =  oo)  von  negativer 
Ordnungszahl,  also  nicht  für  alle  n  unendlich  fernen  Punkte  endlich 
sind.  Ana  der  Grundeigenschaft  der  normalen  Systeme  folgt  aber 
weiter  der  allgemeine  Satz,  durch  welchen  jetzt  auch  die  Haupt- 
frage (I)  a.  S.  204  in  voller  Allgemeinheit  gelöst  wird: 

Alle  Multipla  des  Divisors  D  und  nur  sie  sind  in  der  Form 

enthalten,    in    welcher    die    Koeffizienten   %, . . ,  Mj    beliebige 

ganze  Funktionen  der  unabhängigen  Variable  z  bzw.  von  den 

Graden  r^,  r^, .  ■  ■  r^  sind. 

In  der  That  sind  ja  alle  jene  Funktionen  offenbar  Vielfache  von  iD, 

da  sie  einmal  Funktionen  Yon2(0)  sind  und  da  andererseits  ihre  Ordnung 

für  die  Stelle  (s  =  oo)  gleich  oder  gröfser  als  NuU  ist;  ist  nämlich 

i(j  =  flo'  -f  «1*2  -f  ■  •  ■  +  «r'  ^''' 
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eine  beliebige  ganze  Funktion  vom  n^'"  oder  von  niedrigerem  Grade 
in  B,  so  ist  ibre  Ordnungszahl  für  {s  =  oo)  gleich  —  n  oder  gröfeer; 
also  ist  in  der  That  die  Ordnung  eines  jeden  Produlctes  »jg'''  gleich 
oder  gröfser  als  Null.  Wäre  aber  auch  nur  einer  jener  Koeffi- 
zienten, etwa  Ut,  von  höherem  ala  dem  angegebenen  örade,  oder  wäre 
auch  nur  einer  der  folgenden  Koeffizienten  «j^i, . . .  «„  von  Null  ver- 
schieden, so  wäre  <äas  bezügliche  Glied  w,^,-,  also  auch  t,  selbst,  für 
{s  =  00}  von  negativer  Ordnung,  g  wäre  also  sicher  kein  Vielfaches 
von  Q. 

Bezeichnet  man  also  die 

.Y=(r,  +  l)+(r,4-l)  +  ----!-(r,  +  l) 
algebraischen  Funlctionen 

S«,     sg«,     ^^gW,  ■■■/'£''■'  (i  =  l.2,  ,..s) 

in  irgend  einer  Reihenfolge  durch 

so  bilden  diese  in  der  Weise  ein  vollständiges  System  linear  un- 
abhängiger Multipla  von  Q,  dafs  alle  anderen  Multipla  x  eindeutig  in 

der  Form 

X '^  c^x^ -{- c^x^  -I \rC^X^ 

mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar  sind. 

Das  hier  erlangte  Resultat  ist  von  der  bisher  gemachten  Voraus- 
setzung, dafs  sich  an  der  Stelle  (2=00)  keiner  der  Basispunkte  ^^....^s 
und  auch  kein  Verzweigui^spunkt  befindet,  vollkommen  unabhängig. 
Ist  diese  Voraussetzung  nämlich  nicht  erfüllt,  so  braucht  man  ja  nur 
in  der  Gleichung  f{w,  s)  =  0  an  SteUe  von  s  die  unabhängige  Variable 


einzuführen,  wenn  (^  =  a^)  irgend  eine  Stelle  ist,  für  die  jene  beiden 
Voraussetzungen  erfüllt  sind.  Dann  entspricht  wieder  der  Stelle  {s  =  a^ 
die  Stelle  {s'  =  00).  Bildet  man  dann  für  diese  Variable  s'  ein  Fun- 
damentalsystem (£li),  g(ä)^  _  _  _  g(«)j  des  Ideals  J(D),  welches  für  die  Stelle 
{s'  =  00)  oder  (s  =  Co)  normal  ist  und  dessen  Ordnungszahlen  hier 
gleich  r^, . .  .rs,.  .  .r^  sind,  so  erhält  man  in  den  N  Elementen 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  £l  für  z' 
ala  unabhängige  Variable;  ersetzt  man  jetzt  also  wieder  umgekehrt  s' 
durch -f   so  erhält  man  in  den  1^  Elementen 


y  Google 


§  2.    Die  Verzweiguagsaahl  w  ist  stets  eine  gerade  Za.hl.  225 

jW  ff')  £(') 

ein  Tollständigea  Sjstpm  linear  unabhängiger  Muitipla  Ton  Q  für  die 
unabhängige  Vaiiable  j,  und  jene  Aufgabe  ist  somit  ohne  jede  be- 
achriäntende  Voiaussetzung  Tollstandig  gelöst. 

Wir  stellen  una  endhch  die  allgemeinere  Aufgabe,  alle  Muitipla 
von  O  aufzusuchen,  welche  in  den  n  zu  der  regulären  Stelle  (0  =  tt^ 
gehörigen  Punkten  der  ßiemanaBchen  Fläche  mindestens  von  der 
Ordnung  A  sind,  wo  X  eine  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl 
bedeutet,  während  man  für  A  =  0  den  soeben  betrachteten  Fall  wieder- 
erhält- ist  0  —  ff  =  ^^^^^j  wo  also  der  Zäliler  Ja— «^  aus  den  n  von- 
einander veiachiedenen  Piimliktoren  Sp'"  ,  $2  ,  - .  -  ^n  besteht,  welche 
au  der  leguldien  Stelle  (s^Kq)  untereinander  liegen,  so  ist  diese  Auf- 
gabe identisch  mit  der  folgenden: 

Es  sollen  aUe  Muitipla,  des  Divisors  ^i^_„  gefunden 
weiden 
Sind  nun  in  dem  voihei  betrachteten  Systeme  (g'^l, . . .  5*"*,  ■  ■  ■  5*"') 
die  0  ersten  Elemente  gl^,  ..5*"'  diejenigen,  deren  Ordnungszahlen 
j-j, . . .  r,  fui  die  Stelle  [^  ^^  c^  gleich  oder  gröfser  als  l  sind,  so  zeigt 
man  genau  ebenso  wie  truher,  dafe  die 

Nx  =  (r,~l  +  l)  +  ---  +  {r^-l+l} 
Elemente  ^.^  ^^^ 

ein   vollständiges    System    linear    unabhängiger   Muitipla    von    D.^^_^ 


9  2. 

Wir  wollen  aus  dem  erlangten  wichtigen  Resultate  zunächst  einige 
Folgerungen  ziehen. 

Ist  (5'^),  £'*', . . .  £'"')  ein  Fundamentalsystem  l'iir  einen  beliebigen 
Divisor  0,  dessen  Ordnung  gleich  q  sein  möge,  und  welcher  keinen  der 
Primfaktoren  9j3  enthält,  und  wird  der  Einfachheit  wegen  wieder  die 
Stelle  {s  =  co)  als  regulär  vorausgesetzt,  so  besitzt  nach  (4)  a.  S.  220 
die  Determinante 

in  Bezug  auf  den  unendlich  fernen  Punkt  p^   der  einblättrigen  Kugel- 
fläche  die    Ordnungszahl   —  (3+-|),    wenn    w^Tia—l)    die   Ver- 
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zweigungszalil  der  Riemannselieii  Fläelie  bedeutet;  dieselbe  Ordnungs- 
zahl bat  also  die  algebraische  Ü'nnktioii  |  i^  |  m  jedem  der  n  zu  p^ 
gehörigen  konjugierten  Punkte  $i  ,  5ß,"  dei  Riemannscheu  Flache 
1R,  und  diese  Zahl  muls,  da  jene  Punkte  alle  legular  sind,  also  jede 
Enfcwickelung  nach  ganzen  Potenzen  von  —  fortschreitet,  notwendig 
selbst  ganz  sein.  Da  nun  g  ebenfalls  ganz  ist,  so  er^iLlit  sich  dasselbe 
auch  für  —>  es  folgt  also  das  wichtige  Theoiem, 
Die  Verzweigungezalü 

einer   jeden  Riemannschen  Kngelfläche   ist    stets    eine   gerade 

Zahl. 
Dieser  Satz  ist  selbstverständlich  unabhängig  davon,  dafs  die  Stelle 
(s  =  oo)  regulär  ist.  Ein  spezieller  Fall  dieses  Thooremes  ist  der 
auf  S.  197  bewiesene  Satz,  dafs  die  Anzahl  der  Vernweigungspunkte 
jeder  zweihMttrigen  Riemannschen  P^che  stets  gerade  ist.  Es  bleibe 
dem  Leser  überlassen,  denselben  Satz  direkt  mit  den  im  §  4  und  §  5 
der  dreizehnten  Vorlesung  gegebenen  HilfsmitteJa  für  die  drei-  und 
vierblättrigen  Flächen,  sowie  auch  für  diejenigen  Kugelfläehen  ru  be- 
weisen, welche  den  binomischen  Gleichungen  entsprechen. 

Es  sei  das  System  (g<^', . . .  i,'-"^)    wieder  normal  in  Bezug  auf  die 
unendhch  ferne  Stelle,  und  es  mögen 


die  Ordnungszahlen  seiner  Kolonnenteiler  für  jene  Stelle  sein;  dann 
sind  dieselben  gauae  Zahlen,  und  ihre  Summe  ist  n.  S.  167  gleich 
der  Ordnungszahl  von  D(Cl)  für  jene  Stelle,  also  gleich  —  (9  +  "ä")' 
hieraus  erhalten  wir  also  die  elegante  Gleichung 

1)  -Y-Q  +  r,  +  r,+-..+  r„, 

welche  wir  später  benutzen  werden. 

S  3. 
Zu  jedem  Systeme   von  n^  Elementen  mit  nicht  verschwindender 
Determinante, 


(•;)- 


gehört,  wie  bereits  auf  S,  133  ausgeführt  wurde,   ein 
genannte  komplementäre  System 


,1«  #. 

.t"  <"'• 

■<"> 

y  Google 


^  3.    Die  FundarnRntaloigonscliaften  komplementärer  algeliraisoliei'  Syston 


iv)- 


^f=)     ^f  .  .  .  riP 


■  Vy 


welches  ans  dem  zu  (ij)  reciproken  Systeme  (■»;')  einfach  dui'ch  Ver- 
tauscliung  der  Horizontal-  und  Vertikalreihen  hervorging.  Für  dieses 
liomplementiire  System  ist  also  z.  E. 


H^^) 


'  ■  ■  ■  n\"> 
'■■■  ^1"' 


,0) 

,f). 

.,« 

4" 

#■ 

•  # 

•j'." 

,(.). 

■  •■/:' 

H   ■ 


und  allgemein 
la) 

wo  H  die  Determinante  des  Systems  (tj)  und  Hp'  diejenige  TJnter- 
determinante  von  H  bezeichnet,  welche  aus  H  durch  Weglassung  der 
i""  Zeile  und  /i;**"  Kolonne  entsteht.  Aus  dieser  Definition  ergehen  sich 
sofort  die  folgenden  Fundamentaleigenschaften  der  komplementären 
Systeme: 

I.   Ist  (jj),   wie  hisher   angenommen  wurde,  ein  algebrai- 
sches  System   von  2  und  u,   dessen  n  Zeilen   also   aus  seiner 
ersten  durch.  Vertausehuug  von  m^  mit  %, . . .  u^  hervorgehen, 
so  gilt  dasselbe  von  dem  komplemen^ren  Systeme. 
In    der    That    folgt    zunächst    aus    der   Gleichung  (1),    dafs   ^^^1 
z.  B.    eine   rationale   Funktion  von  u^jU^, . . .  u„   ist,   welche    aber  in 
Mg, . , .  j*„  symmetrisch  ist,  mithin  rational  durch  u^  allein  dargestellt 
werden  kann.   Vertauscht  man  hier  nämlich  etwa  iin-i  niit  m„,  so  ver- 
tauschen sich  sowohl  in  W^^  als  auch  in  H  die  beiden  letzten  Horizontal- 
reihen;  also   bleibt  ^f*  bei  dieser  und  ebenso  auch  bei  jeder  anderen 
Transposition  von  u^, .  ■  -U,,,   ungeändert,   d.  h.  es   ist   symmetrisch   in 
%,  Mg,  -  -  -  ««,  ist  also  wirklich  rational  von  %  allein  abhängig. 

Vertauscht  man  aber  etwa  Mj  mit  m^,  so  vertauschen  sich  in  dem 
ursprüugUchen  Systeme  (rj),  also  auch  in  dem  komplementären 
Systeme  (^),  nur  die  zweite  und  die  erste  Zeile,  es  geht  also  bei  dieser 
Vertauschung  z.B.  ^W  in  ^^i)  über  u.  s.w.;  unsere  Behauptung  ist  daher 
in  allen  ihren  Teilen  bewiesen. 

Ist  also  (^'^*,  jj'^', . . ,  ij'"')  irgend  ein  rational  unabhängiges  System 
des  Körpers  K(s,  u),  so  existiert  ein,  zu  ihm  komplementäres  System 
(jf^\  ^(a)j  . , ,  ^WJ  desselben  Körpers,  welches  auf  dem  soeben  angegebenen 
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"Wege  stets  gefunden  werden  kaim.  Sind  \ri\  und  |"^|  die  Deter- 
minanten komplementärer  Systeme,  eo  'war 

1,1. 151-1; 
ebenso  leicht  erkannten  wir,   dafs,  wenn  (^)  komplementär  zu  (tj)  ist, 
auch  umgekehrt  (ij)  das  komplementäre  System  zu  (^)  ist. 

Geht  das  System  (t;'^*,  .  .  .  if"'')  durch  die  Substitution  (ait)  von 
nicht  verschwindender  Determinante  in  das  System  (£<^i, . . .  £<"')  über, 
so  besteht  zwischen  den  zugehörigen  algebraischen  Matrizen  die  Gleichung 

(€')(»„)- (5!")- 

Durch  Übergang  zu  den  komplementären  Systemen  ergiebt  sich  aber 
nach  dem  auf  S.  133  bewiesenen  Satze  (4)  aus  dieser  Gleichung  die 
folgende: 

2)  (#')&.)  =  ß',«), 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

IL  Geht  das  System  (ij<^',  i;<^>, . .  .  ij'"')  durch  eine  beliebige 
Transformation  (öiit)  von  nicht  vers  eh  windender  Determinante 
in  ein  anderes  (£"',  ^*^', . .  .  £(">)  über,  so  geht  das  komplemen- 
täre System  (^'^', .  . .  ^f"*)  durch  die  komplementäre  Trans- 
formation (an)  in  das  komplementäre  {|  , .  . .  ^  ')  über, 
Ist  also  speziell  (■*;)  äquivalent  (£),  so  gilt  das  Gleiche  von  (^)  und  (I). 
III.  Ist  das  System  (ij'^l,  ijf^l, , . .  tj'"')  für  irgend  eine  Stelle, 
z.  B.  für  (s  —  et),  normal,  so  gilt  dasselbe  von  dem  komplemen- 
tären (^W,  ^f^', .  . .  ^W).  Sind  dann  ferner  r^,r^j...r„,  die 
Exponenten  der  Kolonnenteiler  von  (ij'*')  für  diese  Stelle,  so 
sind  die  entsprechenden  Exponenten  für  das  komplementäre 
System  bzw.  gleich  —  r,,  —  r^, . . .  ~-  r^. 

man  nämlich  z.  B,  in  dem  Ausdrucke  (1)  von  ^5.'*  "ü^  n^ 
i  i]f^  durch  ihre  Entwickelungen  nach  Potenzen  von  s  —  a,  und 
beachtet  dabei,  dafs  alle  Elemente  ij^^',  i;W, . . ,  ijW  einer  und  derselben 
Kolonne  in  der  Poi-m  (s  —  ay'&(s\a)  geschrieben  werden  können, 
■weil  j]('>  nach  der  Voraussetzung  für  die  Stelle  (s  =  a)  den  Teiler 
(s—  aYi  besitzt,  so  erkennt  man,  dals  die  Determinante  H'^l  im  Zähler 

von  rj'^^  mindestens  die  (»^  -f  f g  ~\ f-  r„)*^  Potenz  von  s  ~  a  enthalt, 

während  die  Determinante  H  im  Nenner  genau  die  (r^  +  rg -(-■■■-|-r„)** 
Potenz    enthält,    weil    das    System   (ij<*')   für   jene    Stelle   normal   ist. 

Also  beginnt  der  Quotient  ^1^"'  =  -q-  mindestens  mit  (s  —  a)  ';  und 
das  Entsprechende  beweist  man  von  den  konjugierten  Elementen 
v'a\  ■  ■  •  'J«*i    ^^  zeigt  sich  also,  dafs  die  Teiler  von  ^<^',  ^<^), . . .  ^'"l  für 
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jene  Stelle  miadestens  die  Exponenten  —T^,  —r^,...  --r„  haben.  Die 
Ordnungszahl  der  Determinante  |^|  des  komplementären  Systems  ist 
demnach  mindestens  gleich 

-  (j-i  +  J-a  +  -  ■  ■  +  »-,) 
mid  könnte  nur  dann  grofser  als  diese  Zahl  sein,  wenn  wenigstens  eines 
der  Elemente  ^C'  eine  höhere  Potenz  als  (s  —  k)""^'  als  Teiler  enthielte. 

Da  aber  |  ^  [  =  -j — r  ist,  so  ist  |  ^  |  genau  von  der  —  (»'i  +  »'s  H h  »*«)*''"' 

und  nicht  von  höherer  Ordnung;  unsere  Behauptung  ist  daher  toU- 
stUndig  hewiesen. 

Denkt  man  sich  in  dem  normalen  Systeme  (j/^',  ij(^', .  . .  ■}■/'">')  die 
Elemente  so  geordnet,  dafe  in  den  Kolonnenteilern  (.3  — k)''',  ...  iß—af" 
die  Exponenten  eine  aufsteigende  EeDie  bilden,  so  sind  sie  der  Reihe 
nach  der  erste,  zweite,  . . .  #"  Eleraentarteiler  der  Matrix  (t;W)  für 
jene  Stelle.     Dann  bilden  aber  in  den  Kolonnenteilem 

(2-«)-'-,  («-")-■,  ...(^-«r" 

des  komplementären  Systems  die  Exponenten  eine  absteigende  Reilie; 
also  sind  die  Potenzen 

(.-.)-'",  (^-«r'—,..-(^ -«)-■■ 

bzw.  der  erste,  zweite,  .  . .  n^'^  Elementarteiler  des  komplementären 
Systems.  Da  dasselbe  aber  für  jede  endliche  und  die  unendlich  ferne 
Stelle  der  Fall  ist,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

in.,  SM        ^__    ^^^       ^_ 

der    erste,    zweite,  ...  w*^    Elementarteiler     eines    beliebigen 
algebraischen  Systems,  so  sind 

11  1 

die   Ele  nentarte  le      les   konilement  ren  "^Tste    s     Dieselben 

Bind   also    he   re   proken   Elenenta  teder    1  &  u  sjrünghchen 

&y  tems    n     mgekehrte    Ke  henfol^e 

Naturhch  gilt   lerselbe  batz  f  i   he  Ijlemeutirteüe       c  p  oker  Systeme, 

da  1  e     lei  \  erti  seh  n^,   de    Ze  len     n  1  Kol  nnen   d  ese  Teiler  nicht 

ge  nie  t  we  len 

Y\ .  Kt  das  System  (i/)  so  beschaffen,  dafs  es  für  eine 
Stelle  (^  =  k)  entsprechend  den  dort  vorhandenen  Verzweigunga- 
punkten  Sßo,  3Si, ...  35c  in  Partialsysteme   zerfällt,  so   gilt  das 
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Gleiche  auch  Toa  dem  komplementäven  Systeme.  Ist  ferner 
z.  B.  das  zu  Sß„  gehörende  Partialsystem  von  (ij)  von  der 
Ordnung  p,  so  besitzt  das  komplementäre  Partialeystem  die 
Ordnung  p  =  —  ((»  +  »—  1),  d-  h.  es  hestelit  die  Gleichniig 

3)  p  +  p  =  _(«_l). 

Der  erste  Teil  unserer  Behauptung  folgt  aua  dem  auf  S.  132  be- 
wiesenen Satze  der  Determiuantentheorie,  dafe,  wenn  eine  Matrix  von 
w*  Elementen  z.  B.  in  drei  Partia^yeterae  bzw.  VOE  a^,  Iß,  c^  Elementen 
zerfällt,  ■wenn  es  also  die  Form  hat: 


0, 

0 

-B, 

0 

0, 

C 

dann  die  reciproke  und  somit  auch  die  komplementäre  Matrix  in 
gleicher  Weise  zerfällt,  und  zwar  so,  dafs  jedes  Partialsystem  derselben 
einfach  zu  dem  entsprechenden  Partialsysteme  der  ersten  Matrix 
reciprok  hzw.  komplementär  ist. 

Zweitens  ist  aber  unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung  das 
System  für  die  Stelle  (z -=  ti)  normal,  und  die  Esponenteu  ri,rä,...r„ 
der  Teuer  seiner  Elemente 

sind  der  Reihe  nach 

^     9\±        g  +  «-i.    ±     1+1         <?  +  t— 1.    1     ^_±1         r  +  c-i 
o'       a    '"'         a        ^     b'       b    '       '         h        ^     c'        c     '  c         ' 

Nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  III  ist  also  auch  das  komplemen- 
iäire  System 

4)  ^O,  ^W,  .  .  .  ^f");    7f''+^\  ^("+2)^  .  ,  .  ^("+6);    ,^(<.+H-i),  ^^C-^f+i  +  a)^  .  .  .  ^W 

normal,  und  die  Exponenten  der  Teiler  seiner  Elemente  sind  bzw. 

4a1     ^  •,-«+! >  +  '-<-.     _•     _£+i If-i; 

'  a  a  «'  h  h     '  b 

_l,_^-i^., l±^^. 

Daher  besitzen  die  drei  Partiakysteme  von  (ji)  bzw.  die  Ordnungs- 
zahlen —  Cp  +  »  — 1),  —  (e-|-&  — 1),  —  (t  +  c  — 1),  da  diese  aus  der 
ileihe  (4a)  der  Exponenten  die  kleinsten  sind;  der  obige  Satz  ist 
also  vollständig  bewiesen. 


y  Google 


g  3.    Die  komplementären  Diviaoren.  231 

TJm  nun  eadlieli  den  Fondainenbalsatz  über  die  komplementären 
Systeme  einfach  aussprechen  zu  könnenj  führen  wir  den  schon  auf 
S.  219  benutzten  Verzweigungsteiler 

ein,  in  welcliem  jeder  Divisor  ^  so  oft  vorkommt,  als  seine  Ver- 
zweigungsordnung  «  —  1  angiebt,  und  welcher  also  alle  und  nur  die 
DiTisoren  enthält,  welche  Yerzweigungspunkten  der  zugehörigen 
Eiemannschon  Fläche  entsprechen.  Da  die  Stelle  (s  =^  oo)  als  regulär 
vorausgesetzt  wird,  so  entlmlt  ß  hier  nur  solche  Divisoren,  welche 
endlichen  Stellen  entsprechen.     Wir  können  nun  jenen  Satz  folgender- 


V.  Ist  (g&),  t,^%  .  . .  £;(">)  ein  Fundamentalsystem   für  einen 
beliebigen  Divisor  D,  so  ist  das  komplementäre  System 

(f"',P,...P') 

ein   Fundiimentalsystem    für    denjenigen    Divisor   ZX,    welcher 
mit  0  durch  die  Gleichung 

DB-i 

verbunden     ist.       Zwei     solche     Divisoren     soUen     ebenfalls 
komplementäre  Teiler  genannt  werden. 
Unserer  Voraussetzung  zufolge  ist  nämlich  das  System 
ein  js), , . .  jW) 

für  jede  endliche  Stelle  (0  =  «)  einem  anderen  äcpiivalent,  welches  ent- 
sprechend den  dort  uheiemandei  liegenden  Punkten  der  Kiemannsehen 
Fläche  in  Partialsysteme  zeifallt.  Das  Gleiche  gilt  alao  nach  den 
Sätzen  II  und  IV  für  das  komplementäre  System  (g''',  ^'^', . . .  £*"*) ;  nach 
dem  auf  S.  248  bewiesenen  Theoreme  ist  also  auch  dieses  ein 
Fnndamentalsystem  tui  emen  anderen  Divisor  £l.     Sind  femer 

die  zu  (g)  und  (g)  gehörigen  Divisoren,  so  ergiebt  sieh  unter  Berück- 
sichtigung der  Gleichung  (3)  für  ihr  Produkt  die  Eelation 

und  damit  der  vollständige  Beweis  unserer  Behauptung.*) 


*)  Ist  die  Stelle  (s  =  Oo)  nicht  regulär,  so  besteht  olfenbar  zwischen  zwei 
kompleraont^ren  Diviaoren  iQ  und  O  ebenfalls  die  Gleicliiiiig  (4)  mit  der  Maftgabe, 
dalH  auf  ihrer  rechten  Seite  diejenigen  Primteiler  aviH  3  fortBulassen  sind,  welche 
den  unendlich  fernen  Veraweigungspnnkton  entsprechen. 


y  Google 


232 


Fünfzehnte  Voiloaung, 


Ist  z.B.  El  =  l,  so  bildet  das  augehörige  System  {gW,  gW,...  gW) 
ein  Fundamentalsystem  für  alle  und  nur  die  ganzen  algebraischen 
Funktionen  des  Körpers  K(s,u).     Dann  ist  also 


D  = 


3      Vi%l-^ 


d.  b.  das  komplementäre  System  ist  ein  Fundamentalsystem  für  alle 
und  nur  die  algebraischen  Funktionen,  welche  in  jedem  im  Endlichen 
liegenden  «-blättrigen  Verzweigungspunkte  mindestens  Yon  der 
—  {a  —  ly^"  Ordnung  sind,  während  sie  in  den  unendlich  fernen  Punkten 
beliebige  positive  oder  negative  Ordnungszahlen  besitzen  können. 


Man  kann  die  Beziehung  zwischen  zwei  komplementären  algebrai 


in  einer  für  die  Anwendungen  sehr  bequemen  Weise  darstellen.  Sind 
jene  Basen  nämlich  komplementär,  so  ergiebt  die  Komposition  der 
beiden  zugehörigen  algebraischen  Systeme  die  Gfleichung 


1) 


^w^«). 

■€' 

nf  n'?- 

.  ^|2) 

^1"'  nf>  ■ 

.rf""! 

«yl  »lä) , 


.7jf 


=  (!)> 


)  rf^)  .  .  .  »,W 

denn  das  System  {^<.'))  entsteht  ja  ans  dem  reeiproken  zu  (i;^*')  durch 
Vertauschung  dey  Zeilen  und  Kolonnen.  Also  können  die  n  Bedingungs- 
gleichungen zwischen  den  Elementen  komplementärer  Systeme  unter 
Benutzimg  der  auf  S.  117  gegebenen  Bezeichnung  der  Spur  so  geschrieben 
werden; 


Führen  wir  also  die  beiden  Linearformen 

w  =  v^  -jj")  +  «»a  ^^^*  +  ■  ■  ■  +  ««  t;'") 

-'  w  =  ^i^t^>  -1-  v^ij^^^  H h  v«^'"' 

mit  unbestimmten  Koeffizienten  r,-,  vt  ein,  so  können  wir  jene  n^  Glei- 
chungen (2)  in  eine  zusammenfassen:  Multipliziert  mau  nämHch  jede  der- 
selben mit  dem  zugehörigen  Produkte  ü,-?*  und  addiert  sie  dann  alle, 
so  ergiebt  sich 

S  (WW)  =  SKl^jlJ»)  (S  9,^W)]  ^  V,V,  +  V^\  +■■■  +  ^j!., 

nnd  besteht  umgekehrt  zwischen  den  beiden  Linearformen  w  und  w 
diese  Gleichung,  so  sind  die  beiden  Systeme  (ij<'>)  und  (^('>)  komplementär, 
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denn  aus  jener  Gtleiehung  ergeben  sich  durch  Koeffizientenvergleichung 

die  «^  Relationen  (2). 

Zwei  Systeme  (ij&*,  j;(^l, . . .  jjl"^)  und  (^^'\  ^'^*,  ■  ■ .  ^'''')  sind 
also  dann  und  nur  dann  komplementär,  wenn  zwischen  den 
zugehörigen  Linearformen  w  und  w  die  GHeichung 

4)  S(tvw)=-^vrv, 

besteht. 
Wir   benutzen   diese   Definition,   um   zu   dem   auf  S.  188  flg.   be- 
trachteten einfachsten  Basissysteme 

5)  1,        i;,       JJ^,  .  .  .    9]"^^ 

das   komplementäre    zu    berechnen.,    wenn   i;   irgend   eine   Gröfse    des 
Körpers  K(s,u)  ist,  welche  durch  die  irreduktible  Gleichung 

6)  9{^,^)  =  n"  +  ''«-iij"-'  +  ■  ■  ■  +  &iij  -^  6«  -  0 
definiert  ist.     Es  seien 

nu    %.  ■  ■  ■  n- 

die  n  konjugierten  "Wurzeln  dieser  Gleichui^,  und 

<p(i)  =  «0  +  %i  +  «8*'  +  ■  ■  ■  +  Vn-it^-"- 
eine   beliebige   ganze  Funktion   dea   {« —  1)*™  Grades   von   t   mit  un- 
bestimmten  Koeffizienten,    so    besteht   nach   der  Lagr angesehen  Inter- 
polationsformel für  ein  variables  t  die  Identität 

+  'P('h)(.^("'(,.)' 
oder  kürzer  geschrieben 

Denkt  man  sich  in  dem  Quotienten 

_,,  ('-'it)i''('!i)  '-%  ö'C'Ji) 

die  Divisionen  ausgeführt  und  die  sich  ergebende  ganze  Funktion  des 
(«  —  1)'™  Grades  von  t  nach  Potenzen  von  i  geordnet,  so  möge  sich 
ergeben: 

^'^      (,=i^-?™ +?'"+■■•+ 5'"-"-'. 

wenn  i;  eine  der  n  Wurzeln  der  Gleichung  (6)  bedeutet.  Substituiert 
man  diesen  Wert  in  die  Identität  (7a),  so  kann  sie  folgendermafaen 
iben  werden: 
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und   aus   dieser   Grleicliiu^   folgt   mit   Hili'e   von  (4),    dafs  die   beiden 
Systeme 

9)  (1,  n,  n\  ■  ■  ■  ^i"^)    (ij™,  '^p-\  ■  ■  ■  ?""'*) 

komplementär  sind. 

Führt  man  in  (7b)  die  Division  ans,  so  ergeben  sich  die  folgenden 

einfaclien  Gleichungen  zur  Bestimmung  der  Elemente  ^W,  ^'^>, . . .  ^'»-i): 
^(^)ii(o>      =  ^«-i  4-  hn^i ij"-ä  _]_  hn^^r-^  +  ■  ■  ■  +  ^ 
^(^)^(i)      =  ,^.-3+ ö„_, ,,«-»  +  ... +  63 

10)  g'inW^     =  ,j"-2  4....+  6^ 


^(^)i;("-i)=  1. 

Als  eine  einfache  Ärxwendung  dieser  Betrachtungen  zeigen  wir 
jetzt,  wie  unter  Benutzung  der  komplementären  Systeme  die  direkte 
Bestimmung  der  Verzweigung  von  SR  aus  den  Elementarteileru 

E,(,),    E,W,...B.(2) 
des  algebraischen  Systems 

11)  (1,  n„  ^ii-'-rr"-)         (k^}.,2,...,,) 

wesentlich  vereinfacht  werden  kann. 

Nach  dem  auf  S.  229  bewiesenen  Theoreme  Illa  sind  nämlich  die 
Eleraentarteiler  des  komplemeniären  Systems 

11.)  fif,  ff»,  y, . . .  ?i— 1) 

in  (9)  der  Reihe  nach  bzw.  gleich 

__  i^_      _^ 1     ■ 

&<0)'  -fe«-iW'  '"  -EM' 
■wir  können  daher  zur  Bestimmung  jener  Elementai-teiler  nach  Beheben 
das  System  (11)  selbst  oder  das  komplementäre  System  (IIa)  be- 
nutzen. Multipliziert  man  aber  aUe  Elemente  ^('''  des  komplementären 
Systems  mit  g'{ii),  ersetzt  sie  dann  durch  ihre  Ausdrücke  in  (10)  und 
schreibt  sie  iu  umgekehrter  ßeihenfolge,  so  erkennt  man  ohne  weiteres, 
dafs  das  so  sich  ergebende  System 

(1,  ij  +  6„-i,  7j^+h„-iri  +  6„„s,  . . .  ij''-i+  ?>„_i7;''~^H h  \) 

dem  ursprünglichen  Systeme 

(1,  71,  r^,...  ij-'-O 
äquivalent  ist,  falls  nur  die  Koeffizienten  i„_i,  6«— §,  ■  ■  ■  ''i  sm  der  be- 
trachteten Stelle  von  nicht  negativer  Ordnung  siud,  ein  Fall,   auf  den 
der  allgemeine  ja  leicht  reduziert  werden  konnte. 
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Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die  EEemenbarteiler  des  Systems 

\9'iv)'  s'(i)    9'{n)'        l/W)) 
sind  den  reciproken  Elementarteilem  des  Systems 

(1,  ij,  i)V--  'J"~^) 
in  umgekehrter  Roihonfolge  gleich. 
Die  Determinaatenteiler  und  damit  auch  die  Elementarteiler  dieses 
Systems  kann  man  aber  ebenso  einfacb  wie  die  des  Systems 

(1,  •>;,...  i;"-!) 
bestimmen;  es  besteht  nämlich  auch  hier  der  Satz  (e.  S.  190): 

Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  aller  Determinanten  einer 
beliebigen  A""  Ordnung  des  vollen  Systems  f  -q—, '  -rr^ '  "  ■ "  ~rr^  ) 
Ton  n  Elementen  stimmt  überein  mit  dem  Detenninantei] teuer 
gleicher  Ordnung  des  Systems 

^^^  \7W)'  TU'  '"  J¥)}' 

welcher   aus  jenem   durch   Weglaseung   seiner    n  —  X    letzten 
Elemente  entsteht. 
In   der  That   ist  ja  jede  seiner  Determinanten  i'"' 
folgende : 

I    *!?         'il'  ''I?     I  1  ,    ,, 

|i''('';)  9'(Vi)        '  ?'(');)  I         "'(''0  ■  ■  ■?'(''•'■)     ^'' 
offenbar  durch  die  erste  unter  ihnen 

|?OiÖ'  3i^)'"'¥(^\  ^  s\n,)---9'{nx)  \^'''i'---'^'"'\ 
teilbar,  welche  dem  obigen  Partialsysteme  (12)  angehört. 

So   ergeben  sieh  z.  B.  für  die  letzten  Elementarteiler  die  folgen- 
den Darstellungen: 

D  (JL\  _  ^_  _  (^ !_, '_\ 

'VWi        -E"W        \9'(1,)      9'(1.)  5'(l.)j 

n  M  ,  ^)  _  _.„J (J_,  _'L,'i 

_  f"         n,~^i,         \ 

u,  s.  w.,  und  so  können  für  algebraische  Körper  höherer   Ordnung  die 
letzten  Elementarteiler  YerhältaismäXsig  einfach  gefunden  werden. 


Ol 

■dnimg, 

etwa  die 

'  'i! 

>,■■  ■  vi 

■,  .  -  .  ?.), 
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Die  eindputi^e  liansfoiuiahon  de'«  KuipPis  A('  h)  in  einen  indwcn  R(js,  y)  bei 
behebigei  Annahme  der  unabliTiiigigeQ  Vaiiabeln  —  Die  emer  Vaiiabeln  x  za- 
getorige  Eiemannache  Eugelüiohe  %l  und  ihi  Vfrzweignngateiler  3^  —  Die 
Punkte  der  Flachen  3ii  und  81c  nebst  ihrpn  Umgebungen  entspiPtben  sieb  ein- 
leutig  ~  TnTdtzaiite  Definition  der  Punkte  *P  ibier  Umgpbung  und  der  Ordnuugs- 
Eililpi  —  Alle  Kugelflaßken  5!j;  des  Körpeis  E  sind  zuiiammpiilun^end  die  au- 
geböngen  Crleicliungpn  also  ineduitibel 

§  1. 

Wir  haben  bisher  den  Korper  K[s,  ti)  immer  als  die  Gesamtheit 
aller  rationalen  Funktionen  von  s  und  u  angesehen  unter  der  Voraus- 
setzung, dafs  u  eine  algebraische  Funktion  der  unabhängigen  Variabein  s, 
also  mit  dieser  durch  die  Gleichung  n'""  Grades 

/■(..,  .)-0 

verbunden  ist.  Wir  sahen  dann,  dafs  jede  andere  Gi'ö.fse  i;  jenes 
Körpers  ebenfalls  einer  Gleichung  n*""  Gi'adea  genügt,  deren  linke  Seite 
entweder  selbst  irreduktibel  oder  die  Potenz  einer  irreduktibeln  Funli- 
tion  von  s  und  tj  ist,  und  dafs  die  Werte  aller  dieser  GröXsen  auf  der 
n-Mättrigen  Eiemannschen  Kugelfläche  ?f{  genau  ebenso  eindeutig  aus- 
gebreitet waren,  wie  die  rationalen  Funktionen  von  s  allein  auf  der  ein- 
blättrigen Kugelfläche  S. 

In  dieser  Wahl  der  unabhängigen  Yariabebi  s  liegt  aber  eine  Be- 
schränkung, eine  Willkürlichkeit,  welche  una  die  weiteren  Xlnter- 
euckungen  wesentlich  erschweren  würde.  WoUten  wir  gerade  diese 
unabhängige  Variable  immer  beibehalten,  so  wäre  dies  ähnlich,  wie 
wenn  wir  in  der  analytischen  Geometiie  alle  Untersuchungen  unter 
Zugrundelegung  eines  und  desselben  Koordinatensystems  durchführen 
wollten.  Die  dort  gerade  betrachtete  Kurve  oder  Fläche  kann  nämUch 
eine  besondere  Lage  zu  jenem  Koordinatensysteme  haben,  durch  welche 
die  Betrachtung  in  wUlküi-licher  Weise  erschwert  würde,  und  bei  Ver- 
änderung des  Koordinatensystems  würden  alle  diese  gewisser uiaTsen 
selbatgesehaffenen  Schwierigkeiten  mit  einem  Male  fortfallen.  Daher 
ist  es  in  der  elementaren  analytischen  Geometrie  eine  unerläfsliche 
Bedingung,  dafs  man  imatande   sei,   das   Koordinatensystem   in  jedem 
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einzelueu  Falle  geeignet  zu  wählen,  es  dem  Probleme  möglichst  eng 
anzupasBen.  Genau  ebenso  mufe  man  in  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  imstande  sein,  jede  GTÖfse  des  Bereiches  K(s,ii)  als  unab- 
hängige Variable  zu  ■wählen.  Während  man  dort  an  Stelle  der 
Koordinaten  (|,  i;)  eines  Punktes  der  Ebene  die  Koordinaten  (|',  ij') 
desselben  Punktes  in  Bezug  auf  ein  neues  Koordinatensystem  einführt, 
handelt  es  sich  hier  darum,  anstatt  der  beiden  Gi'öfsen  z  und  u  des 
Körpers  K{z,  m)  in  der  allgemeinsten  Weise  zwei  andere  Gröfsen  x 
und  y  desselben  Körpers  so  einzuführen,  dafs  jede  GrÖfse  %  von  K 
sowohl  durch  s  und  u  als  auch  durch  x  und  y  rational  ausdrückbar 
sei,  und  umgekehrt,  dafs  also  die  Körper  K{s,  li)  und  K{x,  y)  ein- 
ander gleich  sind. 

Wir  hatten  bereits  früher  zwei  spezielle  Fälle  dieser  Aufgabe  be- 
handelt; einmal  führten  wir  auf  S.  205  an  Stelle  der  unabhängigen 
Variabehi  s  die  andere  i 

ein;  dann  tritt  an  die  Stelle  des  Körpers  K{s,th)  der  mit  Ihm  überein- 
stimmende K{s',u),  und  statt  der  Riemannschen  Fläche  3t^  erhalten 
wir  die  ihr  Punkt  für  Punkt  eindeutig  entsprechende  ebenfalls 
w-blättrige  Fläche  3t,.  Zweitens  hatten  wir  im  §  5  der  neunton  Vor- 
lesung an  Stelle  der  algebraischen  Funktion  ii  eine  beliebige  andere 
Gröfse  XJ  des  Körpers  K{z,  u)  eingeführt  und  fanden,  dafs  dann  und 
nur  dann  K{^,  u)  =  K(3,  ü)  ist,  wenn  U  ebenfalls  Wurzel  einer 
irreduktibeln  Gleichung  n*™  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  in 
s  ist,  während  andernfalls  K{s,  U)  ein  Unterkörper  oder  ein  Divisor 
von  -ff  (^,  m)  ist.  In  diesem  Falle  kii.rm  man  also  die  Grofse  1  inner- 
halb des  Körpers  K{s,  iC)  zwar  nicht  ganz  willkürlich,  wohl  abei  auf 
unendlich  viele  Arten  so  auswählen,  dafs  beide  Koipei  identisch  «eiden. 
Ist  £(2,  0")  =  iC(«,  m),  so  sind  die  zugehoiigen  Riemannschen  FUchen 
identisclL 

Wir  wollen  diese  Aufgabe  jetzt  m  ihiem  weitesten  Umfange  losen; 

wir  beweisen  nämlich  die  Kichtigkeit   des  lolgeuden  wichtigen  Satzes: 

Ist  X   eine   beliebige   nicht  konstante  Giofse  des  Koipers 

K(fi,u),   so   kann   man   stets   eine   andere   Grofse  y  desselben 

Körpers  so  auswählen,  dais 

Wählt  man  x  beliebig,  aber  ein  für  allemal  fest,  und  ist  zunächst 
^  eine  beliebige  andere  Gröfse  von  K{s,u),  so  bestehen  infolge  der  Zu- 
gehörigkeit von  X  und  y  au  K{pjU)  zwei  Gleichungen 
x=-fp{s,u),     y  =  ^i^,u), 
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■WO  ip  und  '/'  rationale  Funktionen  ihrer  Argumente  sind.  Ist  daher 
Y  ='i>(x,y)  irgend  eine  rationale  Funktion  von  x  und  y,  also  irgend 
eine  Grörse  des  Körpers  K{x,'y),  so  ist 

r-<i>[Tfe»),*(2,«)]-x(2,») 

auch  rational  durch  s  und  u  ausdrüctbar;  also  gehören  alle  Elemente  Y 
des  Körpers  K{x,  y)  auch  zu  K{s,  u),  oder  der  Körper  K(x,  y)  ist 
ein  Teiler  des  Körpers  K(s,  u).  Es  kommt  also  jetzt  nur  noch  darauf 
an,  an  Stelle  von  y  ein  solches  Element  y  Ton  K(s,u)  zu  wählen, 
dafs  auch  umgekehrt  nicht  nur  jedes  Element  von  K{x,  y)  zu  K{s,  u), 
sondern  auch  jedes  Element  von  K{s,  u)  zu  K(x,  y)  gehört,  dai's  also 
nicht  hlols  der  letzte  Körper  ein  Teiler  dea  eisten,  sondern  auch  der 
erste  ein  Teiler  des  letzten  ist. 

Offenbar  wird  dieser  Bedii^ung  dann  und  nur  dann  genügt,  wenn 
X  und  y  innerhalb  K(s,  u)  so  angenommen  werden,  dafs  die  beiden  Ele- 
mente s  und  u  zu  K(x,  y)  gehören.  Denn  sind  ^  und  u  rational 
durch  X  und  y  ausdröckbar,  so  gilt  dasselbe  von  jeder  rationalen 
Funktion  von  2  und  tt,  d.  h.  von  jeder  Grofse  des  Körpers  K(z,  ti). 

Wir  beweisen  nun  den  folgenden  Satz: 

Ist  X  eine  beliebige  Grofse  von  K{3,  li),  so  kann  man  in 
der  linearen  Funktion 

y  =  as  -]-  Ml 

die  Koeffizienten  a  und  b  auf  unendlich  viele  Arten  so  be- 
stimmen, dafs  K{x,y)  =  K(s,u)  ist. 
Es  sei  X  ein  beliebiges  Element  von  /C(s,  m);  dann  genügt  x  als 
Punktion  von  0  einer  irreduktibeln  Gleichung,  deren  Gi-ad  in  x  gleich  n 
oder  gleich  einem  Teiler  von  n  ist.  Denken  wir  uns  die  linke  Seite 
dieser  Gleichung  nicht  nach  Potenaen  von  x,  sondern  nach  Potenzen 
von  s  geordnet,  so  erhalten  wir  eine  Gleichung 
1)  «'  +  S,_,(a;)s'-'  +  ...+  S.(a;)_0, 

aus  welcher  sich  ergieht,  dafs  auch  umgekehrt  s  als  Punktion  von  x 
einer  irreduktibeln  Gleichung  eines  bestimmten  e*™  Grades  genügt, 
deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind,  und  die  wir  genau 
ebenso  behandeln  können  wie  früher  die  ursprÜngHche  Gleichung 
f(u,z)  =  0.  Thun  wir  dies,  so  ergiebb  sich  genau  wie  früher  folgen- 
des Resultat: 

Die  Gleichung  (1)  besitzt  stets  e  Wurzeln 

welche   in  der  Umgebung  jeder  endliehen  Stelle  (x  =  ß)  oder 
der   unendlich   feinen    Stelle    (x  =  00)    in   Reihen   entwickelt 
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werden  könuen;  dieselben  schreiten  im  allgemeinen  nach  ganzen 
Potenzen  und  nur  für  eine  endliche  Anzahl  von  Verzweigunge- 
stellen  nach  gebrochenen  Potenzen  des  bezüglichen  Linear- 
faktore  x  —  ß  hzw.  —  fort  und  sind  sämtlich  voneinander 
verschieden.  Eine  rationale  Funktion  von  ^^,  ^21  ■  •  ■  ^e,  welche 
hei  jedem  Umlaufe  der  unabhängigen  Yariabeln  x  unge'ändert 
bleibt,  speziell  also  jede  symmetrische  Funktion  iS(Si,  ^^i  ■  ■  ■  ^e) 
dieser  e  Wurzeln,  ist  eine  rationale  Funktion  von  x. 
Wir  betrachten  nun  neben  dieser  imabtüingigen  Variabein  x  die 
neue  GröCse  des  Körpers  K{b,u), 

wo  K  und  (t  zuimcbst  noch  unbestimmte  Parameter  bedeuten  sollen, 
deren  spätere  geeignete  Bestimmung  wir  uns  vorbehalten.  Dann  ge- 
nügt w  als  Element  des  Körpers  K{s,  li)  nebst  den  konjugierten 
Gröfsen  einer  Gleichung  n*^°-  Grades 

2)  0(w,  ä)  =  Mr+  A-i(^)w''-i  + . . .  +  j^(g)  =  0, 

deren  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  s  sind  und  aufser  s 
natürlich  auch  die  Parameter  X  und  (t  rational  enthalten;  aufserdem 
ist  diese  Gleichung  offenbar  für  unbestimmte  A  und  ft  irreduktibel, 
denn  zerfiele  sie  in  zwei  Faktoren,  so  müfste  dasselbe  auch  z.  B.  für 
A  =  0,  ft  -°  1  der  Fall  sein,  was  unmÖgHch  ist,  da  ja  dann  iv  in  u 
übergeht. 

Betrachtet  man  nun  diese  Gleichung  in  der  Umgebung  irgend 
einer  Stelle  {x  —  ß)  der  neuen  unabhängigen  Vai'iabeln  x,  ersetzt  dann 
in  'i>{w,s)   B  nacheinander  durch  die  e  Reihen 

^j,     ^s!  •  ■  ■  ^n 
welche  jener  Stelle  zugehören,  und  multipliziert  die  so  sieh  ergebenden 
e  Gleichungen 

C>(w,S,)  =  W"  +  ^„_l(Si)M)''-l  -\ h  A(^')  =  0       {i  =  l,3,..,e) 

miteinander,    so  ergiebt  sich  für  w  eine  Gleichung  des  «e*^"  Grades 

^{w,x)  =  *(«', Si)  ■  ^(wjSg)  . . .  <i>(w,z^ 
^-'  -=  W'  +  Bj(a;)w;"=~i  +  .  - .  +  B„,{x)  =  0, 

deren  Koeffizienten  nun  offenbar  rationale  Punktionen  von  x  sind,  da 
ja  "^{w,  x)  eine  symmetrische  Funkfcion  von  s^  Sg, .  .  .  s^  ist. 

Also  ist  w  eine  algebraische  Punktion  von  x,  und  einem  jeden 
Werte  X  =  ß  entsprechen  die  ne  Entwickelungen,  welche  sich  aus  den 
e  einzelnen  Gleichungen 

^(W,^;)  =  0  (i=l,2,...e) 

ergeben  würden. 
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In  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  (x  =  ß)  der  nenen  un- 
abhängigen Vai-iabebi  erhält  man  diircb.  die  früher  angewandten 
Methoden  ne  Reihen 

welche  nach  ganzen  oder  nach  gebrochenen  Potenzen  Ton  x  ~  ß  fort- 
schreiten und  in  einer  endlichen  Umgebung  jener  Stelle  die  me  Wurzeln 
darstellen.    Diese  Wurzeln  brauchen  nicht  alle  voneinander  yerscbieden 


i  unter  jenen  ne  Reihen,  welche  Toneinander  verschieden  sind. 
Dann  zeigt  man  leicht,  dafs  jede  symmetrische  Funktion  dieser 
V  Wurzeln  rational  von  x  abhängt.  L^st  man  nämlich  die  unabhängige 
Variable  x  einen  beliebigen  Umlauf  s  machen,  und  sind  tv[,  w'^, . . .  w\ 
die  so  sich  ergebenden  Reihen,  so  sind  diese  ebenfalls  Wurzeln  der 
öleiebung  V(w,ic)  =  0,  denn  bei  jenem  Umlaufe  ändern  sich  die 
Koeffizienten  'Bi[x)  der  Gleichung  ^(m',  x)='0  gar  nicht;  ferner  sind 
aber  jene  neuen  Reihen  ebenfalls  alle  voneinander  verschieden,  denn 
wäre  etwa  w\  ^  w'^,  so  bliebe  diese  Gleichung  auch  bei  dem  inverseji 
Umlaufe  s~^  bestehen,  es  wäre  also  entgegen  der  obigen  Annahme 
auch  Wj^Wj.  Also  ändern  die  v  Reihen  Wj, . . .  mj^  bei  jedem  Um- 
laufe nur  ihre  Reihenfolge;  irgend  eine  symmetrische  Funidion  der- 
selben ist  also  eine  rationale  Fimlition  von  x,  da  sie  bei  jedem  Um- 
laufe dieser  Variabein  ungeändert  bleibt.  Also  genügen  diese  v  Wuvzdhi 
für  sich  einer  algebraischen  Gleichung 

il!{w,x)  -=  (w  —  Wi)  . . .  (w  —  Wy)  =w''+  Cr-i(x)w"—^  -\ h  Cf,(x)  -=  0 

des  v'™  Grades  mit  rationalen  Frmktionen  von  x  als  Koeffizienten, 
deren  linke  Seite  ein  Teiler  der  vorher  gebundenen  Funktion  'V(w,x)  ist. 
Man  kann  aber  diese  Gleichung  aus  der  in  (3)  gefundenen  T(mj,  x)^0 
auch  ohne  Kenntnis  ihrer  ne  Wurzeln  ableiten.  Die  letztere  besitzt  näm- 
lich dann  und  nur  dann  lauter  verschiedene  Wurzeln,  wenn  ihre 
Gleichungsdiskriminante 

I)QV)==T\(wi~WL)  (i,/j^l,2,...Kc) 

nicht  identisch  verschwindet.  Ist  aber  jO(V)  =  0,  so  hat  V(hi,  >) 
mit  ihrer  nach  w  genommenen  Ableitung  Y'{w,  x)  einen  gemeinsamen 
Teiler,  den  wir  durch  das  Euklidische  Verfahren  bestimmen  und  dann 
durch  einfache  Division  beseitigen  können.  Die  so  sieh  ergebende 
Funktion  i/j  (w,  x)  ist  dann  die  linke  Seite  der  gesuehtpn  Glfiohung 
■^  {w,  x)  —  0,  deren  v  Wurzeln 

lVi=  2,  B(+  jlZl;  {'=1     -,  O 

nun  sämtlich  voneinander  verschieden  sind. 
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Für  jede  dieser  v  Wurzeln  Wi  ist  die  Gleicliung  ip  (w,  ic)  ■=  0 
identisch,  d.  h.  für  jedes  l,  (i  erfüllt;  ersetzt  man  nämlich  Wi  durch 
ISi ']-  fiUi  und  entwickelt  die  linke  Seite  nach  Produliten  von  Potenzen 
Ton  l  und  ^,  so  mufs  der  Koeffizient  eines  jeden  solchen  Grliedes  i^fi;, 
für  sieh  identisch  !NnU  sein.  Also  hleibt  jene  Gleichung  auch  richtig, 
wenn  sie  beliebig  oft  nach  A  oder  [i  differentiiert  wird.  Differentiiert 
man  aher  jene  Gleichung 

t{io,x)-^0  (w  =  ;..  +  ,.«) 

das  eine  Mal  nach  l,  das  andere  Mal  nach  ft,  und  bedenkt  dabei,  dafs 
ist,  so  ergeben  sich  die  beiden  neuen  Gleichungen 


in  ihnen  ist  der  Koeffizient 

If'  (wi)  =  {Wi  —  Wj)  (Wi  —  Mlg)  . . .  {Wi  —  Wr) 

Yon  s  und  u  für  jede  der  v  Wurzeln  der  Gleichung  ip(w)  =  0  siclier 
von  Null  verschieden;  man  kann  sie  also  nach  s  und  u  auflösen  und 
erhält  so  unmittelbar  die  folgende  Darstellung  für  s  und  ii: 

d.h.  es  stellen  sich  die  beiden  Elemente  s  und  u  des  Körpers  K{s,'d) 
rational  durch  x  und  w  =  Xs  -'r  tiu  dar,  und  hieraus  folgt,  daXs  auch 
jede  Gxöise  §  von  7£^(«,  m)  eine  rationale  Punktion  von  x  und  w  ist. 

Diese  Darstellung  ist  immer  giltig,  welche  Werte  man  auch  den 
Unbestimmten  A  und  [i  geben  mag;  nur  müssen  diese  so  gewählt 
werden,  dafs  die  beiden  Quotienten  (4)  nicht  in  unbestimmter  Form 
ei-scheinen.  Dieser  Bedingung  wird  stets  genügt,  wenn  nur  der  ge- 
meinsame Nenner  4>'{w),  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die  Diskriminante 

nicht  identisch  versehwindet.  Diese  Diskjaminante  D(w)  =  Dlx,  X,  ft) 
ist  aber  eine  rationale  Funktion  von  x,  deren  Koeffizienten  von  X 
und  ((  rational  abhängen  und  welche,  da  W-^, . .  .w^  für  unbestimmte 
a,  ft  voneinander  verschieden  sind,  nicht  identisch  verschwindet.  Wählt 
man  also  A  =  ts,  jt  =  6  irgendwie  so,  dafs  I){w,  ((,&)  weder  Null  noch 
unendlich  wird,  so  sind 

X    und     y  =  as  +  hu 
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sicher  zwei  solche  GrÖfsen  des  KörpeM  K{s,  ii),  dals  nicht  mir 

sondern  auch  umgekehrt 

s  =  Il{x,  y),      u  =  S(x,  y), 
dafs  also  in  der  That 

ist;   und   zwar  hraucht  man  a  und  &  nur   so  zu  bestimmen,  dafs  von 
den  V  Ent Wickelungen  nach  Potenzen  von  {x  —  /3) 

yi  ^  azi  +  hut 
in  der  Umgebung  irgend  einer  Stelle  (x  =-  ß)  nicht  zwei  zufälligerweise 
identisch  ausfallen,  was  stets  auf  unendlich  viele  Arten,  z.  B.  auch  so 
iann,  da£s  man  für  a  und  h  geeignete  ganzzahlige  Werte 


§2- 

Es   sei   nun   1/  =  as  +  hu   irgendwie   dieser   Anforderung    gemafs 
bestimmt  und 
1)  g{y,x)  =  r  +  a.-i{x)f-^+----^a^{x)  =  ^ 

diejenige  ö-leiehung,  welcher  y  als  Funktion  von  x  genügt.  Behandeln 
wir  dann  die  algebraische  Funktion  y  von  x  genau  ebenso  wie  früher 
die  Funktion  M  von  s  und  fibertragen  wir  alle  vorher  gefundenen 
Resultat«  auf  diese  neuen  Variabein,  so  ergeben  sich  genau  ebenso  die 
folgenden  Sätze: 

Zu  jeder  nicht  konstanten  Gröfse  x  des  Körpers  K  gehört  eine 
ganz  bestimmte  Riemannsehe  Kugelflaehe  von  v  Blättern,  auf  welcher 
alle  Gröfsen  des  Körpers  K(x,y')  eindeutig  ausgebreitet  sind  und  deren 
V  Blätter  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Veraweigungspunkten  mit- 
einander zusammenhängen.  Wir  wollen  im  folgenden  die  zu  einer 
solchen  Gröfse  x  gehörige  Kiemannsehe  Kugelfläche  durch  Sftj!  be- 
zeichnen, so  dafs  also  der  bis  jetzt  stets  betrachteten  w-blättrigen 
Kugelfiäche  die  Bezeichnung  Stj  zu  geben  wäre.  Ist  TT  ein  behebiger 
Punkt  von  ^x,  welcher  der  Stelle  (x  =  ß)  entsprechen  möge  und  in 
dem  etwa  6  Blätter  dieser  B^che  zusammenhängen,  so  ist  jede  Funk- 
tion g  des  Körpers  in  der  Umgebung  jener  Stelle  in  eine  konvergente 

Reihe  entwickelbar,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (x  —  ß)  fort- 
schreitet. 

Wir  zeigen  nun  zmmchst,  dafs  die  Punkte  der  Riemannschen 
Flächen  Sil;  und  SR^  einander  eindeutig  entsprechen,  imd  zweitens,  dais 
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auch  die  Definition  der  OrdmingBzalilen  einer  Fimkbion  in  einem 
Bolclien  Punkte  YOn  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  vollständig 
unabhängig  ist. 

Eine  Stelle  ^  der  Riemannschen  Fläche  SJ^  kann  dadurch  ein- 
deutig tmd  unabhängig  von  der  zu  Grunde  gelegten  Variabein  s 
definiert  werden,  dafs  jede  Funktion  |  des  Körpers  K  dort  einen  ganz, 
bestimmten  konstanten  Wert  l^  erbält,  der  auch  Null  oder  unendlich 
grofs  sein  kann,  und  der  sich  aus  der  Entwickelang  von  |  in  der 
Umgebung  von  ^  für  {s  =  «)  ergiebt.  Andererseits  erkennt  man  jetzt 
aber  leicht,  dafs  durch  die  so  sich  ergebenden  Gleichungen  |  =  lo  auch 
eine  einzige  Stelle  ^  der  Riemannschen  Fläche  bestimmt  ist.  Gäbe 
es  nämlich  z.  B.  auf  Stj  zwei  Stellen,  ^  und  Sß',  in  denen  jede  Funk- 
tion I  denselben  Wert  ^q  anmihme,  so  müfste  ja  zunächst  s  selbst  in  3|J 
und  5ß'  denselben  Wert  «  erhalten,  d.  h.  ?ß  und  9ß'  müfsten  zwei  von 
den  bei  {s  —  d)  übereinander  liegenden  konjugierten  Punkten  ^j,  ^g, . . . 
der  Fläche  5Rj  sein.  Nun  folgt  aber  aus  dem  auf  S.  217  bewiesenen 
Satze,  dafs  man  stets  eine  Funktion  |  finden  kann,  welche  in  einem 
jener  konjugierten  Punkte,  etwa  in  ^^,  den  Wert  1,  in  allen  anderen 
aber  den  WertO  annimmt;  es  existieren  also  sicher  nicht  zwei  unter  diesen 
Punkten,  ^^  und  ^g,  wo  die  Werte  aller  Funktionen  von  K  identisch 
sind.  Durch  die  Gleichungen  |  ■=  Ig  für  alle  Elemente  von  K{0,  ti)  ist  also 
der  Punkt  ^  sowohl  auf  9tj  als  auch  auf  5fti  bestimmt,  und  da  alle 
Fimktionen  |  des  Körpers  K(s,u)  ^  K(x,y)  sowohl  auf  3t,  als  auch 
auf  ytx  eindeutig  ausgebreitet  sind,  so  folgt,  dafs  die  einzelnen  Punkte 
beider  Flächen  einander  eindeutig  entsprechen,  also  auch  auf  beiden 
Flächen  gleich  bezeichnet  werden  können. 

Ist  mm  ^  ein  beliebiger  Punkt  der  Kugelfläche  Jft^  oder  SR^,,  so 
haben  wir  die  Ordnungszahlen  der  Funktionen  des  Körpers  ^  in  5ß 
folgendermafsen  ebenfalls  unabhängig  von  der  Wahl  der  unabl^ngigen 
Variabehi  definiert:  Unter  allen  in  ^  verschwindenden  Funktionen 
von  K  greifen  wir  eine  solche  jr  heraus,  welche  in  ?|J  von  möglichst 
niedriger  Ordnung,  d.  h.  so  verschwindet,  dafs  der  Quotient  —  in  ^ 
endlich  bleibt,  wenn  5  irgend  eine  ebenfaUs  in  ^  verschwindende 
Funktion  von  K  ist.  Dafs  eine  solche  Fimktion  je  stets  vorhanden  ist 
und  auf  rationalem  Wege  gefunden  werden  kann,  hat  der  soeben  erwähnte 
Sata  auf  S.  217  gelehrt.  Diese  Funktion  nun  wählten  wir  als  Mafsstab 
und  sagten  allgemein:  Eine  Punktion  ^  besitzt  in  ^  die  Ordnungs- 
zahl Q,  wenn  q  derjenige  Exponent  von  %  ist,  für  welchen  der 
Quotient  —  endlich  und  von  Null  verschieden  ist.  Aus  den  Resultaten 
des  vorigen  Abschnittes  folgt  dann,   dal'e   dieser   Exponent  p   für  jede 
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Gxöfse  £  Ton  K  einen  bestimmten  gaazzaliUgen  Wort  hat,  der  positiv, 
negativ  oder  Null  sein  kann  und  der  ToUst'ändig  unabhängig  von  der 
zu  Grunde  gelegten  Variahein  x  oder  s,  d.  h.  von  der  Kugelfläche  ^i^ 
oder  9i,  ist,  denn  als  Mafastab  wird  ja  hier  nicht  mehr  eine  gebrochene 

Potenz  (x  —  ßY'  oder  (s— a)"  des  betreffenden  Linearfaktors  gewählt, 
sondern  die  durch  eine  nur  dem  Körper  zukommende  Eigenschaft 
charakterisierte  Funktion  %  des  Körpers  K. 

Wir  zeigen  endlich,  dafs  sich  auch  die  unendlich  kleinen  Um- 
gebungen eines  Punktes  5ß  auf  den  beiden  Riemannschen  Flächen  ein- 
deutig entsprechen,  und  definieren  amwichat  auch  die  Uingebuiig  eines 
Punktes  ^  so,  dals  sie  von  der  Wahl  der  nnabhäugigen  Variabeln  s 
nicht  mehr  abhängt.  Gfehen  wir  zunä,ch8t  von  der  Riemannschen 
Fläche  ^fi,  aus;  ist  ^  irgend  ein  Pmikt  derselben,  ?ß'  ein  auf  Sfts  un- 
endlich nahe  liegender  Punkt  und  U  ein  beliebiges  Element  von  K(s, «), 
welches  in  ^  endlich  ist,  so  unterscheidet  sich  wegen  der  Stetigkeit 
von  Ü  der  Wert  /7(^')  von  U{^)  um  eine  unendlich  kleine  Gröfse, 
d.  h.  der  absolute  Betrag  der  Differenz 

ist   beliebig  klein,   wenn   ^'  genügend  nahe  an  ^  gewählt  wird,  und 
das  Gleiche  gilt  für  jede  GrÖfse  Fvon  K(s,  u),  welche  in  ^  endhch  ist. 
Dasselbe  gilt  aber  auch  umgekehrt:  Ist  ^'  ein  solcher  Punkt,  dafs  für 
j e  de  in  ?ß  endliehe  Punktion  U  des  Körpers  die  Differenz  |  ü(^')  —  ü(Sß)  | 
unendlich  klein  ist,  so  liegt  ^'  in  einer  unendlich  kleinen  Umgebung 
von  ^.     Wählt  man  nämlich  zuerst  für  CT  die  unabhängige  Variable  s, 
80  mufs  der  Wert,  den  s  in  ^'  annimmt,  dem  Werte  von  s  in  ?ß  be- 
nachbart  sein,   d.  h.  der  Punkt  ^'  mufs  entweder  wirklich  zu  ^  oder 
zn   einem   der  zu  ^  konjugierten   benachbart   seia,   welchen   derselbe 
Wert  von  0  entspricht.     Wählen  wir  jetzt  zweitens  für   U  eine  Funk- 
tion  des  Körpers,   welche   in  ^  gleich  Eins  wird,   aber  in  allen  kon- 
jugierten   Punkten   verschwindet,   so    unterscheidet    sich  U{^')   nach 
dem  vorher  Gesagten  um  sehr  wenig  von  U(^)  =  1,  also  um  eine  end- 
liche GrÖfse  von  dem  gemeinsBonen  Werte  Null,   welchen   U  in   aUen 
konjugierten  Punkten  annimmt.     Also  kann  ^'  nicht  einem  der  zu  ^ 
konjugierten   Punkte   benachbart   sein,   mufs   also  wirklich  notwendig 
zur  Umgebung  von  5p  gehören.    Es  ergiebt  sich  also  der  wichtige  Satz: 
Ein  Punkt  ^'  gehört    dann   und   nur   dann  zu  einer  un- 
endlich kleinen  Umgebung   eines   anderen   Punktes  ?ß,   wenn 
für   eiae  jede   in  $  endliche   GrÖfse  des  Körpers  K(s,  u)   der 
absolute  Betrag  der  Differenz  |  ü{^')  —  U{^)  |  unterhalb  emer 
beliebig  kleinen  Gröfse  hegt. 
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Diese  Definition  entlmlt  gar  keine  Beziehung  auf  die  iinabhUngige 
Variable  oder  auf  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche.*)  Ist  also  ^' 
zu  ^  auf  3{j  benachbart,  so  gilt  das  Gleiche  für  die  Flache  91»,  es 
besteht  also  der  Satz: 

Die  unendlich  kleinen  Umgebungeu  zweier  entsprechenden 

Punkte    auf    den    Kugelflächen   91;   und  SH^;   entsprechen   sich 

Punkt  für  Punkt  eindeutig. 
Hierbei  kann  natürlich  der  Fall  eintreten,  dafs  von  den  beiden  ent- 
sprechenden Punkten  der  eine  ein  regulärer,  der  andere  ein  Ver- 
zweigtmgapunkt  ist,  so  dafs  die  Umgebung  des  ersten  eine  kleine 
Kreisfläche,  die  des  anderen  eine  kleine  Schraubenflaehe  ist;  aber  auch 
in  diesem  Falle  wird  die  eine  kleine  Fläche  auf  der  anderen  eindeutig, 
d,  h,  Punkt  für  Punkt  abgebildet. 

Beschreibt  man  auf  5fti  eine  beliebige  kontinuierliche  Kurve 


so  entspricht  ihr  auf  3?,,  Punkt  für  Puukt  eine  kontinuierliche  Kurve, 
welche  die  entsprechenden  benachbarten  Punkte 


vorbindet.  Ist  die  erste  Kurve  geschlossen,  d.  h.  kehrt  sie  nach  ^ß^ 
zurück,  so  gilt  dasselbe  von  der  entsprechenden  Kurve  auf  9l,i.  Jeder 
Kurve  anf  3t,  entspricht  also  eindeutig  eine  andere  Kurve  auf  tfti  und 
jedem  Umlaufe  ein  Umlauf. 

Nun  ist  aber  die  Fläche  5ftj  zusammenhängend,  weil  die  Grund- 
gleichung f(u,  z)  =  Q  irreduktibel  ist;  man  kann  also  von  jedem 
Punlite  5|Jfl  zu  jedem  anderen  $  auf  einer  ganz  innerhalb  91^  ver- 
laufenden Kurve  s  gelangen.  Hieraus  folgt  aber,  dafs  mau  auch  auf 
der  Fläche  ^R^:  von  jedem  Punkte  $,,  nach  jedem  anderen  %  innerhalb 
von  Sia;  gelangen  kann,  d.  h,  auch  die  Riemannsche  Fläche  5ftr  ist  zu- 
sammenhängend, oder  die  Grundgleichnng  (1)  ist  ebenfalls  notwendig 
irreduktibel. 


Da   die   Punkte  ^   nul   die   Oidnung'izahleu   dpi    Funktionen   des 
Korpeas   umlihinoio   von   dei    gewählten  "Vanabeln       und   dei  Kugel- 


*j  Aus  (Ion  t-Dob  n  geg  beaen  BewPiSPn  urgiebt  bic.1i  dala  man  zur  voll- 
Btandigen  Bestimmung  eine«  Punktes  %  und  semei  Umgebung  mcM  alle  (  röfsea  1} 
des  EörpBra  aondein  nni  eine  enlhehe  Anzahl  \on  ihn^n  witklii,h  au  untPisticlien 
biaucht 
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fläche  ^,  definiert  worden  sind,  so  gilt  das  Gleiche  von  den  jenen  Punkten 
zugeordneten  Primteilern   ?ß   und   den  aus  ilmen  gebildeten  Divisoren 

Nnn  war  der  Grad  der  unabhängigen  Variabein  0,  welche  wir  in  der 
Form  j 

schreiben  wollen,  gleich  n,  d.h.  gleich  dem  Grade  des  Körpers  .ST  (s,w) 
in  Bezug  auf  s,  denn  die  Blätterzahl  der  zugehörigen  Kugelfläche  9}^ 
war  ja  gleich  dem  Grade  der  iiTeduktibeln  Gleichung  für  m,  und  somit 
besitzen  der  Zähler  und  der  Nenner  von  s  genau  so  viele  gleiche  oder 
verschiedene  Primfaktoren,  wie  der  Grad  des  Körpers  angiebt. 

Ersetzt  man  nun  s  durch  die  unabhängige  Yariahle  ic=  —  j  so 
sind  auch  hier  im  Zähler  und  Nenner  soviele  Primfaktoren  enthalten, 
wie  der  Grad  v  des  Körpers  in  Bezug  auf  x  angiebt. 

Wir  woUen  im  folgenden  den  bisher  gleich  v  gesetzten  Grad 
einer  Variabehi  j  von  Ä  (;;•,»),  d  h.  die  Anzahl  der  Primfaktoren, 
aus  denen  ihr  Zahler  und  ihr  Nenner  besteht,  durch  n^  liezeichnen,  so 
dafs  also  der  fiuhei  n  genannte  (Tiad  von  z  nun  die  Bezeichnung  n^ 
erhalten  würde.     Dmn  kennen  wir  den  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wählt   man   irgend   eine   Gröfse  x  von  K  vom  Grade  rix 
als   unabhai^ge  Vaiiable,   fo   wird   der   Grad  des  Körpers  K 
in  Bezug  auf  sie  gleich  Jii,  alle  Elemente  derselben  sind  also 
auf  der  zugehörigen  «t  blättrigen  zusammenhängenden  Kugel- 
fläche Sil    eindeutig   und   im    aUgemeinen   stetig   ausgebreitet. 
Jede  Giof'iC  des  Koi'peis  genügt  einer  irreduktibeln  Gleichung, 
deren  Koeffizienten  lationale  Funktionen  von  ic  sind  und  deren 
Grad  tit  odei  ein  Teiler  von  Wj  ist.    In  dieser  Fonn  könnte  unser 
Satz   anih   auf  die  Konstanten  x  ausgedehnt  werden,   für   die 
dei  Grad  «^  gleich  Null  ist;  dann  wird  eben  die  Gleichung  für 
alle  Grofsen  y  vom  nullten  Grade,  also  von  y  unabhängig. 
Statt  der  voihei    gew^Mten  speziellen  GrÖfse  y  =  as  +  6m  kann  man, 
wie    auf   S.  137  nachgewiesen   wurde,   als   abhängige  Variable   irgend 
eine  andere  Gröfse  y  des  Körpers  K  wählen,  welche  nur  dem  Körper 
K(x,  y)  seihst   und  nicht  etwa  einem  Unterkörper  desselben  angehört, 
für   welche   also    der   Grad    der   zugehörigen    irreduktibeln   Gleichung 
gleich  rix  imd  nicht  etwa  gleich  einem  Teiler  von  rts  ist. 

Im  folgenden  wollen  wir  uns  für  y  allgemeiner  irgend  eine  Gröfse 
des  Körpers  K{s,  ii)  gewählt  denken;  ihr  Grad  sei  n^  und  es  sei 
F{y,  x)  =  0 
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die  irreduktible  Gleichung,  der  sie  als  Funktion  von  x  genügt.  Daoin 
ist  iliT  Grad  in  Bezug  auf  y  gleich  n^  oder  einem  Teiler  Ton  w^,  je 
nachdem  'K{x,  y)  gleich.  K(s!,  u)  oder  gleich  einem  Divisor  Ton  K(g,  u) 
ist.  Sehea  wir  aber  umgekehrt  y  als  unabhängige,  x  als  abhängige 
Variable  an,  so  folgt  genau  ebenso,  dafs  der  Grad  Ton  F(ifjX)  in 
Bezug  auf  x  gleich  n^  oder  gleich  einem  Teiler  dieser  Zahl  ist,  je 
nachdem  K(x,  y)  gleich  K(s,  u)  oder  gleich  einem  Teiler  dieses 
Körpers  ist.     Es  ergiebt  sich  also  der  Satz: 

Zwischen  zwei  beliebigen  Elementen  x  und  y  des  Körpers 
K{s,  w)  besteht  stets  eine  irreduktible  Gleichung 

F{x,  y)  =  0, 

deren   Grade   in  x  und  y  bzw.  gleich  h^  und  w.c   oder   Teiler 

die&er  Zahlen   sind.     Der   aus   ihnen   entstehende  algebraische 

Körper  K{a,y)  ist  dann  und  nur  dann  gleich  K(0,u),   wenn 

jene  beiden  Gradzalilen  ihren  gvöfsten  Wert  haben. 

Man   sieht   so,   dafs   man   einen   imd   denselben  Körper  K  durch 

algebraische   Gleichungen   von    ganz   verschiedenem  Grade   vollständig 

definieren  kann,  und  man  kann  leicht  die  Gleichiuig  niedrigsten  Grades 

für  denselben  auffimlen.     Lt  nämlich 

eine  nicht  konstante  Gröfee  des  Körpers,  deren  Grad  n^  =-  v  möglichst 
klein  ist,  so  kann  man  eine  andere  Gröfse  desselben  Körpers  so  finden, 
dafs  ij  durch  eine  irreduktible  Gleichung  v^"^  Grades 

Fiv>  1}  =  ij*  +  h.-imri'-'  +  ■  ■  ■  +  h(l)  =  0 

als  Funktion  von  l  definiert  wird;  dann  ist  von  seihst  K(s,u)  =  X(|,i;), 
und  dieses  ist  die  Gleichung  des  niedrigsten  Grades,  welche  zur  Be- 
stimmung des  Körpers  hinreicht;  alsdann  sind  aUe  Gröfsen  des  Körpers 
auf  der  v-blättrigen  Kugelfläehe  9tj  eindeutig  ausgebreitet, 

Ist  speziell  v  =  1,  giebt  es  also  eine  Funktion  des  Körpers,  welche 
nur  eine  NnllsteUe  und  nur  einen  Pol  auf  Ift,  besitzt,  und  wählt  man 
sie  als  unabhängige  Variable,  so  genügt  jede  Gröfse  von  K  einer 
Gleichung  ersten  Grades  mit  rationalen  Koeffizienten  in  ^,  d.h.  sie  ist 
eine  rationale  Funktion  von  |  allein;  der  algebraische  Körper  K{^,  w) 
ist  also  in  diesem,  aber  auch  nur  in  diesem  Falle  mit  dem  Körper 
Ä'd)  aller  rationalen  Funktionen  von  |  identisch.  In  diesem  Falle 
läfet  sich  also  die  n-blättrige  Kugelfläche  ?flj  auf  die  einfache  Kugel- 
fläche Jftj  abbüden. 
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Ist  ferner  v  =  2,  giebt  es  also  in  K(^,  u)  eine  Gröfse  ^,  welche 
zwei  Nnüai^llen  imii  zwei  Pole  liat,  so  kaim  man  eine  Gfröfse  i?  inner- 
halb K  finden,  welche  mit  |  durch  eine  irreduktible  quadratische 
öleioh^g  ,.  +  2„(|),  + 6(8-0 

zusammenhängt,  so  dafs  also 

1,  =,  —  ß(E)  ±  yoF'^h 
ist.     Setzt  man  also 

s_,+»a),  «'(o-s(o  =  A(i), 

so  ist  die  Gröfse  £  Ton  K(s,  u)  durcli  die  reine  Gleichung 

?-a(l) 

bestimmt,  und  jede  Grofse  ij  von  K(Sf  ti)  ist  rational  durch  |  und  ^, 
also  in  der  Form  ,_ 

'i-«.(ö  +  «.(S)ya«) 

darsteUhar.  In  diesem  und  nur  in  diesem  Falle  ist  also  der  Körper 
K(s,u)  gleich  dem  quadratischen  Körper  K[^,yA(^)). 

Man  erkennt  so,  von  welcher  Bedeutung  die  LÖeui^  der  Aufgabe 
ist,  innerhalb  eines  Körpers  K  ein  Element  von  möglichst  niedriger 
Ordnung  za  bestimmen. 

Ist  ß  eine  beliebige  endliche  Konstante  und  zerlegt  man  den 
Linearfaktor  iK  —  ^  in  seine  Primfaktoren,  so  folgt  aus  der  auf  S.  156 
durchgeführten  Überlegung,  dafe  dieser  denselben  Nenner  T(x  wie  x 
selbst  besitzt,  dafs  also  x  —  ß  ebenfalls  von  der  Ordnung  w^  ist.    Ist  also 

^  —  P  —     ^    ' 

so  besteht  der  Zälder  ^x—ß  aus  allen  und  nur  den  Primfaktorea  ?ß, 
welche  den  zu  (x  =  ß)  gehörenden  Punkten  von  9ii.  entsprechen,  der 
Nenner  aus  allen  denen,  welche  den  zu  (x  =  oo)  gehörenden  Stellen 
zugeordnet  sind,  mit  der  Mafsgabe,  dafs  ein  solcher  Primfaktor  in  der 
jj\eiL  Potenz  im  Zähler  oder  Nenner  auftritt,  wenn  der  korrespondierende 
Punkt  ^  ein  6-b^ttriger  Verzweigungspunkt  der  Fläche  Ül^:  ist,  wenn 
also  seine  Verzweigungsordnung  Ö  —  1  ist. 

So  erhält  man  also  auch  hier  eine  endliche  Anzahl  von  Ver- 
zweigungsfaktoren, und  man  erkennt,  dafs  zu  jeder  Kugelfläche  'Si^  ein 
Verzweigun  gsteiler 

gehört,  WO  das  Prodnlct  auch  hier  wieder  nur  auf  die  Verzweigunga- 
punkte  erstreckt  zu  werden  braucht,   da  ja  für   aUe  übrigen  die  Ver- 
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zweigcmgsordiiiaiig  6  —  1  von  selbst  verseliwiiidet.  Also  gehört  auch 
zn  jeder  (Sröfse  x  des  Körpers  K  ein  bestimmter  Verzweigungsteiler, 
welcher  sieb  im  allgemeinen  beim  Ubergaage  za  einer  neuen  un- 
abHingigen  Variabebi  ändert.     Ist  aber  speziell 

"■-'-^ 

eine  lineare  Funktion  Ton  x,  so  wird  ^^.  ^^  Q^,  wie  man  leicht 
erkennt. 

Die  Fimdamentalaufgabe,  alle  linear  unabhängigen  Maltipla  eines 
beliebigen  Divisors  Q  in  dem  Eöi-per  K  zu  bestimmen,  ist  im  §  1  der 
fünfzehnten  Vorlesung  zwar  unter  Zugrundelegung  einer  bestimmten 
Variabein  s  gelöst  worden,  aber  unsere  Überlegungen  lehren,  dafa  sie 
von  dieser  vollständig  unabhängig  ist.  In  der  That  können  wir  mit 
Hilfe  der  in  der  vierzehnten  Vorlesung  auseinandergesetzten  Methoden 
auch  für  die  unabhängige  Variable  x  eine  Basis 

^(",     |l^l, . . .  ^'"^' 
für  das  zu  Q  gehörige  Ideal  1(0)  finden,  für  welche  aber  jetzt  natürlich 
die   Elementenanzahl   gleich   Wi,    d.  h.    gleich   dem    Grade    von  x   ist. 
Zugleich  können  wir  diese  Basis  so  gewählt  voraussetzen,  dafs  ihre  Ele- 
mente für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (x^^ß^^  normal  sind.    Sind  dann 

«u     ■>„■■■«,.  {•,ä«.+.) 

die  Ordnungszahlen  jener  Elemente  für  diese  Stelle,  und  ist  a^  die 
letzte  nicht  negative  unter  ihnen,  so  bilden  die 

_W=((r,-I-l)+---+(<f,+  l) 
Fimktionen   des  Körpers  K 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  D,  und 
diese  Zahl  N  ist  yoUständig  unabhängig  von  der  Wahl  der  Variabein  x 
innerhalb  K. 

Ist  endlich  (i,  ,  |  ,  ...  |  ^^ )  das  zn  dem  oben  gefundenen 
komplementäre  System,  so  ist  dasselbe  ein  Fundamentalsystem  für  den 
komplementären  Divisor  Q,  welcher  mit  £i  durch  die  Gleichung 

verbunden  ist.  Man  erkennt  also,  dafs  sich  der  zu  Q  komplementäre 
Divisor  mit  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabein  ändert,  weil  der 
Verzweigungsteiler  ein  anderer  wird. 
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Die  Divisoienklassen  —  Dio  Haupt-  oJpr  Einlieitsklassp  —  Die  Komposition  der 
Klassen  —  Dei  liitegiita.tabeieicli  cinei  Klasse  —  Lmeare  Dai Stellung  aller  ganzen 
Divisoren  einer  Klasse  durch  ein  hneai  unabhäiijifigi'^  Sjetem.  —  Anwendung: 
Eeduktion  des  Eorpere  K{',  m)  auf  eme  möglichst  niedrige  Ordnung.  ~  Das  Ge- 
schlecht des  Körpers  —  Bpütimmung  allei  Mnitipla  eines  Diyiaoi'3  Q  innerhalb 
eraei  beliebigen  Divis oienklas^e  M  —  Die  ElaasPn  ^oin  Teiler  %  und  die 
piimifaveii  Klassen 

§  1. 

Wir  gehen  ift/t  dazn  utei  den  ginfsen  Bereieh  der  algebraisclien 
Divisoren  in  Klasben  t  mznfceilen  und  dann  die  gemeinsamen  Eigen- 
schaften aller  Divisoieu  emei  und  derselheu  Klasse  zu  untersuchen. 

Die  einfachsten  DiTisoien  sind  diejenigen  Qt,  welche  einer 
algebraischen  Funktion  g  des  Ivorpeis  augtoidnet  sind,  für  welche  also 

ist;  für  sie  giebt  es  also  ein  und  nur  ein  Element  |  von  K,  dessen  Null- 
Btelleu  durch  j;  und  dessen  Pole  durch  ttg  auch  ihrer  Ordnungszahl 
nach  vollständig  bestimmt  sind.  Der  multiplikative  konstante  Faktor  e 
bestimmt  sich  nach  der  auf  S.  153  gegebenen  Festsetzung  als  der  erste 
Entwickelungsko effizient  von  |  in  der  Umgebung  eines  ein  für  alle- 
mal  fest  angenommenen  Punktes  Sß'"'.  Alle  diese  Divisoren  wollen 
wir  in  eine  und  dieselbe  Klasse  rechnen,  dio  wir  die  Haupt-  oder 
Einheitsklasse  nennen  und  durch  E  oder,  wo  kein  Mifs Verständnis 
zu  befürchten  ist,  mitunter  auch  durch  (1)  bezeichnen.  Wir  stelien 
also  die  Definition  auf: 

Alle  und  nur  die  Divisoren  Qj,  welche  irgend  einer 
algebraischen  Funktion  des  Körpers  gleich  sind,  gehören  in 
eine  Divisorenldasse,  die  sogenannte  Einheitsklasse  M.  Diese 
Klasse  besitzt  mithin  genau  so  viele  Divisoren  D|,  als  der 
Körper  K{s,  u)  Elemente  |  hat. 
Durchläuft  also  |  alle  Funktionen  von  K,  als  Divisoren  betrachtet, 
so  kann  man  in  leicht  verständlicher  Bezeichnnng  schreiben: 

(£)-(!)■ 
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Da  alle  Funktionen  |  die  Ordnung  Null  kaben,  so  folgt,  dafs  alle 
Divisoren  der  Klasse  IE  ebenfalls  die  Ordnung  Null  haben,  dafs  alao 
ihr  Zähler  Ton  demselben  Grade  ist  wie  ihr  Nenner,  Aber  damit  ist 
im  allgemeinen  keineswegs  gesagt,  daCs  auch  umgekehrt  jeder  Divisor  Q 
von  der  Ordnung  Null  der  Hauptklasse  angehört,  also  einer  Funktion 
des  Körpers  gleich  ist.  Es  wurde  bereits  auf  S.  155  her  vor  gehoben, 
dafs  dies  zwar  für  den  Körper  K{s)  der  rationalen  Funktionen  von  s 
allein,  aber  im  allgemeinen  nicht  für  einen  algebraischen  Körper  K{0,  u) 
der  Fall  ist,  da  z.  B.  schon  ein  Divisor  Q  =  -^  im  allgemeinen  nicht 
der  Hauptklasse  angehört,  weil  keine  Grßlse  §  existiert,  welche  nur 
eine  einzige  Nullstolle  und  einen  Pol  besitzt.  Dies  ist  (nach  der  Be- 
merkung auf  S.  247  ,  unten)  dann  und  nur  dann  der  Fall,  wenn  der 
algebraische  Körper  K(b,u)   einem  rationalen  Körper  K{^)  gleich  ist. 

Wir  wollen  nun  allgemeiner  zwei  Divisoren  D  und  Q'  äqui- 
valent nennen  und  sie  in  eine  Klasse  Q  rechnen,  wenn  ihr  Quotient 
=-,  eine  Gröfse  des  Körpers  K{^,  m)  ist.  Zwei  Divisoren  gehören  also 
dann  und  nur  dann  in  eine  Klasse,  wenn 

ist,  wo  I  irgend  eine  algebraische  Funktion  des  Körpers  K  bedeutet. 
Ist  also  0p  irgend  ein  Divisor,  und  durchläuft  S,  alle  Elemente  des 
Körpers  K,  so  sind  alle  Produkte  ^Qq,  als  Divisoren  betrachtet,  zu  O^ 
äquivalent.     Denn  ist 

so  ist  wirklieh 


Umgekehrt  sind  aber  in  dem  Bereiche  (|Cü)  auch  alle  zu  iDp  äqui- 
valenten Divisoren  enthalten.  Denn  ist  0  -^  0^,  so  ist  ja  -g-  =  |, 
vro  5  eine  Gröfse  von  K  bedeutet,  d.h.  es  ist  in  der  That  0  =  10^. 
Die  Divisoren  einer  Klasse  bilden  also  einen  Bereich  von  unendlich 
vielen  Elementen,  welche  aber  den  Divisoren  der  Hauptklasse  eindeutig 
zugeordnet  sind,  denn  man  erhält  ja  alle  Divisoren  desselben  und  jeden 
niu:  einmal,  wenn  man  alle  Elemente  |  oder  0t  der  Hauptklasse  mit 
einem  beliebig  gewählten  Divisor  0,,  dieser  Klasse  Q  multipliziert.  Man 
kann  also  hier  in  ähnlicher  Bezeichnung  wie  oben  schreiben: 

(e)-(D.e, 

wenn  0n  irgend  ein  behebig,  aber  fest  ausgewählter  Divisor  der  Klasse  Q 
ist  und  I  alle  Elemente  der  Hauptklasse  durch^^uft. 
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Wir  wollen  diesen  Divisor  D„,  durcli  welchen  die  Elemente  der 
HanptMasse  (E)  in  die  entspiech enden  Elemente  der  Klasse  ((I)  ver- 
wandelt werden,  den  zur  Klasse  Q  gehörigen  Multiplikator 
nennen. 

Ist  speziell  D^  irgend  eine  Funktion  des  Körpers,  etwa  gleich 
Eins,  so  enthält  {Q)  =  (SX^,^)  =  (5)  alle  und  nur  diejenigen  Divisoren, 
welche  Grörsen  des  Körpers  K  gleich  sind;  die  vorhei'  definierte  Haupt- 
lilasse  der  Divisoren  ist  also  in  der  That  auch  nach  dieser  Definition 
eine  Divis  orenMasse. 

Man  erkennt  ohne  weiteres,  daCa  die  angegebene  Definition  der 
Äquivaiena  den  Bedingungen  genügt,  welche  man  an  eine  solche  stellen 
raufs.     Es  bestehen  nämlich  die  Sätze: 

1.  Jeder  Divisor  0  ist  sich  selbst  äquivalent,  da  ^  =  1  ist  und 
die  Zahl  1  der  Hauptklasse  ai^ehört. 

2.  Sind  zwei  Divisoren  einem  dritten  äquivalent,  so  sind  sie  unter- 
einander äquivalent.    Sind  nämlich  ö  und  D'  zu  Qq  äquivalent  imd  ist 

so  ist  ?r;  =  y, '  gehört  also  der  Hauptldasse  an. 

Alle  Divisoren  derselben  Klasse  haben  dieselbe  Ordnung,  da  jeder 
Divisor  Dol  die  Ordnung  q  von  O^  besitzt.  Es  soll  g  daher  die 
Ordnung  der  Klasse  (Q)  genannt  werden. 

Es  ergiebt  sich  so,  dats  die  Elemente  D  einer  beliebigen  Divi- 
sorenMasse  CQ)  =  (Cl(,E)j  abgesehen  von  dem  gemeinsamen  Faktor  O^, 
mit  den  Elementen  des  Körpers  K  übereinstimmen.  Jeder  Punktion  | 
des  Körpers  K  entspricht  dann  eindeutig  ein  Divisor  D^O^I 
der  Klasse  Q,  welcher  aus  i  durch  Multiplikation  mit  dem  festen  Mul- 
tiplikator Do  hervorgeht.  Umgekehrt  erhält  man.  aus  D  die  zugeordnete 
Punktion  ^,  wenn  man  Q  durch  den  Multiplikator  Q,,  dividiert. 

Welchen  Divisor  der  Klasse  Q  man  hier  als  den  gemeinsamen 
Multiplikator  wählt,  ist  vollkommen  gleichgiltig.  Ist  rüimlieh  OJ,  ein 
anderer  Divisor  der  Klasse,  ist  also 

so    entspricht   jetzt    dem    vorher    betrachteten    Divisor  £l   eine    andere 
Punktion  |  des  Körpers,  denn  es  ist 

D-0.l-o;^l-ö;,&i)-Dii:         (i-ss.) 

Wählt  man  also  statt  des  Multiplikators  £lo  einen  anderen  Divisor  £1^, 
BO   findet   man    die   den   einzelnen   Divisoren  O,  Ö', . .  -    zugeordneten 


y  Google 


§  1.    Die  Multiplikatoren,  2Ö3 

Elemente  |,  |', .  -  ■  ^^''^  Haiiptklasse,  indem  man  die  diesen  vorher  augeord- 
neten Elemente  |,  |', .. .  alle  mit  derselben  Grröfse  |g  =  ^  multipliziert. 
Man  kajm  den  Multiplikator  Do  innerhalb  der  Klasse  Q  stets  so 
wählen,  dafs  er  einen  oder  mehrere  gegebene  Primteiler  ?ß,  ^', . . .  ^*''' 
gar  nicht,  weder  im  Zähler  noch  im  Nenner  enthält.  Sollte  das  nämlich 
für  den  m-sprünglich  gewählten  Multiplikator  nicht  der  Fall  sein,  so 
kann  man  statt  seiner  einen  ajideren  äquivalenten 


nehmen   imd   die   Fimktion   l^   im    Körper  K  nach  S.  217  so   wählen, 
dafs  der  Q.notient 

die  Primfaktoren  ^,  ^',  ■ . .  ^*''*  garnioht  enthält. 

Hat  man  den  Multiphkator  DJ,  so  gewählt,  so  sind  irgend  zwei 
zugeordnete  Elemente  |  nnd  IQ=|0|)der  Hauptklasse  Eund  der  Klasse  Q 
stets  von  derselben  Ordnung  in  Bezug  auf  diese  gegebenen  Prira- 
faktoren  9ß,  ^', . . .  SP'''',  weü  ja  ihr  Quotient  r-  =  Dp  gerade  diese  Divisoren 
nach  dem  vorher  Gesagten  nicht  enthält. 


§2. 
Es  seien  jetzt 

f^  beliebige  Funktionen  des  Korpers,  und 

Qj„    Dj„  . . .  Ds^, 

die  ihnen  eindeutig  entsprechenden,  auch  der  moltiphkativen  Konstante 
nach  bestimmten  Divisoren  der  Hauptklasse  E,  so  dafs  allgemein 


ist;  dann  stellt  jede  homogene  lineare  Funktion 
1)  l-qli  +  c,l3-f---+c^|^ 

mit  konstanten  Koeffizienten  für  jedes  VVertsystem  c^, . . .  c,,  ein  Element 
des  Körpers  dar,  welches  durch  jene  Konstanten  eindeutig  bestimmt 
ist.     Ist 

0^  =  e!-^ 
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der  zu  I  gehörige  DiTisor  der  Hauptklaase,  und  ersetzt  man  in  (1)  die 
Elemente  des  Körpers  K  durch  die  ihnen  gleichen  Divisoron,  so  ist  D^ 
ebenfalls  durch  die  Grleichung 

la)  £l5  =  CjOs, +  C2Q;,  H h  c^,£Lf^ 

eindeutig  bestimmt  und  kann  leicht  mit  Hufe  der  folgenden  Über- 
legung gefunden  werden: 

''""'  E-.(üi.,Dj.,,..n.<,) 

der  gröfete  gemeinsame  Teiler  der  jt  Divisoren  Di^  d.  h,  derjenige 
Divisor,  welcher  jeden  einzelnen  Primfaktor  5p  so  oft  enthält,  als  er 
mindestens  in  allen  (i  Divisoren  Q^^.  aufti-itt;  dann  ist  S)  im  allgemeinen 
ein  gebrochener  Divisor,  und  es  bestehen  die  ft  Gleiehnngeu 

Q,,=     ®.@;  (j=l,3,.,.p), 

WO  jetzt  (@j, . . .  (S,i)  ganze  Divisoren  bedeuten,  welche  keiuen  Prim- 
faktor gemeinsam  haben. 

Dann  zeigt  man  leicht,  dafs  auch  D|  durch  den  gröfsten  gemein- 
samen Teiler  %  teilbar  ist,  dafs  also,  wie  auch  die  Koeffizienten  C; 
beschaffen  sein  mögen,  stets  die  Gleichung  besteht: 

wo  (5S  einen  von  den  Ci  abhäi^gen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Ist  nämlich  ^  ein  beliebiger  Primteüer  und  ^^  diejenige  Potenz 
desselben,  welche  in  %  enthalten  ist,  so  sind  alle  \i  Divisoren  0^^  oder 
also  aJle  ft  Funktionen  li  mindestens  durch  ?ß''  teilbar.  Ist  also  der 
zu  ^  gehörige  Punkt  ^  von  Sf},  etwa  ein  d-blättriger  Verzweignngs- 
punkt,  so  bestehen  in  seiner  Umgebung  für  |,, .  . .  ^^  die  Entwicke- 
langen 

i. 

s_ 
|,-e,(^-»)"+... 


l,.-«„(2-«)-+--, 

wo  mindestens  einer  der  /i  Anfangskoeffizienten  e,,  e^, . . .  e^  von  NuU 
verschieden  ist.  Also  ergiebt  sich  für  |  oder  Q|  in  der  Umgehung 
desselben  Pimlttes  die  Entwickelung 

?-«(«-«)"+■■■, 
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WO  der  Änfangskoeffizient  e  durch  die  Gleichmig 

2)  e  =  Cißi  +  Cä^  H h  e^e,, 

beBtimmt  ist.  Also  ist  |  in  der  Umgebung  einer  jeden  Stelle  ^  min- 
destens YOn  derselben  Ordnung  wie  der  DiTisor  'S)  von  (Ij, .  ,  .  |„), 
d,  h.  es  ist  in  der  That  !Q  =  3)@,  was  zu  beweisen  war. 

Aus  der  Form  (2)  des  Änfangskoefflzienten  e  in  der  Entwickeluug 
Ton  I  folgen  aber  weiter  unmittelbai-  die  Sätze: 

1.  Man  kann  die  Konstanten  Cj,  c^, , .  .  c^  auf  unendlich 
viele  Arten  so  bestimmen,  dafa  in  der  Punktion  |  =  33®  der 
ganze  Divisor  (S  beliebig  viele  gegebene  Primteiler 

Sßli),    5ß(3)^ , , .  ^(») 
nicht  enthält; 
denn  hierzu   siad  ja   die  Konstanten  C;  nur  so  zu  wählen,  dafs  die  zu 
5ß''', . . .  ^'•'^  gehörigen  Anfangskoeffizienten  (2)  von  Null  verschieden  sind. 

2.  Mau  kann  die  Konstanten  c^, . . .  c^  stets  so  bestimmen, 
dafs  der  Divisor  @  einen  gegebenen  Primteiler  ^  enthält; 

denn  zu  diesem  Zwecke  brauchen  ja  die  d  nur  so  gewählt  zu  werden, 
dafe  der  zu  ^  gehörige  Änfangskoeffizient  (2)  verschwindet. 

Da  sich  die  Divisoren  eiuer  und  derselben  Klasse  Q  von  den 
zugeordneten  Divisoren  der  Hauptklasse  E  nur  um  einen  und  den- 
selben Multiplikator  O^  unterscheiden,  so  gelten  die  soeben  gefundenen 
Sätze  ohne  weiteres  auch  für  die  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse, 
wenn  wir  festsetzen, 

dafs  jede   Gleichung  zwischen   beliebigen  Gröfsen  ^,  li, .  . .  ^^ 
dea  Körpers  K  oder  zwischen  beliebigen  Divisoren 

Dl,     Q;,, . . .  Gf^ 
der   Hauptklasse   .E   giltig   bleibt,   wenn  man   sie    mit   einem 
beliebigen   von   Null   verschiedenen  Divisor  multipliziert,  und 
dafa  umgekehrt  eine  solche  Gleichung  innerhalb  der  Klasse  Q 
besteht,  wenn  aus  ihr  durch  Division  mit  dem  Multiplikator  Qg 
eine  richtige  Gleichung  innerhalb  der  Hauptklasse  E  folgt. 
Diese  Pestsetzung  stimmt  mit  dem  bekannten  Satze  überein,  dafs  eine 
Gleichung    richtig    bleibt,    wenn    man    sie   mit   einer    von   Null   ver- 
schiedenen Gröfse  multipliziert. 

Es  sei  Dq  der  Multiplikator  für  die  Klasse  Q,  und  es  mögen 

die  den  Divisoren  der  Hauptklasse 

Qs,    Os.,    Oe.,  •■•»;, 
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oder,  was  dasselbe  ist,  die  den  Elementen 

I,  t„  i„...i, 

Yon  K  zugeordneten  Divisoren  der  Klasse  Q  sein,  so  dafe  also  all- 
gemeiti  0,-=  D=.Do=  h^\  ist.  Multipliziei-t  man  nnn  die  Grleiclivmg  (1) 
mit  Dj  und  ersetz.t  die  dann  sieh  ergebenden  Produkte  D^jO,,  durch  die 
ihnen  gleichen  Divisoren  D;,  so  erhält  man  die  Gleichung 

3)  D  =  CiDi  +  C2DaH 1-  c^Ö^, 

durch  welche  jetzt  für  jedes  Wertsystem  der  (c;)  ein  Divisor  D  der 
Klasse  Q  eindeutig  bestimmt  iat,  nämlich  derjenige,  welcher  dem 
durch  (1)  gegebenen  Divisor  iSZl|  der  Hauptklasse  zugeordnet  ist. 

Diese  Gleichung  (3)  zwischen  den  {p,  +  1)  Divisoren  der  Klasse  (^) 
besagt  nur,  dafs  zwischen  den  zugeordneten  Elementen  |,  Ij, . .  .  |^,  der 
Hauptklasse  die  entsprechende  Gleichung  (1) 
3a)  5  =  q|, +  c,£,+-.-+c„^„ 

besteht,  in  welche  diese  durch  Division  mit  dem  gewählten  Multi- 
plikator 0(,  übergeht,  wenn  man  allgemein 

setzt.  Geht  man  dagegen  umgekehrt  von  der  Gleichung  (3)  aus,  dividiert 
sie  aber  durch  einen  anderen  Multiplikator  DJ,,  so  erhält  man  aller- 
dings eine  von  (3a)  verschiedene  Gleichung  des  Körpers,  welche  aber 
eine  notwendige  Folge  von  dieser  ist.     Setzt  man  nämhch 

SO  geht  aus  (3)  durch  Division  mit  DJ,  die  Gleichung 

3b)  l'  =  Ciii  +  (^^^-i-.-.+c^^;, 

hervor,  aber  aus  den  Gleichungen  (4)  und  (4a)  folgt,  dafs 

ist;  also  geht  die  zweite  Gleichung  (3b)  aus  der  ersten  (3a)  durch 
Multiplikation  mit  dem  Faktor  %^  hervor,  die  eine  ist  also  dann  und 
nur  dann  erfüllt,  wenn  auch  die  andere  besteht. 

Geht  man  umgekehrt  von  der  ebenfalls  richtigen  öleichung  (3b) 
der  Hauptklasse  ans  und  multipliziert  sie  mit  dem  neuen  Multi- 
plikator DJ,,  so  gelangt  man  wegen  (4a)  zu  genau  derselben  Glei- 
chung (3)  wie  vorher;  diese  Beziehung  zwischen  den  Divisoren 

D,    Dl, . . .  Da 
von  Q  ist  also  von  der  Wahl  des  Multiplikators  D^  ganz  uniibliängig. 
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Jeder  homogenen  liaearen  Gleichung  zwischen  beliebigen  Elementen 
des  Körpers,  d.  h.  zwischen  Divisoren  der  Hanptklasse  entspricht  also 
dieselbe  Gleichung  zwischen  den  zugeordneten  DiTisoren  einer  beliebigen 
Klasse  Q,  und  zwar  fiir  einen  ganz  beliebig  anzunehmenden  Multi- 
plikator Co-  Durch  diese  Gleichung  (3)  ist  also  für  jedes  Wertsystem 
<^,c^,...e^  ein  Di-risor  D  der  Klasse  Q  eindeutig  bestimmt.  Wir 
können  das  Verhalten  von  Q  in  Bezug  auf  jeden  Primteiler  *ß  leicht 
feststellen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  den  Multiplikator  D^  ein- 
fach so,  dafs  er  ^  weder  im  Zähler  noch  im  Nenner  enthält,  was 
nach  der  auf  8.  253  gemachten  Bemerkung  stets  möglieh  ist.  Dann  ent- 
halten nach  Division  mit  Q^  in  der  zugehörigen  Gleichung 

i-cA  +  '-'  +  'A 

die   zugeordneten  l^mktionen  |,  li,  . . .  I«   den  Primteiler  ^   genau   so 
oft,  wie  vorher  die  Divisoren  D,  D^, . . .  O^,;  es  gelten  daher  für  diesen, 
also   auch  für  jeden  Primfaktor  genau  die  oben  für  die  Divisoren  der 
Hanptklasse  gefundenen  Sätze.     Ist  also  wieder 
®  ^  (Dl,  Ds, . . .  D„) 
der  gröCste  gemeinsame  Teiler  von  Oj,  Q^, . . .  D^,   ist   also  allgemein 

wo  die  ganzen  Divisoren  (@i,  ®^, . .  .  @f,)  den  gröfsteu  gemeinsamen 
Teiler  Eins  haben,  so  ist  auch 

und  man  kami  die  Konstanten  q,  (^, . , .  c^  stets  so  bestimmen,  dafs  @ 
entweder  behebig  gegebene  Primteiler  nicht  enthält,  oder  dafs  @  einen 
gegebenen  Primfaktor  ^  ala  Teiler  besitzt;  sind  also  speziell 

®i,     %,  ■  ■  ■  ®« 
ganze  Divisoren,  so  gilt  dasselbe  von  jedem  Divisor 

@  =  0j(5S^+...+  c„®p 
für  beliebige  Werte  der  ft  Konstanten  c;. 

Wir    wollen    v   Divisoren   D^,  0^, . . .  Qp    linear    unabhängig 
nennen,  wenn  zwischen  ihnen  keine  lineare  homogene  Eelation 
5)  qO,  +  c^  Oa  +  ■  ■  ■  +  c^öv  =  0 

mit  konstanten  Koeffizienten  besteht,  oder,  was  dasselbe  ist,  wenn  die 
V    zugeordneten   Funktionen   der   Hauptklasse   ^^j  ^2, . . .  ^i   linear   un- 
abhängig sind;  denn  aus  einer  Gleichung 
5a)  cJi  +  c,l3+--.+  c.^„  =  0 

würde  ja  durch  Multiplikation  mit  Do  die  entsprechende  Gleichung  (5) 
hervoi^ehen. 

HanBBl  n.  LanäBhcrg,  Algetaaisulie  Funktionen  oto,  IT 
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Ganz  ebenso,  wie  wir  liier  lineare  homogene  Funktionen  \ou 
ji  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse  Q  uatersneht  haben,  können  wu 
auch  homogene  Funktionen  höheren  Grades  in  den  Kreis  un-,eiei  Be 
trachtungen  zieh-en,  doch  soll  hierauf  an  dieser  Stelle  mclit  nabei  ein 
gegangen  werden;  wir  werden  später  sehen,  dafs  dieses  allgemeinere 
Problem  nnmittelbar  auf  das  hier  betrachtete  znrückgeluhi't  werden 
kann. 

SiBd 

irgend  zwei  Paare  äquivalenter  Divisoren,  ist  also 

wo  Tj  und  ^  zu  K{fi,u)  gehören,  so  ist  auch 

denn  es  ist 

OiR  _Qffl_     ,         äi    _  ä'    _    ij 
Q'3i'  ^  a'  *  91'  ~  ^^'       Q'"  "~   SR    ~    £  ■ 

Sind  also  (ö)  und  (E)  zwei  beliebige  Divisorenklaseen,  so  bilden  alle 
Produkte  DSft  je  zweier  Divisoren  von  (0  und  (JS)  eine  neue  Klasse, 
welche  durch  (jQM)  bezeichnet  werden  soll  Ganz  ebenso  bilden  alle 
Quotienten  s'  deren  Zahler  dei  Klasse  [Q)  und  deren  Nenner  der 
Klasse  (K)  angehören,  eine  neue  Klasse,  welche  durch  {%]  bezeichnet 
werden  soll. 

Sind  g  und  r  die  Oidnimgs?ahlen  der  Klassen  Q  und  E, 
so  besitzen  QU  und  -  offenbai  die  Ordnungezalilen  g  4-  ** 
imd  g,  —  r.  Die  Hauptklasse  E  ist  die  einzige,  durch  deren 
Multiplikation  oder  Diiision  eine  beliebige  Klasse  Q  nicht  ge- 
ändert wird,  denn  es  ist  ja 

QE-Q,   |_e, 

weil  nur  durch  Multiplikation  bzw.  Division  mit  einer  Grölse 
des  Körpers,  d.  h.  einem  Divisor  der  Hauptklasse,  ein  Divisor 
von  Q  in  einen  äquivalenten  Teiler  übergeht. 
Ist  ferner  %  irgend  ein  Divisor  der  Klasse  {QB),  so  kann  %,  und 

zwar  auf  unendlich  viele  Ai-ten,  in  ein  Produkt  von  zwei  Faktoren  0,3! 

zerlegt  werden,  welche  bzw.  zu  ($)   und  zu  (E)  gehören.     Sind   n'äm- 
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lieh  O  und  SR  irgend  zwei  Divisoren  von  (Q)  und  (E),   so   gehört  ja 
das  Produkt  D3{  ebenfalls  zii  der  Klasse  {QK),  es  ist  also 

d.  ]i.  es  ist 

wo  I  der  Hauptklasse  angehört.     Also  ist 

%  =  0^1  =  ZX'Ü, 
d.  h.  gleieh  einem  Produkte  der  beiden  Paktoren 

welche  bzw.  zu  (Q)  und  zu  (B)  gehören,  und  zwar  kann  einer  der- 
selben, etwa  Q  =  D,  innerhalb  der  Klasse  (l^)  ganz  beliebig  an- 
genommen werden;  der  zweite  ist  dann  innerhalb  (JR)  eindeutig  be- 
stimmt. Genau  ebenso  beweist  man,  dafs  auch  jeder  Divisor  der 
Klasse  f-^  1  auf  unendlich  viele  Arten  als  eia  Quotient  -^  dargestellt 
werden  kann,  dessen  Zahler  zu  (Q")  und  dessen  Nenner  zu  {U)  gehört. 
Sind  also  Q  und  ?lt  zwei  spezielle  Divisoren  der  beiden  Klassen  Q 
und   li,   durchlaufen   ferner  |  und   j;   alle   Divisoren   der   Hauptklasse, 

"■"*"'"  (OE)     und     (SB,) 

alle  Divisoren   der   Klassen  (Q)  und  (i^),   so    sind   aUe   Divisoren   der 

Klassen  {QE)  und   f-^-j   und  nur  sie  in  der  l'orm 

(OSRl)     md     (|i^) 

enthalten,   wo   auch   g,  ^  wie   stets   im    folgenden   alle    Divisoren   der 
Hauptklasse  durchlaufen. 

Aus  diesen  Sätzen  folgt,  dafa  man  mit  den  Divisorenklassen  genau 
ohenso  rechnen  kann  wie  mit  gewöhnlichen  Zahlen,  solange  es  nur 
auf  Multiplikationen  und  Divisionen  ankommt.  Speziell  folgt  aus  der 
Öldchmig  («)(«)-(!■) 

durch  Auflösung 

Sind  femer  (0,  (E)  und  {M)  beliebige  Divisoreuklasseu,  so  folgt  aus 
derOleiAung  (fi)  (»)  _  (iä)  (Jlf ) 

ohne  weiteres  die  andere; 
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•lenn  sind  D,  91,  W  irgendwelche  Divisoren  jener  drei  Klussen,  so  ist  ja 

also  gehört  der  Quotient 

der   Hauptklasse   an,   es   ist   also  iu  der  ITiat  D '-'  9t,  mithin  Q  =  M. 

§4. 

Unter  den  Divisoren  einer  Klasse  (Q)  sind  diejenigen  besonders 
wichtig,  welche  ganz  sind,  also  keinen  Nenner  haben.  Sie  bilden  einen 
Teilbereich  jener  Klasse,  welcher  ihr  Integritätsbereich  genannt 
und  durch  [Q]  bezeichnet  werden  soll. 

Ist  @  irgend  ein  ganzer  Diyisor  der  Klasse  Q,  g  das  zugeordnete 
Element  der  Hauptklasse  und  Do  der  Multiplikator,  so  ist 

ein  ganzer  Divisor,  also  folgt 

^      o/ 

d.  h.  der  Divisor  @  ist  dann  und  nur  dann  ganz,  wenn  die  zugeordnete 
Funktion  ^  des  Körpers  ein  ganzes  Vielfaches  von  =-  ist. 

irgend  welche  ganze  DiTisoren  der  Klasse  {Q),   so    ist,    wie   oben   be- 
wiesen, jede  homogene  lineare  Funktion 

ebenfalls  ein  ganzer  Divisor  von  {Q). 

Wir  zeigen  nun,  dafs  man  stets  alle  ganzen  Divisoren  einer  be- 
liebigen Klasse  {Q)  homogen  und  linear  durch  eine  Anzahl  linear  un- 
abhängiger ganzer  Divisoren  daratellen  kann,  und  zwar  durch  ein 
endliches  ganz  bestimmtes  Verfahren. 

Die  Divisoren  ®i,  (B^, .  ■  .®/t  bilden  dann  und  nur  dann  ein  linear 
unabhängiges  System  ganzer  Divisoren  der  lOasse  (Q),  wenn  die  zu- 
geordneten. Funldionen  t^,  ^, . .  .  ^^  der  Hauptklasse  ebenfalls  linear 
unabhängig  und  sämtlich  Multipla  des  Divisors 


öo  = 


a 


sind.     Ist   umgekehi-t   E;^,  tj, . .  .  §»   ein   vollständiges   System   linear 
unabhängiger  Multipla  von  ^-}  so   bilden   die  zugeordneten  Divisoren 
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ein  vollständiges  System  (ß^,  ®a, . .  .  &n)  ^on  lineai-  unabhängigen 
ganzen  Divisoren  der  Klasse  (^),  denn  es  ist  ja  erstens 

D,^,  =  £lo'-^®i  =  ®'>  («  =  1,2, ...AO 

also  ganz;  femer  sind  jene  JV  Divisoren  ©,-  auch  linear  unalihängig, 
da  die  zugeordneten  Funktionen  g;  unabhängig  sind;  und  endlich  bilden 
sie  auch  ein  vollstäncüges  System  unabhängiger  ganzer  Divisoren, 
denn  wäre  etwa  ein  ganzer  Divisor  ®o  ^'^^  (ö)  nicht  durch  ®i,...lS.v 
darstellbar,  so  wäre  die  zugeordnete  Punktion  ^q  ein  Multiplum 
von  -^i  aber  nicht  durch  ti>  ■  ■  ■  tx  darstellbar,  und  dies  verstölst  gegen 
die  gemachte  Annahme,  dafs  £i, . . .  S»  ein  vollständiges  System  linear 
unabhängiger  Multipla  von  ^  bilden. 

Mit  Hilfe  der  im  §  1  der  fünfzehnten  Vorlesung  abgeleiteten 
Uesnltate  sind  wir  aber  imstande,  ein  vollständiges  System  linear  un- 
abMngiger  Multipla  des  Divisors  g-  =  Do  zu  bestimmen.  Zu  diesem 
Zwecke   branclien  wir  nur  ein  Puudamentalsystem 

(|M,  |W,  .  .  .  |W) 
für  den  Körper  K{s,  u)   und   den   Divisor  £1^   zu   bilden,    welches    in 
Bezug  auf  eine  reguläre  Stelle  (s  =  «(,)  normal  ist.     Sind  dann  wieder 


die  Ordnungszahlen  jener  Funktionen  in  Bezug  auf  die  Stelle  («  =  t/.^), 
und  sind  r^,...r,  diejenigen  unter  ihnen,  welche  positiv  oder  Null 
sind,  so  bilden  die 

jV=(r,  +  l)  +  --.  +  (r,,+  l) 
Funktionen 

ein   vollständiges    System   linear   imabhängigt 
unsere  Aufgabe  ist  damit  vollständig  gelöst. 

Diese  Bestimmung  ist  natürlich  ganz  unabMngig  davon,  welcher 
Multiplikator  Co  zur  Zuordnung  benutzt  wird.  Wählen  wir  DJ,  statt  Dq, 
und  ist  _, 

Oc         ^'" 
so  erhalten,  wir  aus  dem  vorigen  Systeme  (1)   ein  Fundamentalsystem 
für  alle  Multipla  von  ^>  indem  wir  einfach  alle  seine  N  Funktionen 
mit  lo  multiplizieren,  denn  wahrend  die  ersteren  alle  in  der  Form 


y  Google 


262  Sielizehntc  Vorlosung. 

darsbellbar  waren,  sind  die  anderen  in  der  Form 
®.        @,  % 

Ö^o '     Ö'ö '  ' " '  5*7 
enthalten,  die  Zahler  sind  also  ungeändert  gehliebpu 

Wir  wollen  die  ÄJizalil  N  der  linear  unabhäDgigen  gaiiKon  Diii- 
BOren  der  Klasse  {Q)  die  Dimension  von  (Q)  nennen  und  durch  {Q\ 
bezeichnen*,  sind  also  r^,  r^, .  ■ .  r,  die  Exponenten  derjenigen  Elementar- 
teuer  des  algebraischen  Systems  (^fi)  für  die  Stelle  (;  =  «„),  welche 
nicht  negatJT  sind,  so  ist  die  Dimension  der  Klasse  [Q)  durch  die 
Gleichung  gegeben: 

2)  lö)  =  (n  +  i)  +  ---+('-.+  i). 

Ist  die  Ordnung  g  der  Klasse  Q  speziell  kleiner  als  n,  so  kann 
keine  einzige  unter  den  n  Ordnungszahlen  r;  positiv  sein;  denn  wäre 
auch  nur  j-j  ==  1 ,  so  waren  nach  (1)  li  und  --~  Multiyla  von  ^  > 
es  bestünden  also  die  beiden  Gleichungen 

K  —  ®.      _l!_  _  ®! 

wo  &  und  ®'  ganze  Divisoren  g""  Ordnung  sind;  also  ergäbe  sich 
durch  Division  ^^ 

wo  der  rechts  stehende  Quotient  vom  Grade  q  oder  von  niedrigerem 
Grade  ist,  je  nachdem  die  Divisoren  ®  und  &  einen  gemeinsamen 
Teiler  haben  oder  nicht.  Da  aber  0  ~  cr^  vom  n*™  Grade  ist,  so  mufs 
in  diesem  Falle  sicher  g  ^  «  sein. 

Ist  also  q  <  n,  so  sind  die  Ordnungszahlen  der  Elemente 

«»,■■■1«) 

für  die  Stelle  (s=  n^)  alle  Null  oder  negativ;  in  diesem  Falle  ist  also 
die  Dimension  der  Klasse  Q  durch   die  einfachere  Gleichung  gegeben: 

Wl-s 

wenn  ^W  das  letzte  Element  nuUtei  Ordnung  m  (s  =  fE„)  ]st  Ist  also 
der  Grad  einer  Klasse  klemei  als  m,  so  kann  ihre  Dmiension  höchstens 
gleich  n  sein, 

Ist  jetzt  wieder  Q  eine  beliebige  Klassf  algebiaischei  DivisoKU 
von  der  Ordnung  q,  m  welchei  q  nur  so  giols  angenommen  ist, 
dafs  ihre  Dimension  N  sicher  giofsei  als  Ems  ist,  und  smd  wiedei 
(^^(i)j  r/^), . , .  r/"')  ein  volktdndiges  &ystem  linear  unabhai^igei  Multipla 
von  D.,  so  dafs 

®, 
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ist,  SO  ist  der  Quotient 

für  jedes  Wertsystem  Ci, . .  -  c,v— i  eine  Gröfse  des  Körpers,  deren  Grad 
gleicli  oder  kleiner  als  q  ist,  je  nachdem  die  N  ganzen  Divisoren 
@i, . .  .&N  teileriremd  sind  oder  einen  gemeinsamen  Teiler  Sü  besitzen, 
denn  nur  dieser  Teiler  hebt  sich  für  unbestimmte  C;  fort.  Wegen  der 
UnabhUngiglceifc  der  N  Gröfsen  t;!''  itann  x  für  keine  Wahl  der  Koeffi- 
zienten C;  eine  Konstante  werden,  da  aus  der  Gleichung  a^  =  c  die 
Eelation  ,,,   ,         ,  /v    ^  /»n       « 

folgen  würde.  Wir  können  nun  die  iV— 1  im  Zähler  von  x  homogen 
auftretenden  Konstanten  c^  ''\— i  nach  S.  255  Nr.  2  stets  so  be- 
stimmen,  dals  dei  Zdhlei  von  i  mindestens  N ~2  Prjmfaktoren  mit 
dem  Nennei  gemeinsam  hat,  welche  sich  also  fortheben-  Auf  diese 
Weise  eigiebt  sich  fui  i  eine  nicht  konstante  Grofsö  des  Küi-pers, 
deren  Grad  gleich 

q-N+2 

oder  noch  kleiner  wird.     Es  ergiebt  sich  also  der  allgemeine  Satz: 

Ist  Q   eine  Divieorenklasse,   deren  Dimension  mindestens 
gleich  zwei  ist,  so  kann  man  auf  rationalem  Wege  eine  nicht 
konstante  Gröfse  x  des  Körpers  finden,  deren  Gi-ad 
3)  n^<q-{Q}  +  2 

ist;   legt   man   diese   als  unabhängige  Variable   zu  Grunde,  so 
geht  K(0,  u)  in  einen  Körper  von  derselben  Ordnung  über. 

Da   der   Grad   Wj   immer    mindestens   gleich   Eins    bleibt,    so    ergiebt 

sich  die  Ungleichung 

4)  säiei-1, 

welche  gilt,  sobald  die  Dimension  [Q]  mindestens  gleicli  zwei  ist.  Wir 
werden  sehr  bald  in  dem  ßiemann-Rochschen  Satze  den  allgemeinsten 
Ausdruck  für  diese  Beziehung  kennen  lernen, 

Ist  endlich  q<n  und  s  die  Anzahl  der  Elemente  |<^*, , . .  |W, 
welche  sich  im  Punkte  (s  =  cf^)  regulär  verhalten,  so  kann  man  auf 
dem  hier  angegebenen  Wege  den  Grad  des  Körpers  mindestens  auf  die 
Zahl  2  ~  s  +  2  erniedrigen. 

Aus  der  genauen  Gleichung  (2)  leiten  wir  endlich  noch  eine  ungenaue 
ab,  welche  mitunter  mit  Katzen  angewendet  wird.  Da  alle  auf  r, 
folgenden  Ordnungszahlen  »"s-^-i, . .  -  r„  negativ  sind,  also  höchstens  den 
Wert  —  1  haben,  so  ist 
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l'31-('-.+i)+'-'  +  ('-.+x)äC>-,+i)H-"+('-.+i)+'-+{'-.+i) 


nach  dem  auf  S.  226  bewiesenen   Satze    gleich  —  ( s  +  -y-)    ist,    wenn 

q  =  —  q   die  Ordnung   von    Clo  =  h-   ist,  so  folgt  aus  (5)  die  elegante 

Ungleichlieit 

6a)  lOlä!- (!--»)■ 

Wir  wollen  die  von  der  Wahl  des  Divisors  0.  unabhängige  ganze 
Zahl 

|-«+l 

nacli  Riemaim  durch  p  bezeichnen  und  sie  das  Geschleelit  des 
Körpers  K(z,u)  nennen.  Wir  werden  sehr  bald  den  wichtigen  Nach- 
weis führen,  dafs  diese  Zahl  nur  scheinbar  von  der  Wahl  der  Variabein  s 
oder  der  zugehörigen  Biemannschen  Fläche  91,  abMngt,  dafe  vielmehr 
für  jede  Variable  x  des  Körpers  K[s,  u) 

ist.     Diese   Zahl   ist   also  eine  und  zwar  die  wichtigste  Invariante  des 
Körpers  K.    Führen  wir  sie  schon  hier  Jn  die  Gleichung  (5  a)  ein,  so 
geht  sie  über  in 
5b)  ieiä;s-i,  +  l. 

Auch  diese  Ungleichung  wird  später  in  dem  ßiemann- Rochsehen  Satze 
durch  eine  fundamentale  Gfleichung  ersetzt  werden. 

Ersetzen  wir  endlich  in  der  Ungleichung  (3)  ebenfalls  [Q]  durch  den 

soeben   gefundenen  nicht   gröfseren  Wert  2— i'  +  l,  so  geht  die  dort 

gefundene  ohere  Grenze  für  n^  in  p  -\-l  über,  und  man  erhält  den  Satz: 

Man  kann  den  Grad  des  Körpers  K(^,  u)  stets  mindestens 

auf  p  -\-l  erniedrigen,   wenn  p  das    Geschlecht   desselben   ist. 

Wir  sehliefsen  hier  noch  zwei  für  die  Folge  wichtige  Bemerkungen 
an.  Für  eine  beliebige  Klasse  ((?),  deren  Ordnung  q  eine  negative 
Zahl  ist,  wird  .^,  _  , 

denn  jeder  ganze  Divisor  von  ((9)  müfste  ja  die  negative  Ordnungs- 
zahl q  haben,  was  unmöglich  ist. 

Dasselbe  ist  für  jede  Klasse  von  der  Ordnung  Null  der  Fall, 
welche  nicht  die  Einheitsklasse  ist,  denn  ein  ganzer  Divisor  kann  nur 
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dann   die   Ordnung   Null   haben,   wenn   er  gleich  Eins  ist; 

Falle  ist  aber  Q=^E,  weil  allein  diese  Klasse  die  Konstanten  enthält. 

Also  ist  endlich  ,  -j-,, 

denn  in  der  Hanpttlaeee  sind  die  Konstanten  die  einzigen  linear  nn- 
ahhängigen  ganzen  Elemente, 

8  5. 
Wir  verallgemeiaem  jetzt  das  im  vorigen  Paragraphen  gefundene 
Resultat,  indem  wir  uns  folgende  Aufgabe  stellen: 

Es  sollen  alle  Multipla  eines  Divisors  D  innerhalb  einer 
behebigen  Klasse  (iä)  gefunden  werden. 
Ist  speziell  (K)  die  Hauptklasse  (£),  so  ist  diese  Aufgabe  bereits 
in  der  fünfzehnten  Vorlesung  gelöst  und  als  das  Hauptproblem  in  der 
ganzen  Theorie  der  algebi-aischen  Funktionen  bezeichnet  worden.  Wir 
weisen  jetzt  nach,  dafs  die  hier  vorgelegte  Aufgabe  unmittelbar  auf 
jene  zurückgeführt  werden  kann. 

Alle  Divisoren  ?fi  der  zu  untersuchenden  Klasse  H  können  in  der 
Form  _ 

dargestellt  werden,  wo  0  den  gegebenen  Divisor  bedeutet  und  O  der 
Reihe  nach  alle  Divisoren  der  Klasse  [-^\  durchläuft.  Soll  also  ?ft  ein 
ganzes  Multiplom  von  D  sein,  so  ist  dies  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  0  =  @  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  (^1  ist.  Bilden 
umgekehrt 

1)  @„    @a.  ■  ■  ■  ®^ 

ein  vollständiges  System  von  linear  unabhängigen  ganzen  Divisoren 
der  Klasse  [-^V  so  bilden  die  ji  Produkte 

2)  D®!,     0%,  ...C©„ 

ein  voRatändiges  System  linear  unabhängiger  Multipla  von  D  innerhalb 
der  Klasse  (B);  denn  einmal  sind  die  Divisoren  (2)  linear  unabhängig, 
weil  es  die  Divisoren  (1)  sind,  zweitens  gehören  sie  der  Klasse  (iJ) 
an,   weil   die   Divisoren  (1)    der  Klasse   i  ^  |   angehören,   und  drittens 

kann  es  innerhalb  der  Klasse  {Q)  kein  Vielfaches  0,@o  geben,  welches 
durch  die  Elemente  (2)  nicht  homogen  und  linear  darstellbar  wäre, 
weil  ja  sonst  auch  der  ganze  Divisor  @q  der  Klasse   I  ^  j   nicht  durch 


y  Google 


266  Siebzelijite  Vorlesung. 

das   System  (1)   dargestellt   werden   könnte,    welches   dann   also   nicht 
vollständig  wäre. 

Es  ergieht  sich  hieraus  der  wichtige  Satz: 

Die  Anzahl  aller  linear  imabliängigen  Multipla   eines  he- 
liebigen  Divisore  Q  innerhalb  einer  Divisoreuklaase  (JR)  ist  gleich 


also    gleich    der    Dimension   der   Klasse   (^),    wenn    (_Q)    die 
Klasse   des    betrachteten   Divisors   ist;    sie    ist   also    von   der 
speziellen   Wahl   von   £1   innerhalb   der   Klasse  (Q)    ganz  un- 
abhängig. 
Ist  speziell  (R)  die  Hauptklasse  {E),  so  ist  die  Anzahl  der  linear 

unabhängigen  algebraischen  Funktionen,  welche  Multipla  eines  Divisors  0 

sind,  gleich  der  Diu 


der  durch  den  Divisor  -=r  bestimmten  Klasse;  man  erkennt  also  auch 
hier,  dafs  jene  Anzahl  ganz  unabhängig  von  der  Wahl  von  Q  inner- 
halb der  Klasse  (^)  ist. 

Ist  {Q)  von  höherer  oder  gleicher  Ordnung  wie  (B),   so   ist  nach 
der  am  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  gemachten  Bemerkung 

weil  die  Ordnungszahl  r  —  q  der  lüasse  (yj)  Null  oder  negativ  ist. 
Nur  in  dem  Falle,  dafs  Q  =  M  ist,  ist 

{11  =  1^1  =  1. 

Im  ersten  Falle  enthält  also  die  Klasse  (K)  kein  einziges  Multiplura 
ii^end  eines  Divisors  Q  der  Klasse  ($).  Ist  dagegen  Jf  =  §,  so  ist 
eben  O^  selber  das  einzige  Multiplum  von  Qß  innerhalb  der  Klasse  Q. 

8  6- 

Wir  betrachten  jetzt  zum  Abschlüsse   dieser  Untei^uchungen  alle 
ganzen  Divisoren  einer  beliebigen  Klasse  [Q).     Es  sei  {^}  =  (i,  und  es 


möge 


®n 


ein  vollständiges  iSjstem  linear  unabhängiger  ganzer  Divisoren  von  (Q) 
bedeuten.  Jeder  andere  ganze  Divisor  von  (l^)  ist  dann  eindeutig  in 
der  Form 
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darstellbar.    Haben  ferner  die  fi  Divisoren  &i  den  gemeinsamen  Teiler  ®, 
so  ist  S)  ebenfalls  ganz,  nnd  jeder  andere  ganze  Divisor  &  von  Q  ist 
ebenfalls  ein  Multiplura  von  ©,  also  gleich  %&. 
Es  sei  nun  allgemein 

®i  =  ®©,-; 

ist  dann  D  die  ku  ®  gehörige  Klasse,   so   bilden   die  fi  teilerfromden 

ganzen  Divisoren  _-  — 

^  ®„     ®„...%, 

welche  ans  den  ganzen  Divisoren  ®,-  durch  Weglassung  des  gemein- 
samen Teilers  ^  hervorgehen,   ein   Fundamentalsystem   für  die  Klasse 

denn  diese  ji  Divisoren  gehören  erstens  offenbar  alle  zn  dieser  Klasse, 
zweitens  sind  sie  linear  unabhängig,  und  drittens  ist  jeder  ganze 
Divisor   @  von  Q  in  der  Form 

M  =  cM^  +  Ca®a  +  ■  ■  ■  +  CfMf, 
enthalten,  weil  das  Produkt  ®@  =  @  zu  Q  gehört,  also  in  der  Form 

Ci®i  H h  Cfi&f,    darstellbar    ist.     Da    die   fi   Divisoren    &i,  . . .  ©^ 

teilerfremd  sind,  so  kann  man  innerhalb  Q  einen  Divisor 

so  auswählen,  dafs  er  beliebig  viele  beliebig  gegebene  Primfaktoren 
nicht  enthält;  wir  denken  uns  speziell  den  Divisor  ©„  so  gewählt,  dafs 
er  zu  S  relativ  prim  ist. 

Ist  also  Q  eine  beliebige  Klasse,  ®  der  Teiler  aller  ihrer  ganzen 
Divisoren;  ist  femer  D  die  Klasse  von  S),  nnd 

Q  =  I>Q, 

so  besitzen  die  beiden  lOassen  Q  und  Q  dieselbe  Dimension  /<., 
d.  h.  es  ist 

{«-(eh 

ferner  aber  zeigt  man  leicht,  dafs  für  die  andere  Klasse 

l-BI-l 
ist,  dafs  nämlich  jene  IQasse  nur  den  einen  ganzen  Divisor  2)  enthält. 
In  der   That,   existierte   anfser  ®   auch  imr  noch  ein  anderer  ganzer 
Divisor  ©'  innerhalb  D,  und  ist  ©„  der  oben   bestimmte  zu  ®  teiler- 
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firemde  Divisor  von  Q,  so  würde  ja  das  Produkt  5^®,,  ein  ganzer 
Divisor  von  !^,  also  als  solcher  noWendig  durch  5)  teilbar  sein,  und 
dies  ist  unmöglich,  da  ©(,  zu  ©  relativ  prim  und  3>'  Ton  %  ver- 
schieden ist,  also  notwendig  mindestens  einen  Primfaktor  ?ß  weniger 
oft  enthält,  als  S. 

Eine  Klasse  Q  soll  eine  Klasse  vom  Teiler  %  heifsen,  wenn 
ihre  ganzen  Divisoren  den  grÖfsten  gemeinsamen  Teiler  S  besitzen. 
Ist  speziell  ®  =  1,  sind  also  die  ganzen  Divisoren  von  Q  teilerfremd, 
so  heifse  Q  eine  primitive  Klasse  oder  eine  Klasse  vom  Teiler  Eins. 
Vermittelst  der  Gleichung 

kann  jede  Klasse  vom  Teiler  %  als  Produkt  einer  primitiven  Klasse  Q 
gleicher  Dimension  und  einer  anderen  Klasse  J)  vom  Teiler  S)  dar- 
gestellt werden,  deren  Dimension  aber  gleich  Eins  ist.  Ist  speziell  Q 
eine  primitive  Klasse,  so  ist  ®  =  1,  B  =  E,  nnd  es  ist  also  auch  in 
diesem  äufsersten  Falle  {D)  =  {JS}  =  1. 
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Die  Integralfnnktiouen  ra  i-ationaler  Differentiale.  —  Die  logarithmischen  Stellea 
derselben.  —  Die  Eesidnen.  —  Die  Vieldeutigkeit  der  Integralfnnktionen  auf  der 
einblättrigen  KttgelMcbe.  —  Änderung  der  Integrationsvariabeln.  —  Der  za  einem 
rationalen  Differentiale  gehörige  Differentialteüer.  —  Die  au  dem.  Körper  K{z) 
gehörige  DifferentialMasae.  —  Beaieliung  der  Integralfunktion  hu  ihrem  Differential- 
teiler.  —  Die  Integrale  aweiter  und  dritter  Gattung.  —  Abhängigkeit  der 
Integrale  a  vora  Integrationawege.  —  Anwendung  der  Eulersehen  und  der  Caachj- 
achen  Integraldefinitionen  auf  die  Funktionen  m.  —  Die  PeriodizilStsmoduln  der 
—  Die  Summe  aUer  Residuen  einer  rationalen  Funktion  von  z  ist 
stets  gleich  Kuli. 


Wir  wenden  uns  jetzt  zu  einer  genaueren  UnterBuchung  zunächst 
derjenigen  Funktionen,  welche  aus  den  rationalen  Differentialen 
durch  Integration  hervorgehen.  Später  werden  wir  dann,  und  das  ist 
unsere  Hauptaufgabe,  auch  die  Integralfunktionen  algebraischer 
Differentiale,  oder  die  sogenannten  Ahelschen  Integrale  mit  den- 
selben Methoden  eingehend  uuterauchen. 

Es  sei  zunächst  ^  =  (p{s)  eine  beliebige  Gi^öfse  des  Körpers  K^s) 
der  rationalen  Funktionen  von  s;  dann  ist  nach  der  bekannten  Euler- 
sehen Definition  das  unbestimmte  Integral 


1) 


=ßä. 


des  rationalen  Differentialee  ^d^  die  allgemeinste  Funktion  von  s,  deren 
nach  s  genommene  Ableitung  gleich  g  ist,  d.  h.  o  ist  als  Funktion 
von  s  durch  die  Differentialgleichung 


2) 


=  s 


definiert.    Da  für  den  Integranden  ^  in  der  Umgebung  ji 
der  einblättrigen  KugelÖUehe  eine  Entwickelung 

t  =  m  (S  -  U)"   +  ß;,  +  i  (^  -  «)''-!-'   +  ■  ■  ■ 


^  Punktes  p 
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bestellt,  welche  innerlialb  desjenigen  Kreises  mit  dem  Mittelpunkte  ^) 
gleichm'dfsig  konvergiert,  dessen  Peripherie  durch  den  nächsten  Pol 
von  £  hindurchgeht,  so  kann  diese  Reihe  gliedweise  integriert  werden, 
und  die  Integi'ation  liefert  für  a  eine,  abgesehen  von  einer  additiven 
Konstante  e?^,  eindeutig  heetimmte  Reihe  für  a 

WO  jedoch,  falis  t,  ein  Glied 


enthalten  sollte,  das  zugehörige  Entwickelungsghed  von  w  gleich 
a_ilg(^-tO 

ist.  Auch  dieses  Glied  wächst  bei  unbegrenzter  Annäherung  der 
Vaiiaheln  s  an  die  Stelle  «  über  jedes  Mafs  hinaus,  aher  so  schwach, 
dafs,  wie  bekannt  und  leicht  zu  beweisen  ist,  jede 
noch  so  kleinem  positiven  Exponenten  stärker  gegen  den  Wert  c: 
vergiert.  Genau  dasselbe  gilt  auch  hei  der  Entwickelung  des  Integrals  o 
in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen  Stelle  für  das  Glied  «jlgs;  auch 
dieses  wird  für  {z  =^  oo)  ebenfalls  unendlich  gi-ofs,  konvergiert  aber 
schwächer  gegen  diesen  Wert  als  jede  noch  so  Meine  positive  Potenz  s^ 
von  2.  Wir  könnten  also  ein  solches  Glied  lg(js  — «)  (bzw.  Igs)  in 
Bezug  auf  seinen  Charakter  in  der  "Umgebung  der  SteUo  (s  =  a)  [bzw. 
(s  =  oo)]  als  ein  GHed  von  unendlich  kleiner,  aber  negativer  Ord- 
nung bezeichnen. 

Der  einzige  Unterschied  zwischen  den  rationalen  Funktionen  t, 
von  3  und  den  zugehörigen  Integralen  ca  ist  also  der,  dafs  in  den 
Entwickeln n gen  der  letzteren  ein  solches  logarithmisches  GUed  auf- 
treten kann;  doch  kann  dies  nur  an  einer  endhchen  Anzahl  von 
Stellen  p  eintreten;  ist  nämlich  15  eiae  im  Endlichen  liegende  Stelle, 
so  mnfa  sie  notwendig  zu  den  Polen  des  Integranden  t,  gehören,  damit 
in  der  Entwickelung  (2)  Überhaupt  ein  Ghed  der  (—  1)'™  Ordnung  auf- 
treten kann.  Die  unendlich  ferne  Stelle  dagegen  braucht  kein  Pol 
von  t,  zu  sein,  da  hier  das  logarithmische  Glied  durch  die  Integration 
des  Gliedes  erster  Ordnung  --  erhalten  wird. 

Wir  wollen  eine  endliche  bzw.  die  unendlich  ferne  Stelle  i^  eine 
logarithmische  Stelle  der  Integralfunktion  ra  nennen,  wenn  in 
dem  zugehörigen  Punktionenelement  to(^)  das  Ghed  lg(s  — cc)  bzw.  Ig^ 
auftritt,   mag   dieses  aul'serdem  noch  Glieder  von  niedrigerer  negativer 
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Ordnuii^  eutl  alten  o  1er  n  bt  N  ir  n  d  esen  Stellen  mte  ach  let 
si  h  das  "V  rbalten  1er  Integialf  uikt  onen  o  von  len  1er  iit  rnlen 
Fl  ktoie  von  F  r  jele  enllicle  Stelle  \  nd  1  e  nenll  cl  ieme 
SteUe  de  KUoGlflacl  e  St  bes  tzt  al  hs  z  ^  1  „e  Ele  e  t  1er 
Integralf  nkt  on  1  e  Entw  ckelu  ^ 

«'(P)-plg(--'')  +  *C.|«). 

wo  5ß(s|a)  eine  Potenzreibe  von  {s  —  a)  bezeiclmet,  welche  höchatena 
eine  endbche  Anzahl  negativer  Potenzen  von  (0  —  a)  enthält.  Der 
Koeffizient  p  ist  nur  für  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  logaritb- 
miachen  Stellen  von  Null  verschieden.  Diese  Zahl  p  ist  die  wichtigste 
Invariante  für  den  analytischen  Charakter  des  Funktlonenelementes  w(p); 
man  kann  dieselbe  leicht  aus  dem  zugehörigen  Elemente  g(p)  des 
Integranden  bestimmen:  Ist  i^mlieh  p  ein  endlicher  Punkt,  so  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  nach  s 

wo  die  Äbleitimg  ^'(s[k)  kein  Glied  von  der  (—1)'™  Ordnung  ent- 
hält. Also  ist  q  einfach  der  Koeffizient  von  _  ia  der  Entwiekelung 
von  £(p).  Ist  dagegen  p  =^  p^^  ^^^  unendlich  ferne  Punkt,  wo  also 
z~a  durch  —  zu  ersetzen  ist,  so  dafs  lg{  —  1  =  — Igs  wird,  so  ergiebt 
sich  durch  Differentiation  der  dann  giltigen  Gleichung 

"(P.)--Plg2+!P(4-) 
nach  z  die  Gleichung 

«tJ.)-~|+5p'(^), 

in  diesem  Falle  ist  alao  p  der  negative  Koeffizient  von  —  in  der  Ent- 
wiekelung  des  Elementes  ^(pj,)-  Wegen  der  Bedeutung  dieser  Koeffi- 
zienten für  das  Element  der  Infcegralfimktion  hat  Canchy  demselben 
einen  besonderen  Namen  gegeben.  Er  bezeichnet  den  Koeffizienten  q  von 
—^  bezw.  von  (  — — )  in  dem  Funktionenelemente  g(fi)  bzw.  von  g(p^) 
als  das  Residuum  des  Differentiales  da  für  die  Stelle  (j.  Dann 
gilt  der  Satz: 

Ist  p  das  Residuum  des  Differentiales  da  für  eine  Stelle  p, 
so  ist  in  der  Umgehung  dieser  SteUe  die  Integralfunktion 

"(rt-<'ig(«-«)  +  5!i(«i«). 
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Das  Residuum  liesitzt  also  nur  für  die  logarithmiseheu  Stellen 
einen  von  NuU  vei^ehiedenen  Wert. 
Aus  der  Definition  des  Residuums  folgt  sofort  der  Satz: 

Sind(?o>j,(?W3,...(?oj,i  ft  beliebigeDifferentiale, p*^', 41'^', ...p'"' 
ikre  E«siduen  für  eine  beliebige  Stelle  p  und  c^,  c^, . .  ■  c^  be- 
liebige Konstanten,  so  ist 

CipW  +  f^p^+'-'+C^pW 

das   Residuum   für    das   Differential   von  Ciia^-\ (- c,,«,,   in 

Bezug  auf  dieselbe  Stelle. 
Es   sei   nun  p,,  ein  im  Endlicb.en  liegender  Punkt,   für  welchen  ^ 
regulär  ist,  und  es  möge 

£  -  »0  +  fflj  (s  -  «0)  +  %  (^  -  «0)'  +  ■  ■  ■ 
die  Entwickelung  von  £  in  der  Umgebung  von  p^  sein;  dann  ist  auch 
das  Integral  ra  in  der  Umgebung  von  p  durch  das  Funktionenelement 

0  =  0.  +  ».{2^«.)  +  f(j-«.)'  +  .-- 
dargestellt,  und  dasselbe  kann  nun  über  die  ganze  Kngelfl'äche  SS  mit 
Ausnahme  der  nur  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Pole  von  g  und 
des  unendlich  fernen  Punktes  fortgesetzt  werden.  Ist  p'  ein  zu  p,,  be- 
nachbarter Punkt  und  sind  ra'  und  £'  die  Portsetzungen  von  01  und  g 
für  p'  als  Mittelpunkt,  so  folgt  aus  den  Elementen  der  Funktionen- 
theorie, dafs  auch  o'  und  g'  durch  die  Gleichung 


verbunden  sind,  weil  für  eine  Potenzreihe  die  Ableitung  ihrer  Fort- 
setzung ro'  gleich  der  Fortsetzung  £'  ihrer  Ableitung  ist.  Also  genügt 
die  durch  das  Element  ca  nebat  allen  seinen  Fortsetaungeu  definierte 
analytische  Funktion  in  ihrem  ganzen  Bereiche  der  Difi'erential- 
gleichung  (2).  Auch  für  die  vorher  ausgeschlossenen  einzelnen  SteUeu  p 
giebt  es  ein  bis  auf  eine  additive  Konstante  ca,,  eindeutig  bestimmtes 
Element,  durch  welches  a  in  der  Umgebung  von  "p  dargestellt  wird, 
und  diese  Konstante  Oo  bestimmt  sich  in  jedem  Falle  eindeutig  durch 
die  Forderung,  dafs  das  Element  rä  das  auf  einem  bestimmten 
Wege  von  p^  aus  fortgesetzte  Integral  von  ^ds  in  der  Umgebung 
von  "p  darstellen  soll. 

Während  der  Integrand  g  eine  auf  der  ganzen  Kugelfläche  ein- 
deutig definierte  Funktion  des  Ortes  ist,  so  dafs  der  Wert  der  Funk- 
tion £  iu  p  nur  von  diesem  Punkte  selbst,  nicht  aber  von  dem  Wege 
abhängt,  auf  welchem  das  Element  £(po')  von  p„  nach  p  fortgesetzt 
wurde,   gilt  dies   von  dem  zugehörigen  Integrale  «(p)   im  allgemeinen 
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nicht,  vielmehr  wird  sich  der  Wert  dea  zu  p  gehörigen  Elementes  ra  (p) 
mit  dem  zur  Fortsetzimg  benutzten  Wege  (pop)  ändern  können;  weil 
aber  die  Ableitung  von  co  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist,  so 
können  die  verschiedenen  Werte,  welche  co  in  demselben  Punkte  p  bei 
verschiedenen  Portsetzungs wegen  erhält,  sieh  nur  durch  eine  Konstante, 
d.  h.  durch  den  Wert  von  co^  unterscheiden.  Es  wird  später  unsere  Auf- 
gabe sein,  die  Abhängigkeit  der  Integrationskonstante  (Oq  von  dem 
Wege  pop  aufzusuchen;  jetzt  wollen  wir  zuerst  den  arithmetischen 
Charakter  eines  solchen  Integrals  ebenso  zu  ergründen  suchen,  wie 
wir  dies  bereits  im  Anfange  dieser  Vorlesungen  für  die  rationalen 
Funktionen  des  Körpers  K{s)  gethan  haben.  Zu  diesem  Zwecke  wollen 
wir  uns  zunächst  von  der  Willkörliehkeit  frei  machen,  welche  in  der 
Wahl  von  z  als  Integrationsvariabein  liegt. 


Man    kajui    ein    und    dasselbe   Integral   m    oder    das    zugehörige 
Differential 

in  sehr  verschiedener  Weise  darstellen,  wenn  man  die  Integrations- 
variable .3  durch  eine  beliebige  linear  gebrochene  Funktion   derselben: 

^J  ^       rs  +  ä 

ersetzt,   welche   mit  0   durch    eine   eindeutig  umkehrbare  Substitution 

zusammenhängt,  falls  die  Substitutionsdeterminante 

ccö  —  ßy^O 
ist.     In  diesem  Falle  ist  nämlich  in  der  That  auch  umgekehrt 

und  offenbar  ist  dies  die  allgemeinste,  eindeutig  umkehrbare  Transformation, 
welche  innerhalb  des  Körpers  K(/)  möglich  ist.  Führen  wir  in  (1) 
an  Stelle  von  s  und  ds  s'  und  iIb'  ein,  und  ist  t,'  die  Funktion  von 
3',  welche  dann  als  Integrand  auftritt,  so  wird 

da  =  tdz  =  i'  äz', 
d.  h   die  beiden  Integranden  t,  und  l'  hängen  durch  die  Gleichung 

miteinander  zusammen.  Differenziert  man  aber  die  zwischen  S  und  z' 
bestehende  Gleichung  (2),  so  ergiebt  sich  für  die  linke  Seite  von  (3) 
der  Wei-t  ^^,        „s_By 

3a)  "ai  ^  (ra  +  ä)»' 
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Die  rechte  Seite  dieser  Gleiclnmg  können  wir,  falls  y  von  Nnll  ver- 
schieden ist,  als  Divisorenquotienten  schreihen;  sie  ist  eine  rationale 
Fimktion  von  s,  welche  für  (2  =  00)  eine  Nullstelle  zweiter  OnJnung, 

für    s=  —  —    einen    Pol    zweiter    Ordnung    hat     und    sonst   überall 

1  ... 

den   Charakter   einer   Einheitsfunktion   hesitat.     Nun   besitzt   aber  die 

Variable  s  seihst  für  (a  =-  00)  einen  einfachen  Pol,  während  dasselbe 
für  die  Variable  s'  in  Bezug  auf  die  Stelle  fs  =  — —  j  gilt,  wie  die 
Gleiehung  (2)  lehrt;  die  jenen  beiden  Stellen  zugehörigen  Primfaktoren 
siad  also  einfach  die  Nenner  der  beiden  Variahein  s  und  s' .  Be- 
zeichnen wir  also  diese  durch  n,  und  n^',  so  kann  man  die  obige 
Gleichung  (3a)  folgendermafsen  sehreiben: 

3b)  '-f  =  %- 

'  dz        u^ 

Diese  Gleichung  gilt  ganz  aUgemein,  auch  wenu  f  =^  0  sein  sollte;  iu 
diesem  Falle  wird  nämlich 

^       a  "^  ■^  ff      (ia       ff  ' 

alsdann  fallen  aber  die  Pole  von  b  und  s'  zusammen,  es  ist  idso 

in   Übereinstimmung   mit   der    obigen   Gleichung.     Aus    (3)   und  (3  b) 

ei^ebt  sich  also  der  folgende  Satz: 

Ist  dm^t^^  =  i'dz' 

die  Darstellung  desselben  Differentials  für  die  beiden  Integra- 
tionsvariabein 0  und  z',  so  besteht  zwischen  den  beiden 
Integranden  ^  und  g'  die  Gleichung 

Der  Quotient 

ist   also    ein   rationaler   Divisor,   welcher   von   der  Wahl   der 

Integrationsvariahein  s  ganz  unabhängig  ist,  vielmehr  nur  von 

dem  Differentiale  da  seihst  abhängt;    derselbe  büU  daher  der 

zu  dm  gehörige  Differentialteller  genannt  werden. 

Umgekehrt    ist    auch    das    Differential    d(o    durch    den    zugehörigen 

Differentialteiler  ID^  vollständig  charakterisiert,  denn  es  ist  ja  iür  die 

Integrationsvariahle  g  der  zugehörige  Integrand  §  durch  die  Gleichung 
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I  das  Intein-al  ro  durcli 


=/.., 


bestimmt. 

Jeder  Differentialfceiler  tt)iu=-2-  ist  offenbar  von  der  (— 2)'^°  Ordnung, 
imd  umgetehi-t  entspricht  jedem  Divisor  to  von  der  (—  2)'^°  Ordnung 
ein  und  nnr  ein  Differential  da  oder  ein  einziges  Integral  m.  Ist 
nämlich  h)  irgend  ein  Divisor  (~  2)'"  Ordnung,  so  ist  das  Produkt  lüll^ 
ein  Divisor  nullter  Ordnung,  es  giebt  also  eine  eindeutig  bestimmte 
ra,tionale  Funktion  g  von  2,  deren  Nullstellen  und  Pole  genau  mit  dem 
Zähler  und  Nenner  von  KU»  identisch  sind  und  deren  Änfangs- 
koeffizient  in  ^ß,,  durch  die  multiplikative  Konstante  von  Wnf  voll- 
ständig definiert  wird.     Also  ist  das  Integral 


=  /gtü«  =  /  Wn|*?5 


dasjenige,  zu  welchem  der  beliebig  gegebene  Differentialteiler  tu  gehört. 
ADe  rationalen  Divisoren  einer  und  derselben  Ordnung  waren  aber 
untereinander  äquivalent,  sie  gehörten  in  eine  und  dieselbe  Klasse; 
also  bildet  die  Gesamtheit  aller  und  nur  der  Differentialteiler  lu^  eine 
Klasse  W  der  (—2)'^''  Ordnung,  welche  die  Differentialklasse  des 
Körpers  K(s)  genannt  werden  soll. 

Jeder  Divisor  tOo,  dieser  Klasse  W  entspricht  also  einem  und  nur 
einem  rationalen  Integrale  ö  genau  ebenso,  wie  jeder  Divisor  der 
nullten  Ordnung  einem  einzigen  Element  des  Körpers  K(s)  entspricht, 
und  die  Untersuchung  der  Divisoren  lü(„  dieser  Klasse  liefert  uns  die 
vollständige  Theorie  der  rationalen  Differentiale. 

Auch  hier  können  und  wollen  wir  das  Verhalten  eines  Integi-als  ra 
in  der  Umgebung  einer  Stelle  p  der  Kugelfläche  dadurch  charakterisieren, 
dafs  wir  ihr  wieder  den  gleichbeaeichneten  Primfaktor  ]>  zuordnen,  und 
zwar  definieren  wir  jetzt  die  Teilbarkeit  des  Integrals  durch  einen 
Primteiler  ^  folgendermafsen; 

Ist  ta^j^ds  ein  beliebiges  Integral,  CTq  die  zugehörige 
Integrationskonstante,  so  ist  a  —  mf,  genau  durch  den  Divisor  (j? 
teilbar,  wenn  die  Entwiekelung  von  o)  —  Wd  in  der  Umgebung 
der  zugehörigen  Stelle  p  in  dem  früheren  Sinne  die  Ordnungs- 
zahl 9  besitzt.  Beginnt  jedoch  diese  Entwiekelung  speziell 
mit  lg(3~ß)  (bzw.  Ig0  für  die  Stelle  ^^co),  so  wollen  wir 
sagen,  dafs  ra  —  Oj,  durch  Igp  teilbar  ist. 
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Das  Integi-al  besitzt  also  dann  und  nur  dann  in  |)  eine  Uustetigkeits- 
stelle,  wenn  die  gliedweise  Integration  von  ^d^  eine  Entwiekelung 

"■-""  =  -- (^idFi--^  +  «-'W^-"' 

+  »,(2~b)+  J{«-«)'  +  --- 
ergiebt,  wenn  also  o)  —  Wq  oder,  was  bier  dasselbe  ist,  wenn  co  selbst 
den  zugebörigen  Primfaktor  fi  in  einer  negativen  Potenz  enthält,  bzw. 
durch  lg()  teilbar  ist;  dagegen  besitzt  oi  —  ojg  in  p  dann  und  nur  dann 
eine  NuUstelle,  wenn  jene  Differenz  durch  eine  positive  Potenz  von  p 
teilbar  ist. 

Wir  sagen  nun,  ein  Integral  to  verhält  sich  an  einer  Stelle  () 
regulär,  wenn  die  Differenz  0  —  1»^  in  ))  genau  von  der  ersten 
Ordnung  verschwindet,  -wenn  also  in  der  Umgebung  derselben  die  Ent- 
wiekelung besteht: 

wo  o>o  die  Integratiouskonstante  und  a^  von  Null  verschieden  ist. 
Dann  zeigt  man  jetzt  sehr  leicht,  dafs  ein  Integral  1»  in  allen  und  nur 
den  Punkten  p  nicht  regulär  ist,  welche  in  dem  zugebörigen  Differential- 
teiler roai  enthalten  sind. 

Es  sei  nämhch  ro  das  vorgelegte  Integral,  lc„,  der  zugehörige 
Differentialteiler  und  \)  ein  beliebiger  Primteiler,  von  dem  wir  an- 
nehmen wollen,  dafs  er  genau  d  Male  in  \D^  enthalten  ist,  wobei  d 
positiv,  negativ  oder  Null  seui  kann. 

Wir  wählen  nun  die  Integrationsvariable  ä  nur  so,  dafs  p  nicht 
die  Unendliehkeits stelle  von  s,  dafs  also  Uz  nicht  gleich  p  ist.    Dann  ist 

d<x>  =  ^ds, 
wo  die  rationale  Funktion  von  s: 

den  Primfaktor  )D  ebenfalls  genau  in  der  (^'™  Potenz  enthält.  Also 
erhält  man  in  der  Umgebung  der  Stelle  p  die  EntwickeSung 

da  =  g(i5  =  [rad(s  — ay+  0^+3(2  — a)*+'-H ]  d0, 

und  durch  gliedweise  Integration  dieser  Reihe  ergiebt  sich  also 


oder  in  dem  spenieüen  Falle,  dafs  ä^- 

-  1  ist. 

ra  —  cOo=^  a^i\g(ß- 

-»)  +  ■ 

i.  li.  es  besieht  dei  Satz; 
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Ist  p  ein  (f-facker  Teiler  des  zu  ta  gehörigen  Differential- 
teilers,  so  ist  das  Integral  o  —  ra^  genau  durch  p'*+'  oder 
gßnau  durcli  lg\>  teilbar,  je  nachdem  rf^— 1  oder  d  =  — 1 
ist.  (0  ist  also  dann  und  nur  dann  in  Bezug  auf  p  regulär, 
wenn  d  =  0,  wenn  also  \>  gar  nicht  in  iö«  enthalten  ist. 
Schreibt  man   den  Differentialteiler  in  Form   eines  Quotienten 


BO  enthält  der  Nenner  alle  imd  nur  die  Punkte,  welche  den 
eämtliehen  Unendlichheltsstellen  des  Integrals  o)  entsprechen; 
und  zwar  gehört  zu  jedem  einfachen  Primteiler  von  Itn;  eine 
logarithniisehe  Unendlichteitsstelle,  zu  jeder  Primfahtoren- 
potenz  ^j""  ein  Pol  der  (m  —  1)*^"  Ordnung  in  dem  Integrale. 
Ebenso  enthält  der  Zähler  ä^  alle  und  nur  die  Stellen,  für 
welche  ro  —  to^  ron  höherer  als  der  ersten  Ordnung  ver- 
schwindet. 

§3. 
Aus  dem  am  Ende  des  vorigen  Absehmttes  bewiesenen  Satze  folgt, 
dafs  der  Nenner  eines  jeden  Differentialteilers  stets  zwei  Primfaktoren 
mehr  entlrält,  als  der  Zähler:  Also  gieht  es  kein  Integral  o,  welches 
auf  der  ganzen  Kugelfläche  endlich  ist,  und  auch  keines,  welches  nur 
an  einer  Stelle  logarithmiseh  unendlich  wird;  denn  dazu  müfste  der 
Nenner  des  zugehörigen  Differentialteilers  entweder  Eins  sein,  oder 
nur  aus  einem  einzigen  Primfaktor  bestehen,  was  beides  unmöglich  ist. 
Die  einfachsten  Integrale  sind  also  diejenigen,  deren  DifPerential- 
teiler  die  Form  hat:  i 

wo  also  für  den  zugehörigen  Integrandeu  ^  =  W^ilf  die  Gleichung  besteht: 

^      pp" 

hier  sind  ^),  !p'  zwei  beliebige  Primfaktoren,  welche  auch  einander  gleich 
sein  können,  während  |)^  =  n.  den  dem  unendlich  fernen  Punkte  ent- 
sprechenden Primteiler  bedeutet. 

Es   ist  leicht,   das    zu   diesem  Differentialteiler   gehörige  Integral 
aufzustellen;  hei  geeigneter  Wahl  der  midtiplikativen  Konstanten  wird 
es,  falls  p  und  ^>'  voneinander  verschieden    und  s  —  a   und  s  —  a'  die 
zugehörigen  Lineaifaktoren  sind, 
1)     „-(„-»ojj^-li— ^_Ig(s-„)-lg(2^„')  =  lg!=-J, 

und  man  erkennt  leicht,  dafs  die  Residuen  von  dco  für  p  und  p'  bzw.  -f  I 
und  —  1  sind. 
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Ist  dagegen  p'  =  p,  so  ist  das  zugehörige  Integral 

Man  erkennt  an  der  expliciten  Form  jener  Integrale  ohne  weiteres,  dafs 
das  erste  nur  in  den  Punkten  ip  und  |)',  und  zwar  logarithmisch,  das 
zweite  nur  in  p,  und  zwar  von  der  ersten  Ordnung  unendlich  wird, 
während  beide  in  p^  endlich  bleiben.  Das  zuletzt  gefundene  ist  das 
erste  in  der  Keihe  der  folgenden  Elementarintegrale; 
,,,  1        f     da  1 

welche  ebenfalls  nur  an  einer  einzigen  Stelle  einen  Pol  der 
(p  —  1)'™  Ordnang  haben.  Fällt  speziell  der  Punkt  p  mit  )]„  zu- 
sammen, 80  wird  der  DifEerentialteiler  \0w  gleich  :-— -7'  also  der  zu- 
gehörige Integrand  b  1 

^  =  p'  =  ^^^' 
falls  aber  auch  p'  =  p  ==  p„  wird,  so  wird  ^  =  1.    Diesen  beiden  I'äUen 
entsprechen  die  einfachen  Integrale 

2)  »-/,!.•.-> -lB('-"') 

2a)  o)  =  /  (?s  =  ^, 

von  denen  das  erste  jn  p'  und  p^  logarithmisch,  d^  letzte  in  p^  von 
der  ersten  Ordnung  imendlicb  wird;  und  den  Integralen  (Ib)  entsprechen 
hier  die  allgemeineren 
2b)  to  =  (9  +  l)  C2Sds  =  sQ+K 

Wir  werden  später  sehen,  dafe  für  die  Abelsehen  Integrale,  d.  h. 
für  die  Integralfunktionen  algebraischer  Differentiale,  im  allgemeinen 
auch  solche  Funktionen  existieren,  welche  allenthalben  endlich  sind. 
Diese  wollen  wir  Integrale  erster  Gattung  nennen.  Man  nennt 
femer  die  Integrale,  welche  nur  eine  polare  Unetetigkeit  von  beHebig 
hober  Ordnung  besitzen,  Elementarintegrale  zweiter  Gattung, 
und  endlich  diejenigen,  welche  nur  zwei  logarithmische  Unstetigkeits- 
stellen  haben,  Elementarintegrale  dritter  Gattung.  Für  das  hier 
betrachtete  Gebiet  ergieht  sich  also  der  folgende  Satz: 

Unter  den  Inte gralf unk tionen  rationaler  Differentiale  giebt 
es  keine  Integrale  erster  Gattung;  die  Blementarintegrale  zweiter 
Gattung  sind  hier  rationale  Funktionen  von  0,  mimlich 

^  f-^-  =  — ^—7     oder     (p  +  1)  Cb^  dz  =  se+i; 
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nn     das   Ele       ta   ntegr  1    1   tt       Gattung    ist   transceudent, 
nl   h  «1     1 

1    11   (.-«') 

nadi  1         1      P  ukt   [   ^  a)     n  Endliclien  liegt  oder  der 
ü  Ulli  h  f  ne  Pnnkt    st 
"Wu  w    d  n   1  te      lien    1  i     edes  VI  plsciie  Integral  als  homogene 
linear     Funkt    n   d       Ete  n  nti   ut  „    le   erster,   zweiter    und    dritter 
Gattung  da  j,    t  Ht     e  len  kann     H  fc  dieser  Satz   eine   unmittel- 

bare Folge  de  a  f  S  1  be  eeeuen  Thatsaebe,  dafs  jede  Gröfse  des 
Körpers  K(s)  m  Partialbriiehe  zerlegt  werden  kann.  Ist  nämlich 
(0  ^  /  ^ds,  so  kann  g  bomogen  und  linear  durcb  eine  endliche  Anzahl 
einfacher  Funktionen  dargestellt  werden,  welche  die  Form  haben: 


hieraus  folgt  aber  durch  Multiplikation  mit  ds  und  darauf  folgender 
Integration,  dafs  jedes  Integral  ta  gleich  einer  Summe  ¥on  Elementar- 
integralen von  der  Form 

J  {•--)'   j  '.'-')   J 

ist,  und  dies  sind  ja  gerade  die  voi'lier  betraclitei;er  Eleraentarintegrale 
zweiter  irnd  dritter  Gattung. 

§  i- 
Wir  wollen  jetzt  genauer  untersuchen,  in  welcher  Weise  ein  Integral 

Yom  Integrationswege  abhängt;  wir  werden  da  auf  die  beiden  aus  der 
Funktionentheorie  bekannten  Definitionen  des  bestimmten  Integrals  hin- 
geführt, an  welche  an  dieser  Stelle  nur  kurz  erinnert  werden  soll. 
Es  sei 

das  Element  einer  analytischen  Funktion  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  !po  der  Kugelfiäehe;  ist  dann  p  ein  innerhalb  des  Konvergenz- 
hereiches  von  t,  liegender  Punkt,  und  s  der  zugehörige  Wert  der 
Vai-iabeln,  so  ist 

2)         ■a(p.)=/s<!^  =  ».(^-«.)  +f(;.-2.)'  ff  (»-».)■+■•• 


den  Grenzen  Ip^  and  p  genommene  bestimmte  Integral 
von.  tds,  nämlich  das  auch  in  Bezug  auf  die  additive  Konstante  völlig 
bestimmte  Element  der  Integralfunktion,  welches  sich  auf  Null  reduziert, 
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wenn  der  Punkt  \)  innerhalb  des  Bereiches  der  Potenzreihe  auf  irgend 
einem  Wege  mit  p^  zur  Koineidena  gebracht  wird. 

Es  liege  nun  der  reguläre  endliche  Punkt  p  auCserhalb  des  Kon- 
Yergen'zbereiehes  der  Reihe  (1).  Wir  denken  uns  jetzt  das  Integral  (2) 
auf  einem  beliebig,  aber  fest 
;egebenen  Wege  s  von  p,,  nach  p 
fortgesetzt,  welcher  nicht  durch 
einen  der  Pole  von  £  hiüdurch- 
*'  geht.  Es  seien  w^,  jt^,  . . .  re^  eine 
Reihe  von  Punkten  auf  der 
dafs  jeder  folgende  ;ii+i  in  dem 
Konvergenzbereiche  der  Forts  etz.ung  oj(n:,)  sich  befindet,  welche  dem  Mittel- 
punkte Tti  entspricht,  so  gelangt  mau,  von  ia{p^)  ausgehend,  nach  einer 
endlichen  Anzahl  von  Fortsetzungen  zu  einem  eindeutig  bestimmten  Funk- 
tionenelemente ,     ,  ,         .  \    ,         /  \B    r 

auf   dem  Wege  s  gebildete   bestimmte   Integral   genannt 


Fig.  17, 

Kurve  s,  welche   so    gewählt   sind. 


und  ebenfalls  durch 


ß-" 


hezeiclmet  wird.     D^isselhe   ist  auch  voll- 


ständig durch  die  beiden  Eigenschaften  charakterisiert,  dafs  seuie  Ab- 
leitung nach  s  gleich  £  ist,  und  dafs  es  gleich  Null  wird,  sobald  der 
Puukt  p  auf  dem  Wege  s  nach  p^  zurückgeht. 

Man  kann  aber   dasselbe  Integral,  wie  Cauchy  gezeigt  hat,  noch 
auf  andere  Art  definieren  und  mit  jeder  vorgegebenen  Genauigkeit  be- 

i-ecbneu.     Zu    diesem 
^    Vi  Zwecke   schalten   wir 

^' '     V-       -"^  zwischen  p^  und  p  auf 

^x  dem  Wege  s  beliebig 
''\  vielePunktepi,p2,...p„ 
nach  irgend  einem 
Gesetze,  aber  so  ein, 
dafs  dieselben  mit  wachsendem  fi  unendlich  nahe  aneinander  rücken. 
Es  seien  danu  «„,  «^,  Sjj  -  •  ■  ^tu  ^  ^^^  '^^  Vo>  Vi>  Va»  •  ■  ■  P  gehörigen  Werte 
von  z,  und  es  sei  allgemein  5;  der  Wert  des  Integi-anden  £  in  einem 
in  dem  Intervalle  (p(_i, . . ,  p;)  beliebig  ai^enommenen  Punkte  p|, 
welcher  auch  mit  pi_i  oder  mit  p;  zusammenfallen  kann.  Dann  be- 
weist man  in  der  Integralrechnung,  dafs  die  Summe 

&fe-2,)  +  5»h-«i)+"-+S,+.(«-«,) 

mit  wachsendem  (t  gegen  einen  nur  von  t,  und  dem  Wege  s  abhängigen 
Grenzwert  konvergiert.  Derselbe  ist  eine  analytische  Funktion  der 
komplexen  Vaiüabeln  s,    welche    sich   auf  Null   reduziert,   sobald   der 
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Punkt  ])  auf  dem  Wege  s  gegen  fi^  konvergieit;  und  durcli  die  An- 
wendung des  Mittelwerteatzjes  ergiebt  sich  leielit,  dals  ihre  nach  s 
Ahleitung  gleich   g  ist.     Der  Grpnzweit  jener  Summe  ist 


)  mit  dem  vorher  definierten  bestimmten  Integrale    I  ^ds  identisch. 


ß" 


Fällt  der  Endpunkt  )>  des  Integratiousweges  mit  einem  der  Pole  von  g 
oder  dem  Südpole  p^  der  KugelflUche  zusammen,  so  ist  der  Wert  des 
zugehörigen  Integi-als  in  bekannter  Weise  ala  doppelter  Grenzwert  zu 
definieren,  so  dafs  z.B.         »«>  v 

iids=  lim     /  t,äs 

ist,  wenn  fi  auf  dem  vorgeschriebenen  Wege  s  in  p^  übergeht. 

Wir  denken  uns  nun  ein  Fuuktionenelement  «(po)  der  Integral- 
funktion auf  einem  geschlossenen,  keine  Unstetigteits stehe  von  a  ent- 
haltenden Wege  s  auf  der  Kugelfläche  fortgesetzt  und  wieder  nach  p^ 
zurückgeführt;  dann  kann  man  entweder  wieder  zu  demselben  Elemente 
f>{^^  zurückgeführt  werden,  oder  jenes  Element  geht  nach  diesem  Um- 
laufe in  ein  anderes  zu  p^  gehöriges  Element  über,  welches  sich  aber 
nach  der  früher  gemachten  Bemerkung  nur  um  eine  additive  Konstante 
von  (a(^J|j)  unterscheiden  kann.  Wir  untersuchen,  weicher  von  diesen 
beiden  FäUen  bei  einem  gegebenen  Umlaufe  eintritt. 

Wir  beweisen  nun  wörtlich  ebenso  wie  auf  S.  80  den  folgenden 
Fundamentalsatz,  durch  den  diese  Frage  vollständig  gelöst  wird: 

Umsehliefst    die    Umlauf skurve    s    keinen    einzigen    der 
logarithmischen   Punkte   von  la,    so    bleibt   o(po)    Ij^i    einem 
Umlaufe  Aka^s  s  ungeändert. 
Ändert  sich  mmlich  «(po)  bei  einem  Umlaufe  längs  s,  so  können  wir 
s  wieder  durch  eine  Kurve  p^p^  in  zwei  geschlossene  Kurven  äj  und  .Sg 
der  gleichen  Art  zerlegen  und  zeigen,  ^ 

dafs  sich  (o(i^  bei  mindestens  einem 
dieser  kleineren  UmHLufe  ehenfaUs 
ändern  muls.  Ist  dies  für  s^  der  Fall 
und  teilt  man  dann  das  Gebiet  s^  in 
gleicher  Weise  in  zwei  Teüe  und 
fährt  so  fort,  so  zeigt  sich  genau  wie 
a.a.O.,  dafs  sich  ei(po)  nur  dann  bei 
einem  Umlaufe  s  ändern  kann,  wenn 
es  im  Innern  von  s  mindestens  einen  ^'e-  ^^^ 

Punkt  p  giebt,  für  welchen  dasselbe  gilt,   wenn   man  «(p)    auf   einer 
beliebig  kleinen  geschlossenen  Kurve  e  um  p  herum  fortsetzt. 
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Ist  aber  p  kein  logarithmiselier  Punkt  «iid 

of«-a,{3-S)'  +  <n+,(2-S)'+i  +■■■ 

das  zugehörige  Funktionenelement,  während  die  Ordnungszahl  d  auch 
negativ  sein  kann,  und  wählt  man  die  Umlaufskurve  0  so  klein,  dafs 
sie  ganz  in  dem  KonTergenahereiche  Ton  ra(p)  Hegt,  eo  kann  man 
auch  hier  einfach  die  Andenu^  dieses  Punktionenelementes  unter- 
suchen, wenn  die  Yariahle  s  den  Umlauf  0  um  p  ausführt.  Dann 
ergiebt  sich  aber  genau  wie  auf  S.  83 flg.,  dafs  die  Potenzreihe  (o(p') 
bei  jenem  Umlaufe  ganz  ungeändert  bleibt,  und  damit  ist  unser  Satz 
vollständig  bewiesen  Wir  können  dasselbe  Resultat  ebenso  wie  auf 
S.  82  folgendermafsen  aussprechen: 

Setzt  man  em  Element  aii/!^  der  Integraltunktion  von 
einem  Punkte  p^  zu  einem  andeien  p  auf  zwei  verschiedenen 
Wegen  s  und  s  foit,  welrbe  keinen  dei  logaiithmischen  Punkte 
jenes  Integrals  emsthliefsen,  so  gelingt  mau  beide  Male  zu 
demselben  Elemente  (u(p). 

8  5. 
Der  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  bewiesene  Satz  ermöglicht 
es   uns   nun,   den  Bereich  St  der  Funkfcion  o  so  au  beschränken,   dafs 
sie  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  wird.     Es  seien  nä,mlich 

aUe  logarithmisehen  Punkte  von  m,  und  p*")  ein  beliebiger  anderer 
Punkt  von  S.  Führen  wir  dann  von  p'*"'  nach  jedem  der  ft  Punkte  pW 
einen  Schnitt  Si  so,  dafs  die  (i  Schnitte 

weder  sieh  selbst  noch  einander  durchsetzen,  so  erhalten  wir  eine  zer- 
schnittene, aber  zusammenhängende  Kugelfläche  K,  und  aus  dem  soeben 
erwähnten  Satze  folgt,  dafs  ein  beliebiges  Element  o  (p^)  des  Integrals  nebst 


ge  Punktion  des  Ortes  ist.  Setzt 
edenen,  aber  ganz  innerhalb  ^ 
ese  niemals  einen  oder  mehrere 
st  also  in  der  That  G)(p)  auf  fi! 


a.  Fortsetzungen  auf  S  eine  eindeutig 
man  nämlich  ß>(po)  auf  zwei  verschie 
verlaufenden  Wegen  foi-t,  so  können  die 
von  den  Punkten  ^i  einscbliefsei 

eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes.  Sie  ist  auch  offenbar  mit  Aus- 
nahme der  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Pole  von  o  eine  überall 
stetige  Funktion  des  Ortes. 

Dagegen  können  sich  zwei  Elemente  (o(p)  und  «(p'),  welche  zwei 
unendlich   nahen   gegenüberliegenden   Punkten   auf  den   beiden  Ufern 


y  Google 


§  6.   Die  PeriodizimtBmoduln,  283 

eines  Sclmifctes  S,  entsprechen,  sehr  woH  voneinander  unterscheiden. 
Da  aher  zwei  solche  Punkte  anf  ^  unendlich  benachbart  sind,  obwohl 
für  ß  nicht  dasselbe  gilt,  so  können  sich  die  Funktionenelemente  C3(p) 
und  (o(p')   nur  um  eine  noch  unbekannte  Konstante  e,   unterscheiden, 

"■«'■'  »(«-»{«  +  0,. 

Setzt  man  nun  beide  Elemente  ro(|)')  und  (o(p)  längs  des  Schnittes  zu 
zwei  ebenfalls  benachbarten  Punkten  p[  und  p^  fort,  so  bleibt  jene 
Gleichung  bestehen,  d.  h.  es  ist  auch 

und  dasselbe  ist  für  alle  Punkte  längs  des  ganzen  Schnittes  Si  der 
Fall.  Um  diese  für  den  ganzen  Schnitt  Si  unveränderliche  Konstante 
ein  für  alle  Male  in  eindeutig  bestimmter  Weise  zu  bezeichnen, 
denken  wir  uns  jeden  dieser  Schnitte  Si  von  ^j'"'  als  Anfangspunkt 
nach  |)<')  als  Endpunkt  gezogen  und  nenuen  wieder  dasjenige  Ufer 
von  Si  das  rechte  hzw.  das  linke,  welches  sich  beim  Fortgange  in 
positiver  ßichtung  auf  der  rechten  hzw.  linken  Seite  befindet.  Sind 
dann  pi  und  p^,  irgend  zwei  auf  dem  linken  und  rechten  Ufer  von  Si 
einander  gegenüberliegende  Punkte  von  S,  so  soll  die  für  den  ganzen 
Schnitt  konstante  Differenz 
1)  o.—  oM^ «.()),) 

der  zu  S^  gehijrige  Periodizitätsmodul  genannt  werden. 

Es  ist  jetzt  sehr  leicht,  den  zu  einem  solchen  Schnitte  8^  ge- 
hörigen Periodizitätsmodul  c^  aus  der  für  den  Punkt  pl^'  giltigen  Ent- 
wickelung  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  die  beiden 
gegenüberliegenden  Punkte  pi  und  p^  so  nahe  an  p^^\  dafs  sie  beide 
innerhalb  des  Konvergenzbereiches  des  Elementes  «(p^'-')  liegen. 

Setzt  man  nun  das  Element  »(p^)  auf  einem  kleinen  Kreise  um 
den  Mittelpunlit  p'^i  herum  nach  pxr  also  so  fort,  dafs  das  Innere  des 
Kreises  links  bleibt,  so  geht  »(p^)  in  das  Element  a(pi)  über,  welches 
sich  von  oj(p(i)  eben  um  die  Konstante  c^  unterscheidet.  Liegt  der 
Punkt  pW  im  Endlichen  auf  der  Kugel,  und  ist  p^^^  sein  Bild  in  der 
Horizontalebene,  so  entspricht  einer  Umkreisui^  im  positiven  Umlaufs- 
süme  von  p(^'  eine  Umkreisung  im  gleichen  Sinne  von  p""*.  In  diesem 
Falle  ist  also  das  zu  ()'^>  gehörige  Funktiouenelement 

2)  a,{)J,„,)-i,,Ig(s-.)  +  *(2i«), 

wenn   p^    das    zu    )jl'l    gehörige   Residuum    des   Differentiales   da   be- 
deutet,   ■ip{s\<x)    nach    ganzen   Potenzen   von   z  —  a   fortschreitet   und 
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sich  demiiach  bei  jener  Umkreiaimg  von  p'^l  gar  niclit  ändert.  Ist  nun 
für  den  Punkt  !p^ 

2  —  K  =  ref"',    \g(^  —  a)  =  Igr  +  tp^i, 

so  tleibt  bei  dem  positiven  Umlaufe  von  p^  nach  p;.  r  nngeändert, 
wälirend  (p^  in  (p^-^27c  übergeht.  Es  vermehrt  sieh  also  hei  jenem 
Umlaufe  ^^Igis  —  a)  um  Sjtip^,  nnd  dasselbe  gilt  wegen  (2)  auch  für 
das  ganze  Element  »(p^);  also  ist  m.  diesem  Falle  der  gesuchte  Per iodi- 
zitätsmodul  c^  =  ^i'!iiQ^,  d.h.  gleich  dem  Residuum  des  üifferentiales  da 
für  jene  Stelle,  multipliziert  mit  2ni. 

Ist  dagegen  p(^'  speziell  der  Südpol  0'  der  Kugelfläche,  so  ent- 
spricht einem  Umlaufe  um  0'  auf  einem  sehr  kleinen  Kreise,  bei 
welchem  0'  links  bleibt,  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  der  Hori- 
zontalebene auf  einem  sehr  grofsen  Kreise,  bei  welcher  der  Nullpunkt 
stets  rechts  bleibt,  also  eine  Umkreisung  des  Nullpunktes  im  negativen 
Umlaufssiaae.  Ist  also  in  diesem  Falle  das  zu  pP'  gehörige  Funktionen- 
element , ,  , 
e'(pW)  =  -Pjlg^  +  'i'(y). 

wo  Q-y  wieder  das  zu  ^j'^'  =  p^  zugehöiige  Residuum  von  c?w  ist,  und 
setzt  man  wiederum  für  den  Punkt  p^ 

s  =  *-e«^',     lgs  =  lg»-  +  gioJ, 
so  bleibt  bei  jenem  negativen  Umlaufe   wieder  r  ungeändei-t,  während 
jetzt  ff^  in  fp(|— 2ir  übergeht.     Also  wird  auch  in  diesem  E'alle 

E'(pj)  =  c)(p^)-t-27t/p„ 
d.  h.   der   gesuchte    Periodizitatsmodul   c^   ist    gleich    -{■  'iTti^^,    d.  h. 
wiederum  gleich  dem  Residuum  q-^  für  die  Stelle  p^  multiphziert  mit 
231*.     Es  ergiebt  sich  also  der  allgemeine  Satz: 

Der   Periodizitatsmodul    für    den    einem    logarithmischen 
Punkte   zugeordneten   Schnitt   ist    stets   gleich  dem  Residuum 
des  DifFerentiales  für  jenen  Schnitt,  multipliziert  mit  2jt«. 
Mit  Hilfe  dieses  Satzes  können  wir  jetzt   den  Wert  der  Integral- 
funktion  für   eiuen   ganz   beliebigen  Integrationsweg   darstellen.     "Wir 
denken  uns  dieselbe  von  einem  beliebigen  Elemente  S(pu)  aus  auf  der 
ganzen  zerschnittenen  Kugelöäche  S  fortgesetzt  und  bezeichnen  mit  w(p) 
das  so  sich  ergebende  eindeutig  bestimmte,  zu  einem  Punkte  p  gehörige 
Punktionenelement.     Heben  wir  jetzt  die  Beschränkung  auf,   dafs  der 
Integrationsweg  die  fi  Schnitte  S,,  S^, . .  .  S,,  nicht  überschreiten   darf, 
so  müssen  wir  jedesmal,   wenn   der  Weg  s  z,  B.  den  Schnitt  jS^   über- 
schreitet, ±  2itiQ^  hinzufügen,  wo  das  positive  oder  das  negative  Vor- 
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zu  wählen  ist,  je  nachdem  s  jenen  Schnitt  vom  linken  nach 
dem  rechten  oder  Tom  rechten  nach  dem  linken  Ufer  überschreitet;  wir 
wollen  einen  solchen  Übergang  je  nach  den  beiden  möglichen  Eich- 
tungen einen  positiven  oder  einen  negativen  Übergang  nennen. 
Für  einen  ganz  beliebig  gewählten  Integrationeweg  s  von  pg  nach  p 
hin  ergiebt  sich  also 

m(p)  =  «(p)  +  Ki-i  +  m^Q,  +  . . .  +  «vpp)2jii, 

wo  m^,  m^, . .  .  ni/,  positive  oder  negative  ganze  Zahlen  oder  Null  sind 
und  wo  allgemein  «},■  die  Anzahl  der  positiven  Übergänge  von  s 
über  den  Schnitt  S;  vermindert  um  die  der  negatii 


Wir  wollen  dieses  Resultat  benatzen,  um  eine  wichtige  Eigen- 
schaft der  Residuen  eines  beliebigen  Differentiales  dio  abzuleiten.  Es 
seien  wieder  p'^l,  p'^',  . . .  p^*''  alle  diejenigen  Punkte  von  ^,  für  welche 
seine  Residuen  p^,  q^,  ...  p,,  von  Null  verschieden  sind,  d.  h.  alle 
logarithmischen  Punkte  des  zugehörigen  Integrals 


.^ßä.. 


Es  seien  dann  wieder  S^,  S^, . . .  8^  die  Schnitte,  welche  die  logarith- 
mischen Punkte  pC'  mit  dem  regulären  Punkte  p*"'  verbinden.  Bilden 
wir  dann  das  um  p*"'  auf  einem  kleinen  Kreise  in  positiver  Richtung 
erstreckte  Integral,  so  ist  es  gleich  Null,  weil  es  keinen  logariihmischen 

Punkt  umschlieJst;   andererseits   ist   es   gleich  23ri(p, -j- p^H h  Qfi), 

weil  der  Inte grations weg  jeden  Schnitt  in  der  Richtung  vom  rechten 
zum  linken  Ufer  überschreitet.     Also  ergiebt  sich  der  Satz: 

Die   Summe   aller   Residuen    eines    beliebigen    rationalen 

Differentiales  doi  ist  stets  gleich  Null. 

Derselbe ,  Satz   kann   auch   direkt   aus    der    Pai-tialbruchzerlegung 

einer     rationalen     Funktion    gefolgert     werden.      Da    nämKch    jedes 

Differential  t^  to   als  Summe  einer  endlichen  Anzahl  von  Differentialen 

zweiter  und  dritter  Gattung 

(3_(,)e       e-c  V(f  =  0,l,,..y 

mit  konstanten  Koeffizienten  darstellbar  ist,  so  braucht  wegen  des  auf 
S.  272  bewiesenen  Satzes  nur  gezeigt  zu  werden,  dafs  die  Summe  der 
Residuen  für  jedes  von  diesen  Differentialen  iür  sich  gleich  Null  ist. 
Aber  die  beiden  ersten  Differentiale  besitzen  offenbar  nirgends  ein  von 
Null  verschiedenes   Residuum,   weil   ihr  Integral  keine  logarithmische 
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Stelle  hat,  und  das  Differential hat  an  der  Stelle  (s  =  a)  das  Resi- 
duum +  1,  für  (ä  =  co)  das  Residuum  —  1,  da  für  grofse  Werte  Yon  s 

ist,  und  damit  ist  jener  Satz  direkt  bewiesen. 

Alle  liier  gefundenen  Sätze  für  die  Integrale  rationaler  Differentiale 
ergeben  sich  als  ganz  spezielle  Fälle  aus  der  Theorie  der  Integrale 
algebraischer  Differentiale  oder  der  Äbelschen  Integrale,  ku  deren 
Untersuchung  wir  jetzt  übergehen.  Wir  hielten  es  aber  für  zweckmärsig, 
diese  einfacheren  Funktionen  für  sich  zu  betrachten,  um  an  diesem 
Beispiele  die  allgemeine  Theorie  deutlich  machen  und  um  die  hier  ge- 
wonnenen Resultate  für  die  allgemeine  Untersuchung  verwerten  zu 
können. 
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Nennzehnte  yorlesung. 

Diu  Integralfunttioiion  algebraiaulieT  DifEereatiale  oAei'  die  Abelaüli  I  t  1  — 
Ibro   logariÜmiisclieJi   Stellen.    —    Die   Eosiduen   der   algeliraiaclien   I  ff«    nt  al 

—  Der  Bü  einem  AbelBchen  Integi'ale  gehörige  Differentialteiler.  —  Das  a  hie  ht 
dea  Körpers  K{z,u).  —  Die  zu  dem  Körper  K(z,u)  gehörige  D  ffe  at  al 
klasae  W.  —  Die  Fundamentalaufgalie  in.  der  Theorie  der  Abels  h  n  Integ  al 
imd  ihre  voUatändige  Lösung.  —  Anwendimg:  Aufstellung  einea  oll  taad  gen 
Systems  von  imabhängigen  Integralen  erster  Gattung.  —  Die  Anzahl  1  elb  n  ist 
dem  Goacblechte  des  Körpers  K{z,  u)  gleich,    —   Der  Eiemami-E    h    h     "^at 

—  Folgenmgen;  BeBtimmung  eines  yollstimdigen  Systems  unabhän    g      Int  ^  ale 

m.it  gegebenen  Unstetigkeitsbedingungen. 

§1- 

Wir  gellen  jetzt  dazu  über,  die  in  den  früheren  Vorlesungen 
gefundenen  Resultate  für  die  Untereuchimg  der  Integralfunktionen 
algebraischer  Differentiale,  der  sogenannten  Abelechen  Integrale, 
zu  verwenden. 

Wir  wollen  hier  wieder  von  dem  algebraischen  Körper  K(s,ii) 
ausgehen,  wo  z  eine  beliebig,  aber  fest  gewählte  unabhängige  Variable 
jenes  Körpers  ist;  wir  betrachten  also  die  Elemente  des  Körpers  K  als 
rationale  Funktionen  von  s  und  w  oder  auf  der  w-blättrigen  Kugel- 
fläche 5ftj.  Es  sei  nun  |  eine  beliebige  Funktion  des  Körpers. 
Dann  verstehen  wir  wieder  unter  dem  unbestimmten  Integrale  des 
Differentials  %ds  /• 

eine  jede  Funktion  »(s),  welche  der  Differentialgleichnug 

di  '^^ 
genügt  und  durch  sie  bis  auf  eine  additive  Konstante  für  jede  Stelle 
der  Fläche  SE^  eindeutig  definiert  ist,  da  der  Integrand  |  auf  der 
ganzen  Hiemannschen  Kugelfiäche  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  ist. 
In  der  That,  ist  ^  ein  beliebiger  Punkt  der  Fläche  ?ft,,  und  zwar 
um  gleich  den  allgemeinsten  Fall  zu  betrachten,  ein  ts -blättriger  Ver- 
zweigungspunkt  derselben,  so  lautet  die  Entwickelung  von  |  in  der 
Umgebung  von  ?ß  folgendermaCsen: 

|  =  ed(Ä-a)'*-f  ed+i(Ä(~K)  "    +■■■, 
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mib  der  MaTsgalje,  dafs,  falls  Sß  die  niieiidlicli  ferne  Stelle  (s  =  oc)  eiit- 
sprieht,  z  —  a  durcli  —  ku  ersetzen  ist.  Da  diese  Potenzreihe  in  end- 
Ijclier  Umgebung  der  Stelle  Sß  gleidunäfeig  konvergiert,  so  findet  man 
die  Entwickelung  des  Integrals  a  in  der  Umgel)ung  von  *ß,  abgesehen 
von  einer  Konstaaten,  dadurch,  dafs  man  jene  Reihe  gliedweise 
integriert.  Wir  woUen  diese  Konstante  im  folgenden  stets  durch  cJq 
bezeichnen. 

Beachten  wir  nun  wieder,  data  bei  Weglassung  der  Integrationa- 
konstanten  allgemein  für  einen  beliebigen  positiven  oder  versehwindenden 
oder  negativen  Wert  von  X,  der  nicht  =  —  1  ist, 


J(^-„)'d«-^(2-„y+>, 


/^ 


-ig(2-«) 


ist,  so  erkennen  wir,  daiJs  das  gesuchte  Integral  o  —  k»q  in  der  Um- 
gebung einer  jeden  Stelle  $  ebenfalls  in  eine  Potenzreihe  entwickelt 
werden  kann,  welche  für  jede  reguläre  Stelle  ^  nach  ganzen  Potenzen 
von  3  —  K,  für   einen   ffl-blättrigen  Verzweigungspunkt  nach  Potenzen 

von  {s  —  «)"  fortschreitet,  welche  ferner  kein  konstantes  Glied  und  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Gliedern  negativer  Ordnung  enthalten  katm. 
Der  einzige  Unterschied  gegen  die  algebraischen  Funktionen  besteht 
darin,  dafs,  falls  in  der  Entwickelung  des  Intogranden  das  Glied 


vorkommt,  das  Integi-al  ra  —  oJj,  wieder  das  logarithmische  Glied 

enthält,    während    für    die    Umgebimg     eines    der    unendlich    fernen 
Punkte  ^'"'  durch  die  Integration  des  Gliedes 


in  dem  Integrale  das  logarithmische  Glied  "Flgs  auftreten  kann,  welches 
wieder  schwächer  unendlich  wird,  als  jede  Potenz  von  s  — «  mit 
einem  noch  so  kleinen  negativen  Exponenten.  Auch  diese  Stellen 
sollen  logariihmisehe  Stellen  von  ro  genannt  werden,  und  man  zeigt 
genau  wie  auf  8.  271,  dafs  jedes  Integral  co  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  logarithmischen  Stellen  besitzen  kann.  Beachten  wir  also  nur,  dafs 
für    einen  d- blättrigen  Verzweigungepunkt   das   Entwickelungselement 
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nicht  s  — c:  sondern  («  —  «}"  ist,  so  sehen  wir  genau  ebenso,  wie  auf 
S.  271,  dafs  für  eine  jede  Stelle  ^  das  zugeliörige  Element  ej(^)  der 
Integralfunktion  durch  eine  Gleichung  bestimmt  ist: 

'^  »(!iä)-(,ig(«-»r  +  *{2i«), 

wo  p  flir  alle  und  nur  die  logarithmischen  Stellen  von  NuU  verschieden 
ist,  während  i/i(2|ß)  eine  Reihe  bedeiitet,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von 

(ß  —  a)"  fortschreitet  und  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen 
von  s  —  K   enthält.     Auch   hier   wird  der   somit   eindeutig   bestimmte 

Koeffizient  q  von  lg  (s  — «)"  das  Regidunm  des  Differentiales  da 
für  die  Stelle  ^  genaoint  Durch  Differentiation  nach  s  folgt  aus  (1) 
die  Gleichung 

falls  ^  eine  endliche,  und 

falls  ^  eine  der  uneudlicb  fernen  Stellen  ist;  also  ist  in  den  beiden 
unterschiedenen  Pällen  +--  der  Koeffizient  von  _  bzw.  von  —  in  der 
Entwickelung  des  Integranden  |($);  es  ergiebt  sieh  somit  der  Satz; 

Ist  *■  der   Koefflaienfc  von  ——  bzw.  von  —  in    der   Ent- 
wickelung des  Integranden  |  in  der  Umgebung  eines  endlichen 
bzw.  unendlich  fernen  Punktes  ^  von  der  Verzweigungsordnung 
tt  — 1,  so  ist  das  Residuum  des  Differentiales  ^ds  gleich  +  ar 
bzw.  gleich  —  ar. 
Auch    für    die   Abelsehen   Integrale   können   und   wollen   wir   ihr 
"Verhalten  in  der  Umgebung  einer  Stelle  ^  der  Kiemannachen  Fläche  ^j 
dadurch  charakterisieren,  dafs  wir  derselben  wieder  den  gleiehbezeichneten 
Primfaktor  9ß  zuordnen,  und   zwar  definieren  wir  jetzt  die  Teilbarkeit 
des  Integrals  durch  den  Primfaktor  %  folgendermafsen : 

Ist  (0  ein  Abelsches  Integral  I  ^dn  und  Mq  die  zugehörige 
Konstante,  so  ist  a»  —  (Oq  durch  den  Divisor  ^''  teilbar,  wenn 
die  Entwickelung  der  Differenz  <a  —  <a^  in  der  Umgebung  der 
Stelle  5p  in  dem  früheren  Sinne  die  Ordnungszahl  e  besitzt;  be- 
ginnt jedoch  diese  Entwickelung  speziell  mit  lg(s  —  a),  so  wollen 
wir  sagen,  dafs  la  —  ra^  durch  Ig^ß  teilbar  ist. 
Das  Integral  besitzt  also  an  der  Stelle  5ß  eine  Unstetigkeitsatelle, 
wenn  w  —  ro„   oder,   was    dasselbe    ist,   wenn  (u  den  Primfaktor  ^   in 
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einer  negativen  Potenz  enthält  oder  tSarch  lg$  teilbar  ist;  e8  Terhält 
sict  in  $  regu^r,  wena  ro  —  tOp  durch,  eine  positive  Potenz  von  ^ 
teilbar  ist. 

Ist  i  dem  Divisor  0.=  äquivalent,  so  ist  das  Verhalten  von  ra  —  oj^ 
an  jeder  einzelnen  Stelle  vß  durch  die  Potenz  des  zugehörigen  Prini- 
faktors  ^''  vollkommen  bestimmt,  welche  in  |  enthalten  ist;  jedoch  ist 
dieser  Zusammenhang  nicht  für  jeden  Punkt  in  gleicher  Weise  zu 
charakterisieren,  wir  müssen  vielmehr  die  Fälle  unterscheiden,  wo  ^ 
ein  regulärer  oder  ein  Verzweigungspunkt  oder  ein  unendlich  femer 
Punkt  der  Eiemannsehen  Fläche  ist.  Ist  z.  B.  für  einen  regulären 
Punkt  §  von  positiver  Ordnung 

so  ergiebt  sich  durch  Integration 

«  -  »0  =J'ids  =  -^ (2 -  «)»■+ 1  +  ^ (^ _ a)H-S!  ^...^ 

d.  h.  o  --  cJq  ist  genau  durch  Sß'  teilbar,  wenn  der  Integrand  den 
Divisor  ^"^  besitzt.  Dagegen  folgt  für  einen  o-blättrigen  Verzweigungs- 
punkt aus  ^  ,._l_^ 

die  Entwickelung  ^.^ 


d.  h.  ö  —  (0(1  enthält  den  Divisor  ?ß'  ,  wenn  der  Integrand  |  durch  ^' 
teilbar  war,  und  noch  gröfser  wird  die  Anzahl  der  Möglichkeiten, 
wenn  man  den  Fall  negativer  Ordnungszahlen  mit  berücksichtigt  und 
aufserdem  noch  zupfet,  dafs  die  Stelle  (ß  =  a)  auch  die  unendlich 
ferne  sein  kann. 

Diese  TJnregelmäfsigkeit  rührt  aber  einfach  daher,  dafs  wir  für 
die  Entwickelung  eine  bestimmte  Riemannsche  Fläche  St^  zu  Grunde 
gelegt  haben,  denn  alle  hier  geschilderten  Besonderheiten  hängen  ja 
von  der  Wahl  der  unabhängigen  Variabehi  und  der  zugehörigen  Kugel- 
fläche ab,  und  sie  können  beseitigt  werden,  wenn  man  die  Variable  s 
durch  eine  andere  ersetzt;  dann  treten  aber  andere  besondere  Punkte  auf. 
Um  nnu  ein  für  allemal  sämtliche  Besonderheiten  zu  beseitigen,  wollen 
wir  im  nächsten  Paragraphen  eine  Darstellung  der  algebraischen 
Differentiale  äa^iäs  angeben,  welche  eine  Verallgemeinerung  der 
a,  S.  275  für  die  rationalen  Differentiale  gefundenen  ist  und  welche 
ebenso    wie   die   Darstellung   der   Fnnktionen  |  des  Körpers  K  durch 
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den  zugehörigen  Divisor  Q^  ganz  unabhängig  von  der  Kngelfläche  3i, 
ist;  wir  werden  dawi  die  Beziehungen  zwischen  dem  Differentiale  da 
und  dem  zugehörigen  bestimmten  Integrale  w  —  to^  in  Bezug  auf  jeden 
Primfaktor  in  überraschend  einfacher  Weise  angeben  können. 


Es   seien   S,   und   tj   zwei    beliebige   nicht   konstante   UrÖfsen    des 
Körtoers  K,  und  es  möge 

F(l  ri)  =--  0 

die   zwischen  ihnen  bestehende   irreduktible  algebraische  Gleichung 

sein.     Dann   ergiebt   eich   aus  ihr  durch  Differentiation  die  Gleichung 

dF 

^•.  ^ H__  _  _  -^ 

'■•'  d|  8F  F'' 

-^ 

d.  h.  das  YerMltnis  der  beiden  Differentiale  di,  und  dii  ist  als  rationale 
Funktion  TOn  %  und  ij  eine  Gröfse  des  Körpers  K,  welche  also  durch 
den  zu  ihr  gehörenden  Divisor  vollständig  bestimmt  ist.  Wir  stellen 
uns  daher  die  fttr  das  Fönende  fundamentale  Aufgabe,  diesen  Divisor 
zu  berechnen. 

Wegen  der  Gleichung 

di,  de  '  de 
genügt  es  offenbar,  zu  bestimmen,  wie  oft  ein  beliebiger  Primdivisor  *ß 
in  jedem  der  beiden  Differentialquotienten  ,-  und  -3—  enthalten  ist, 
wenn  s  irgend  eine  GrÖfee  des  Körpers  ist,  die  als  unabh'äng^e  Variable 
angenommen  wird.  Der  Einfachheit  wegen  woEen  wir  s  so  wählen,  daTs 
der  betrachtete  Punkt  ^  einem  endlichen  Punkte  (2  =  0;)  der  zugehörigen 
"Riemannaehen  Fläche  entspricht,  und  es  bestehe  für  die  Funktion  g  in 
der  Umgebung  der  Stelle  ^  die  folgende  Entwiekelung : 
1  £+1 

s-^.^i^^-Kr  +  g.+iCs-«)"  +■■■, 

wo  also  lo  das  konstante  Glied  in  der  Entwiekelung  von  |  bedeutet, 
und  die  Ordnungszahl  d  von  |  —  lo  positiv  oder  auch  negativ  sein 
kann;  dann  enthält  also  der  Linearfaktor  §  ~  lo  genau  die  d'^"  Potenz 
von  ^,    Durch  Differentiation  dieser  Gleichung  nach  ü  ergiebt  sich  also 


di  _ 


>-.)"    +-. 
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EntMlt  also  %  —  ^äi&  Potenz  $'',  so  ist  -j-  genau  dnrcti  ^'^~''  teilbar, 
wenn  die  Stelle  ?|J  für  die  Kugelfläehe  S,  ein  ß- blättriger  Verzweigimgs- 
punkt  ist,  Da  aber  das  Analoge  aucb  für  die  Funktion  i;  gilt,  so 
ergiebt  sieb  zimächst  das  folgende  einfacbe  Resultat: 

Sind  lo  und  ij^  die  zu  |  und  rj  gehörigen  konstanten 
Glieder  in  der  Entwiekelung  dieser  Funktionen  in  der  Um- 
gebung der  beliebigen  Stelle  ^,  und  sind  die  Linearfakfcoren 
I  —  lo  und  II  —  %  bzw.  durcli  '^^  und  ^"  teilbar,  so  ist  der 
Differentialquotient  ^  genau  durch  ^jj^""*  teilbar,   es  ist  also 

wenn   das   Produkt   über   alle  Punkte  ?ß   erstreckt  wird   oder 

aber  auch  nur  über  die  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen,  für 

welche  der  Exponent  e-~  d^O  ist. 

Denselben  Divisor  können  wir  aber,  und  das  ist  das  Wesentliche, 

auf  andere  Art,   nud  zwar  in  geschlossener  Form   darstellen.     Wählen 

wir  I  als  unabhängige  Variable,   ao   gehört   zu   ihr   eine   Rieraannsche 

Kugelfläcbe  Stj  und  ein  bestimmter  Verzweigungsteiler  3s)  welcher  alle 

und  nur  die  Verzweigungsfaktoren  ^   dieser  Fläche  8if  enthält,  jeden 

zu  der  Potenz  erhoben,  welche  seine  Ordnungszalü   angiebt;   das   Ent- 

sprecliende  gut  für  die  Funktion  jj.     Es  sei  nun 

und  es  seien  3;  ^'^^  Sti  die  Verzweigungsteiler  bzw.  für  die  Funk- 
tionen §  und  fj.     Dann  gut  der  folgende  wichtige  Satz: 

Sind  I  und  i;  zwei  beliebige  Gröfsen  des  Köi-pers  K,  so 
besteht  immer  die  Gleichung 

Qx  ^:i  —  ^    ^ 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  brauchen  wir  nur  zu  zeigen,   dafs  der 

rechts  stehende  Quotient  jeden  Primfaktor  ^  in  der  (e  —  d)""^  Potenz 

enthält,   und   dies    ist    offenbar   geschehen,   sobald    wir    nachgewiesen 

3s  a—i 

haben,  dafs  für  ein  beliebiges  |  der  Divisor  -,  genau  durch  ^        teilbar 

ist  und  dafs  das  Analoge  für  tj  gilt. 

Ist  nun  $  zunächst  eine  im  Endlichen  liegende  Stelle  der  Fläche  tftj, 

und  enthält  der  zugehörige  Linearfaktor  ^  —  lo  die  Potenz  5ß''  von  ^, 

so   ist,   wie  auf  S.  248  gezeigt  wurde,   ^  eine  endliche  Verzweigungs- 
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stelle  der  (iJ  — 1)**"  Ordnung,  also  ist  Q^  durch  ^'^""^  teilbar,  während 
in  iij  der  Divisor  ^  gar  nicht  auftritt,  weil  ^  im  Endlichen  liegt. 
Also  ist  -|  in  diesem  Falle  wirklich  genau  durch  9J''~^  teilbar. 

Ist  dagegen  ^  eine  der  unendlich  fernen  Stellen  filr  ^j,  ist  also 
d^  —  S  negativ,  so  ist  H:  durch  ^^  teilbar,  und  3|J  entspricht  also 
einem  im  Unendlichen  liegenden  Verzweigungspunkte  der  (tf  -—  l)'"" 
Ordnung;  der  Verzweigungsteiler  3f  entlmlt  also  genau  die  Potenz  ^  ~  . 
Daher  ist  der  Quotient  -j  durch  ?ß  ~i~s  ^  sp  '-^^"—^  teilbar, 
die  aufgestellte  Behauptung  ist  also  vollständig  bewiesen.  Ebenso 
zeigt  man,  dafs  der  Quotient  — |  genau  9ß'~^  enthält,  und  damit  ist 
die  Eichtigkeit  der  obigen  Gleichung  (3)  dargethan. 

Aus  diesem  Satze  ziehen  wir  zunächst  eine  merkwürdige  und  für 
das  Weitere  sehr  wichtige  Folgerung.  Da  nämlich  der  Differential- 
quotient -jj  wegen  (1)  eine  Funktion  des  Körpers  K  ist,  so  sind  die 
beiden  Divisoren  ;,  „ 

^  "''^  i?, 

auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (3)  einander  notwendig  äquivalent, 
und  daher  sind  ihre  Ordnungszahlen  einander  gleich,  wie  auch  |  und  ij 
innerhalb  des  Körpers  angenommen  sein  mögen..  Sind  also  ^  und  ^ 
zwei  beliebige  Funktionen  des  Körpers,  sind  nj  und  w,  ihre  Grade, 
und  tvf  und  w,  die  Ordnungen  ihrer  Verzweigungsteiler  Q^  und  ß-o  so 

d.  h.  die  Zahl  w  —  2n  ist  eine  Invariante  des  Körpers,  denn  sie  ist 
unabhängig  von  der  Wahl  der  zu  Grunde  gelegten  Variabein.  Nach 
S.  226  ist  w  eine  gerade,  also  die  schon  früher  eingeführte  Zahl 

eine  ganze  Zahl,  welche  für  jede  GrÖfse  von  K  den  gleichen  Wert 
besitzt.  Wir  nannten  dieselbe  auf  S.  264  das  Geschlecht  von  K  und 
bezeichneten  sie  bereits  als  eine  der  wichtigsten  Invarianten  des  Körpers. 


Jedes  Differential,  das  zu  dem  Körper  K  gehört,  kann  je  nach 
der  Wahl  der  Integrationsvariabein  in  sehr  verschiedenen  Fonnen  ge- 
schrieben werden.  Ist  |  die  Integi-ationsvariable,  £|  der  Integrand,  so 
ist  das  zugehörige  Differential 
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und  beim  Übergänge  zu  einer  auderen  Integrations variabel!)  jj  erhält  mau 

1  also  ^f 
w&an  man  das  eine  Mal  ^,  das 
andere  Mal  ij  als  Integrationsvariable  zu  Grunde  legt,  so  sind  diese 
beiden  G-rörsen  des  Körpers  K  durch  die  Gleichung 

miteinander  verbunden,  d.  h,  es  bestellt  für  zwei  beliebige  GrÖfsen  g  und  ij 
von  K  die  Gleichumf  „  „ 

wo  also  Wo,  ein  algebraischer  Divisor  ist,  welcher  nur  von  dem 
Differential  dco,  aber  in  keiner  Weise  von  der  Wahl  der  Integrations- 
variahein I  oder  7}  abhängt,  und  der  dem  Integrale  ra  oder  dem 
Differentiale  d(o  zugehörige  Differentialteiler  genannt  werden 
soll.  Umgekehrt  ist  aber  auch  das  Integral  w  durch  den  zugehörigen 
Differentialteiler  lü„  bis  auf  eine  additive  Konstante  vollständig  bestimmt, 
denn  für  eine  beliebige  Integrationsvariable  |  ist  ja  dann 

111      .n? 

Alle  Differentialteiler  tti„,  sind  untereinander  äquivalent,  sie  gehören 
also  einer  und  derselben  Divisorenklasse  (TF)  an;  denn  ist  für  zwei  be- 
liebise  Differentiale:  ,  ,    ,^ 

so  ist  ja  für  die  zugehörigen  Differentialteiler  IB;.,  und  W^' 


'"  __  ^f 

">■.■  ~  ^l ' 

Gröfse  von  K,   und  da  ID^,  -= 

Utl   ist,  so 

d.  h.  jener  Quotient  ist  f 
ist  die  Klasse  (W)  mit  der  Klasse  aller  Divisoren  identisch,  welche 
äquivalent  dem  Divisor  -|  shid,  wenn  g  irgend  eine  Gröfse  des  Körpei^ 
bedeutet.  Es  kann  demnach  die  Klasse  (TT)  aller  Differentiale  auch 
als    die   Klasse   (— |)   bezeichnet  werden.     Umgekehrt  entspricht   auch 
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jeder  Divisor  lu  dieser  Klasse  einem  Differentiale  cüca;  denn  ist  K  at^ui- 
vaJent  —^>  so  bestellt  ja  eine  Gleicliung 

«  =  £■  J' 
wo  g  eine  Grofse  des  Körpers  K  ist,  d.  li.  W  entspricht  dem  Ditferentiale 

Wie  also  alle  und  nur  die  Divisoren  der  Hauptlclasse  allen  Gröfsen 
des  Körpers  K  gleich  sind,  so  entsprechen  alle  und  nur  die  Divisoren 
der  Klasse  (W)  ~  \~l)  allen  Differentialen  da,  welche  zu  diesem 
Körper  K  gehören.     Die  Ordnung  der  Differentialklasse  (-?  )  ist 

w-2n==2p-2, 
ist  also  im  allgemeinen  von  Null  verschieden.  In  dem  vorher  be- 
handelten Beispiele  der  rationalen  Differentiale  vrar  p  =  0,  da  für  die 
einblättrige  Kugelfläche  ®j  offenbar  w='0,  n  =  l  ist;  alle  Differential- 
teiler waren  dort  von  der  (—  2)^"^  Ordnung;  hier  ist  die  Ordnung  durch 
den  Wert  der  Hauptinvariaute  p  vollständig  bestimmt.  Während  dort 
aber  jeder  Divisor  der  (—  2)*'"  Ordnung  ein  Differentialteiler  war,  ist 
das  hier  im  allgemeinen  nicht  der  Fall,  sondern  die  Klasse  (W)  der 
Differentialteiler  bildet  ebenso  einen  Teilbereich  aller  Divisoren  der 
(2p  —  2)'^°  Ordnung,  wie  die  Hauptklasse  einen  Teilbereich  aller  Divi- 
soren nuUter  Ordnung  bildet.  Die  Untejrauchung  dieser  Divisorenklasse 
fällt  also  auch  hier  vollständig  mit  der  Betrachtung  aller  Äbelschen 
Differentiale  zusammen.  Bezeichnen  wir  wieder  denjenigen  innerhalb 
derKlasse  (Q)  beliebig  anzunehmenden  Multiplikator  Q,,,  durch  welchen 
alle  Divisoren  der  Hauptklasse  in  die  zugeordneten  der  Klasse  {Q) 
übergehen,  als  den  Multiphkator  für  die  Klasse  (_Q),  so  kann  man  als 
Multiplikator  für  die  Differentialklasse  irgend  einen  Divisor 

wählen,  wenn  §  eine  GrÖfse  des  Körpers  K  bedeutet.  Diesem  Multi- 
plikator entspricht  dann  die  Darstellung  der  Differentiale  du  in  der 
Form  Udi,  tt-  h,  die  Wahl  von  |  als  unablülngige  Variable;  denn  dann 

10  n| 
ist   ja    £|  =  -S'  ■■  >    also    in    der    That    der    zugeordnete    Divisor    der 

'         .  ÜE 

Diffierentialklasse  gleich  £j"Zä=  ^w 

Wir  fragen  nun  zunächst,  wie  sich  das  einem  Äbelschen  Differentiale 
d(ö  zugehörige  Integral  oj  in  der  Umgebung  einer  beliebigen  Stelle  ?ß 
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verhält,  und  /.eigen,  daXs  auch  hier  die  Ordnungszahl  von  a  —  ca^ 
durch  den  Differentialteiler  iOo,  eindeutig  bestimmt  ist,  Es  werde  die 
IntegratiousTariable  x  so  gewählt,  daTs  der  gerade  betrachtete  Frim- 
faktor  Sß  weder  in  ttx  noch  in  ^^  auftritt,  dafa  also  die  Stelle  '^  eine 
reguläre,  im  Endlichen  liegende  Stelle  der  Kugelfläche  ^^  ist.  Beides 
ist  offenbar  möglich;  denn  man  brancht  ja  nur  für  x  eine  Gröfse  zu 
wählen,  welche  in  5(5  von  der  ersten  Ordnung  verschwindet,  was  nach 
der  Bemerkung  auf  S.  217  stets  möghch  ist,  so  entspricht  ^  einer 
einfachen  NuEstelle  für  3!  =  0.    Dann  ist  in  dem  Differentiale 

dco  =  i^dsü,     wo     i^=-^ 

ist,  £e  in  Bezug   auf  ^   von   genafu  derselben  Ordnung  wie  lö„.     Ist 

also  VOa  genau  durch  S^'*  teilbar,  wo  d  positiv,  negativ  oder  Null  sein 

kann,  so  besteht  für  ^^äx  in  der  Umgebung  von  ^  die  folgende  Ent- 

wiekeluns;         ,          ^   ,         ^       ,  ,              j_i_,   ,        ,  •, 
°         dm  =  ^dx  =  {ce^x-*  +  ag^ix^+^  -\ )dx, 

und  man  erlrält,  indem  man  die  Reihe  ghedweise  integriert: 

"^""-äTI  "=""  +  ■■■' 

wo  Ofl  "^iö  Integrationskonatante  ist,  oder  für  den  speziellen  Fall  d  =  —  l: 

d.  h.  es  besteht  der  Satz: 

Ist  ^  ein  d-facher  Divisor  des  vai  den  gehörigen  Differential- 
teilers  1D„,    so   ist  das  Integral  m  —  lOf,  entweder   durch  ^ß^f+i 
oder  durch  lg$  teilbar,  je  nachdem  d^—1  oder  ä^—1  ist. 
Wir   sagen   nun   wieder,    ein   Integral    a    verhält    sich    an   einer 
Stelle    ^   regulär,    wenn   w  —  «ß   in   ?ß   von   der  ersten  Ordnung  ist, 
wenn  also  in  der  Umgehung  von  Sß  die  Entwickelung  lautet 

a  =  ao  +  ^^{x—ay  +  ca^ix  —  a)"  -\ 

und  der  Koeffizient  ra^  von  NuU  verschieden  ist.  Dann  folgt  aus  dem 
soeben  bewiesenen  Satze,  dafs  o  sieh  für  alle  und  nur  die  Primdivisoren 
nicht  regulär  verhalt,  welche  in  Wo,  enthalten  sind. 

Schreiben  wir  den  Differentialteiler  W„  als  Quotient  zweier  ganzer 
Divisoren  , 

«.=  -■ 

so  enthält  der  Nenner  ii„  nach  dem  soeben  bewiesenen  Satze  alle  und 
nur  die  Primteiler  ^,  welche  den  sämtlichen  Unendlichkeitsstellen  des 
Integrab  o  entsprechen,  und   zwar   entspricht  jedem   einfachen  Prim- 
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faktor  eine  logarithraiscLe  Unstetigkeitsstelle,  jedem  Primfaktor  $"'  ein 
Pol  der  (m  —  l)'""  Ordnung  des  Integrals.  Ebenso  enthält  der  Zähler  j« 
alle  und  nur  die  Stellen,  für  welche  m  —  a^  von  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  verschwindet.  Die  Differenz  der  Ordnungszahlen  von  g^ 
und  Ito,  ist  stets  gleich  '2p  —  2. 


In  der  Theorie  der  rationalen  Differen.tiale  sahen  wir,  dafs  einem 
jeden  heliebig  gegebenen  Divisor  der  (—  2)*^''  Ordnung  auch  ein  ratio- 
nales Differential  entspricht;  so  waren  wir  imstande,  direkt  die  Ele- 
mentaj-integrale  der  zweiten  und  dritten  Gattung  hinzuschreiben  und 
alle  übrigen  durch  sie  aaszudrücken.  Für  die  algebraischen  Differentiale 
gehört  aber  im  allgemeinen  nicht  zu  jedem  Divisor  der  {2p  —■  2)*'° 
Orduvmg  ein  algebraisches  Differential,  vielmehr  mul's  derselbe  aufser- 
dem  noch  der  Differentialklasse  {W)  angehören.  Aber  unsere  früheren 
Untersuchungen  über  die  Divisoren  des  Körpers  K(0,  u)  setzen  uns  in 
den  Stand,  die  entsprechende  Aufgabe  für  die  Abelschen  Differentiale 
ganz  ebenso  einfach,  aber  in  sehr  viel  weiterem  Umfange  zu  lösen. 

Die  Fundamentalaufgabe   in   der  Theorie  der  Abelsehen  Integrale 

kann  nämlich   in  ihrer   allgemeinsten  Form  so  ausgesprochen  werden: 

Es    soll    ein    vollständiges    System    linear    unabhängiger 

Differentiale  dm  gefunden  werden,  deren  Divisoren  tD„  Multipla 

eines  beliebig  gegebenen  Divisors  D  sind,  für  welche  also 

ist,  wenn  ®„  irgend  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Diese  Aufgabe  kann,  und  zwar  für  eine  beliebig  gegebene  Integra- 
tionsvariable s,  folgendermafsen  gelöst  werden. 

Wir  bilden  nach  der  auf  S.  215  angegebenen.  Methode  ein  Funda- 
mentalsystem 

des  Körpers  K  für  alle  Multipla  von  -^>  und  zwar  möge  es  gleich  so 
gewählt  sein,  dafs  es  für  eine  beliebige  reguläre  Stelle  (^  —  ((f,)  nornia] 
ist.     Zu  diesem  Systeme  bilden  wir  da«  komplementäre 

2)  (|">,F',...  !'■'); 

nach  dem  Satoie  V  auf  S.  231  ist  dasselbe  dann  in  Bezug  auf  (s  =  Kq) 
ebenfalls  normal,  und  es  kann  von  vornherein  so  geordnet  i; 
werden,  dafs  die  Ordnungszahlen  seiner  Elemente 
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in  Bezug   auf  diese   Stelle  eine   zanehmende   Reihe  bilden,   dal's   also 
allgemein    yi^ß(-fi    ieb.      Ist    dann   V   das    erste    Element,    dessen 
OrdnungsKaW   pj  ^  2  ist,  so  l)ilden  die  folgenden  Differentiale 
-g-(0  j(i>  -|(') 

ein  vollsiändiges  System  linear  unabliäiigiger  Abelscher  Differentiale 
doj  =  iids,  für  welche  lOtj  ein  Multiplum  von  D  ist. 

Das  System  (^"',  |'^\  •  - .  |'"')  ist  nämlich  nEwh  der  Voraussetzimg  ein 
Fundamentalsystem  für  die  Mnltipla  von  -^rj  also  das  komplementäre 
(§"■',  f  ^*,  ■ . .  t  )  ein  Fundamentalsystem  für  die  Moltipla  des  komplemen- 
tären Divisors  ö--  Da  dasselbe  aber  in  Bezug  auf  die  Stelle  (3  =  Ko) 
aufserdem  normal  ist,  so  bilden  die  Elemente 

-m     "^"■'  "^*" 

ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Mnltipla  von  ^;  welche 
aufserdem  in  allen  n  Punkten  S^i,  ^g, .  .  .  '^„,  welche  bei  {s  =  Ko)  über- 
einander liegen,  mindestens  die  Ordnungszahl  2  besitzen,  oder,  was 
dasselbe  ist,  jene  Elemente  bilden  ein  vollständiges  System  aller  Moltipla 


des  Divisors 


Qäf. 


Dividiert  man  daher  jedes  dieser  Elemente  durch 

SO  erkennt  man,  daCs  in  der  That  die  Elemente  (3)  ein  voUstäudiges 
System  linear  imabhängiger  Mnltipla  von  —^  bilden,  also  den  Be- 
dingungen der  Aufgabe  genügen. 

Als  Beispiel  betrachten  wir  die  sogenannten  Integrale  erster 
Gattung  w.  Wir  hatten  gesehen,  dafa  es  keine  rationalen  Integrale 
giebt,  welche  auf  der  ganzen  einblättrigen  Kugelfläche  endhch  sind, 
weil  der  zugehörige  Differentialteiler  stets  von  der  (—  2)*^"  Ordnung 
ist.  Da  für  die  hier  betä*achteten  Ähelschen  Integrale  der  Differential- 
teiler  die  Ordnung  2p  —  2  besitzt,  so  können,  sobald  nur  p^l  ist, 
sehr  wohl  solche  allenthalben  endliche  Integrale  erster  Gattung  w 
existieren,  denen  eben  ganze  Diiferentialt eiler  ID^  entsprechen;  aber  es 
ist  die  Frage,  ob  auch  in  der  Differentialklasse  immer  ganze  Divisoren 
vorhanden   sind.     Wir   stellen   uns  also  jetzt  die  Aufgabe,   die  Anzahl 
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aller  linear  uiiabhängigen  ganzen  Divisoren  lu«  der  Differentialklasae  (TF), 
oder,  was  dasselbe  ist,  die  Anzahl  aller  unabhängigen  Multipla  des 
Diyisors  0.  =  1  au  bestimmen,  und  diese  ganzen  Divisoren  selbst  zu 
bereehnen.  Die  diesen  entsprechenden  Abebchen  Integrale  iv  bilden 
dann  ein  vollständiges  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster 
Gattung. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  aa,  was  ja  eventuell  stets 
durch  eine  Substitution  s'  =  ■_■  ■  erreicht  werden  kann,  dafs  der  Stelle 
(g  =  cx))  n  reguläre  Punkte  der  Kugelfläehe  3ij  entsprechen.  Alsdann 
könnenwir  die  Stelle  (^==00)  an  Stelle  der  vorher  eingeführten  (s  =  Ko) 
wählen  und  daher  den  Linearfabtor  :S  —  kq  überall  durch  -  -  ersetzen. 
Nach  der  soeben  angegebenen  Methode  bilden  wir  nun  zuerst  ein 
Fundamentalsystem  ,  ,,,     ,„,  ,  , 

vi   f  V  '1  ■  -  ■  r') 

für  die  ganzen  algebraischen  Funktionen  von  K(s,  u),  welches  für  die 
Stelle  (g  ==  00)  normal  ist,  iind  es  bedeuten 


die  Ordnungszahlen  der  n  Elemente  ij''>  für  jene  Stelle,  und  zwar  sei 
die  Bezeichnung  der  tjW  so  gewählt,  dafs  9i^p2^---^p«ist.    Dann  ist 

Pi  +  Pa  H h  P«  =  —  Y ' 

und  man  zeigt  leicht,  dafs  p,  =  0  ist  und  alle  folgenden  Ordnungs- 
zahlen negativ  sind.  In  der  That,  eine  ganze  algebraische  Funktion  13 
besitzt  im  Endhchen  gar  keinen  Pol;  soll  sie  also  keine  Konstante 
sein,  so  mufs  sie  in  mindestens  einem  der  n  unendlich  fernen  Punkte 
von  negativer  Ordnung  sein,  ihre  Ordnungszahl  p  für  (.s=oo)  ist  also 
stets  negativ  und  nur  dann  Null,  wenn  jj  eine  Konstante  ist.  Da  aber 
im  Körper  K  sicher  auch  die  Konstanten  auftreten,  so  mufs  tjW  =  p^ 
folglich  pi  =  0  sein,  aber  p^  kann  dann  nicht  mehr  Null  sein,  da  sonst 
auch  7j'^'  konstant  wäre,  also  tj''-'  und  ij^^'  rational  abhängig  wären. 

Es  sei  nun 

(JjW,  ^{2), . . .  IjW) 

das  liomplemeutäre  System  zu  (ij'^l,  ^1^', .  . .  jj'"*).     Sind  dann 

yj,   pa, .  .  .  p« 

die  Ordnungszahlen  seiner  Elemente,  so  ist  allgemein 
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ä.  h.  es  ist  ~^i  =  0,  und  alle  folgenden  Ordnungszahlen  Ps, . .  .  p„  siud 
positiv.  Ist  also  ^t»)  das  erste  Element,  dessen  Ordnungszahl  ^  2  ist, 
so  bilden  die  Funktionen 

^W!,     S^^'\     s^Tj^^,  .  .  .  /'""  ^*'>       (j  =  s,  s  +  1,  . , .  m) 

ein  vollständiges  System  linear  unabfcüingiger  Integrandeu  erster  Gattung; 
denn  sie  bilden  ein  vollständiges  System  linear  imahl&agiger  Multipla 
von  g- )  da  sie  ja  für  (s  =  oo)  aUe  mindestens  die  Ordnungszahl  2  be- 
sitzen.    Da  Pi  =  0,  Pa, . . .  9s-i  alle  gleich  1,  also 
&i!     P2  -  1,  ■  ■  ■  Ps-i  —  1=0 
sind,  so  kann  ihre  Anzahl  auch  so  gesehrieben  werden: 

P,  +  ( p,  -  1)  +  ■ .  ■  -1-  ( p.  -  1)  =2  ^i-n  +  l, 

und  da  nach  (1)  auf  S.  226 

I  p*  =  ~  Xpj  =  I  («  —  1)  =  Y 
ist,  so  folgt  für  die  gesuchte  Anzahl  der  Wert 

4)  -|- —  K-l- 1=1», 

also: 

Die   Anzahl   aller   linear    unabhängigen    Integrale    erster 
Gattung  ist  stets  dem  Geachlechte  des  Körpers  K(ß,  m)  gleich. 

Das  hier  auseinandergesetzte  Verfahren  zur  Bestimmung  der  un- 
ablüingigen  Integranden  erster  Gattung  hat  den  großen  Vorzog,  dafs 
es  nicht  nur  die  Anzahl  derselben  liefert,  sondern  uns  auch  eia 
endliches  und  für  jede  Wahl  der  unabhängigen  Variahein  s  direkt  an- 
wendbares Verfahren  giebt,  um  die  p  linear  unabhängigen  Integranden 
erster  Gattung  eiplieite  zu  berechnen,  denn  wir  haben  auf  S.  220 
und  221  gelernt,  ein  Fundamentalsystem  (»;''),  . . .  ij'"')  für  die  ganzen 
Gröfseu  des  Körpers  aufzustellen  und  aus  ihm  das  komplementäre 
System  zu  berechnen.  Wir  können  auch,  ohne  das  erste  System  zu 
berechnen,  ein  System  (^^1, . .  ,  "^W)  für  die  Multipla  von.  ö-  aufstellen, 
welches  für  (^^oo)  regulär  ist,  und  aus  ihm  direltt  die  unahMngigen 
Integranden  ('^('1, '^'l  g, .  ..li^^^~;  finden.  Der  Umweg  über  das  System 
(rf^\  j;'^', . .  .  ij'"')  der  ganzen  Funktionen  wurde  nur  fUr  die  Herleitung 
der  eleganten  Formel  4)  für  die  Anzahl  der  unabhäugigen  Integrale  erster 
Gattung  gewählt. 

Es  existieren  also  nur  dann  gar  keine  allenthalben  endlichen 
Integrale  w,  wenn  p  ^0  ist,  und  dies  ist  wieder  dann  und  nur  dann 


y  Google 


g  5,    Der  Biemann-RodLsche  £ 


301 


der  Pallj  wenn  in.  dem  für  {b  =  00}  normalen  Fundamentalsysfceme 
(j)'*',  ij'^'j .  . .  ij*""'}  alle  Elemente  aufser  dem  ersten  die  OrdnungszaJil  —  1 
liesitzea.  Da  endlicli  die  Anzahl  p  =  ^  —  n-^\  ihrer  Natur  nact  nie 
negativ  sein  kann,  so  ist  für  jede  w-hlättrige  Riemannsclie  F^che 

6)  |-a«-l- 


§6. 

Wir  wollen  jetzt  unsere  Untersueliungen  über  die  Divisorenklassen 
weiter  benutzen,  um  das  wichtigste  theoretische  Eesultat  dieses  ganzen 
Gebietes,  den  sogenannten  Biemann-Eoohschen  Satz,  ebenfalls  auf 
rein  algebraischem  Wege  und  ebenfalls  ohne  jede  beschränkende  Vor- 
aussetzung über  die  Natur  des  betrachteten  Körpers  herzuleiten. 

Wir  stellen  uns  jetzt  die  einfache  Aufgabe,  nur  die  Anzahl  aller 
linear  unabMngigen  Differentiale  da  zu  bestimmen,  welche  Vielfache 
eines  beliebig  gegebenen  Divisors  O  sind;  oder,  was  dasselbe  ist,  es 
soll  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse  (TT) 
gefunden  werden,  welche  Multipla  des  Divisors  Cl  sind. 

Ist  aber  (Q)  die  Klasse  des  Divisors  Q,  so  ist  diese  Anzahl  für 
alle  Divisoren  der  Klasse  (Q)  dieselbe,   nämlich  nach  den  Ergebnissen 

Wir 


©• 


-w. 


de»  §  6  auf  S.  265  gleich  der  Di 

setzen  zur  Abkürzung 

1)  (e')_(|.),     oder  (W) 

Stud  dann  g  und  9'  die  Ordnungszahlen  von  Q  und  Q',  so  ist,  da  die 
Ordnungszahl  der  Differentialklasee  (TT)  gleich  2p  —  2  ist: 

la)  q  +  ^'  =  2p  —  2, 

und  die  Anzahl  aller  unablüingigen  Multipla  von  0  innerhalb  (W)  ist 
gleich  j^'j,  imd  umgekehrt  ist  die  Anzahl  aller  Multipla  irgend  eines 
Divisors  D'  innerhalb  {W)  offenbar  gleich  [Q], 

Der  Eiemann-RochBche  Satz  lehrt  uns  nun  eine  sehr  einfache  und 
sehr  wichtige  Beziehung  kennen,  welche  zwischen  den  beiden  Zahlen  [Q] 
und  [Q']  besteht,  und  mit  deren  Hilfe  man  ohne  weiteres  eine  ganze 
Reihe  von  Fundamentaleigenschaften  der  Abelschen  Integrale  aussprechen 
kann.     Wir  gehen  jetzt  zur  Ableitung  dieses  Satzes  Über. 

Der  Einfachheit  wegen  wählen  wir  die  unabhängige  Variable  3  so, 
dafs  der  Stelle  (s  =  ex)  n  reguläre  Punkte  der  Kugelfläche  entsprechen. 

Sind  D  und  Q'  irgendwelche  Divisoren  der  Klassen  {Q)  und  {Q'), 
so    sind   die   Dimensionen   {Q}  und  {Q']   gleich   der  Anzahl   der  linear 
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imabi.äiigigen  Multipla  bzw.  von  -„  mid  _-,  j  welche  in  dem  Körper 
K(js,  u)  vorhanden  sind.  Da  die  gesuchte  Anzahl  ganz  unabhängig 
davon  ist,  wie  wir  den  Divisor  5Ü  innerhalb  der  Klasse  (Q)  ausgewählt 
haben,  so  wollen  wir  derselben  so  annehmen,  daCs  er  jeden  der  n  zu 
der  Stelle  (^  =  oo)  geborigen  Primdivisoren  ^„  einmal  und  nur  einmal 
im  Nenner  enthält.  Nach  den  im  §  1  auf  S.  250  gemachten  Ausführungen 
sind  wir  stets  imstande,  diesen  Bedingungen  zu  genügen.  Setzen  wir  dann 

so  ist  Q^  ein  Divisor,  welcher  keinen  einzigen  der  n  Teiler  ^^,  weder 
im  Zahler  noch  im  Nenner,  enthält.     Es  sei  jetzt 

C;=|^->    also     DiDl  =  3=  =  TT^""\ 

Setzen  wir  dann  in  gleicher  Weise 

so  enthält  auch  £i[  keine  der  Stelle  (s  ^^  oo)  entsprechenden  Divisoren, 
weil  sonst  das  Gleiche  für  Q,  gelten  würde,  und  aus  der  Gleichung 

2)  DÖ  ™  ^  -  & 

ergiebt  sich,  dafs  D!  eiu  Divisor  der  Klasse  (Q')  ist,  für  welche 
(««')  -  (I)   ist 

Wir  finden  also  die  Dimensionen  [Q]  und  {Q'  \  der  beiden  Klassen  (Q) 
und  (6'),  wenn  wir  die  Anzahl  der  lineai'  unabhängigen  Multipla  der 
Divisoren  -=-  =  -=^  und  ^^  =  ^  in  dem  Körper  K  aufsuchen. 

Um   diese   beiden  Anzahlen   zu   finden,  bestimmen  wir  zuerst  ein 


Fundamentalsystem 


(||'>,  f ', , , .  I'"') 


des  Körpers  K{s,  u)  für  den  Divisor  ^^i  welches  für  die  Stelle  (s  =  oo) 
normal  ist;  es  seien 

die    Ordnungszahlen   seiner   Elemente   für   jene  Stelle.     Dann   ist   das 
komplementäre  System  ,  _, ,, 

ein  Fundamentalsystem  für  den  komplementären  Divisor 
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welches  ebenfalls  für  die  Stelle  (s  =  ao)  normal  ist  und  dessen  Ordnungs- 
zahlen für  diese  Stelle  bzw. 


sind.  Dann  sind  alle  und  nur  die  linear  unabhängigen  Multipla  von 
1^  =  ~  in  dem  Systeme 

enthalten,  denn  alle  diese  Elemente  sind  Multipla  von  -^->  weil  das 
System  (^  )  ein  Fimdamentaisystem  für  -^  ist,  aber  sie  sind  auch 
Multipla  von  tt;,  weil  sie  alle  mindestens  die  Ordnungszahl  +1  für 
(s  =  o6)  besitzen.  Ihre  Anzahl,  die  Dimension  [Q],  ist  also  durch  die 
Gkich.ng  (Cl-n+-,+-  +  n 

gegeben,  wenn  r,  die  letzte  Ordnungszahl  ist,  welche  ^0  ist.  Hier 
können  und  sollen  die  Ordnungszahlen  *■(  ^  0  mitgezählt  werden,  da 
sie  ja  an  der  Summe  nichts  ändern. 

Dagegen    sind    alle    und    nur    die    unabhängigen    Multipla    von 
jrj  =  -^  in  dem  Systeme 

I'*',     sl'''*,     2^1'*', .  . .  s-"'*-"^"!'*^  {--  r^  >  1) 

enthalten,  denn  alle  diese  sind  Multipla  von  ^^-j  aber  auch  von  Xli, 
weil  auch  sie  mindestens  die  Ordnungszahl  + 1  für  s^—rx  haben.  Ihre 
Anzahl,  die  Dimension  {Q']  der  ErgänzungsHasse  {Q'),  ist  also  gleich 

(e'l--(n+.  +  >-.+,  +  . ■.  +  .■.), 

weil  ja  nach  der  Voraussetzung  r,^i,  die  erste  negative  Ordaungszalil 
in  dem  Systeme  (|  ),  also  —  rj+i  die  erste  positive  in  dem  komplemen- 
tären Systeme  Q,  )  ist.  Durch  Subtraktion  ergiebt  sich  daher  die 
wichtige  Gleichung 

l«)-{9')-'.  +  %+  ■•  +  <-.^ 

Nun  war  aber  das  System  (|'^',  |'^', . .  .  |*"')  ein  Fundamental  System  für 
die  Multipla  des  Divisors  -pr-  =  =^ — ;  dessen  Ordnung  gleich  —  (g  +  n) 
ist;  also  ist  '  ' 

''i  +  »'a  +  "-  +  '«  =  2  +  n- Y  =  3— i>+  1, 

wo  w  die  Yerzweigungszahl  der  zu  s  gehörigen  Kugelfläehe  'Si^  ist;  die 
soeben  gefundene  Gleichung  geht  also  über  in 

3)  iei-i9'i  +  9-j>  +  i. 
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Wenn    man    aber   jetzt   Q    mit   Q'    vertauscht, 

so    ergiebt    sich    die 

korrespondierende  Gleiehung 

3a)                                    {Q']-{Q\  +  q'-p  +  ^- 

Subtrahiert   man   die    zweite   von   der    ersten,   i 

iO   kann    das    Resultat 

geschrieben  werden: 

Ersetzt  mau  endlieh  iu  der  Gleichung  3  a)  die  Ordnung  q'  der  Er- 
^nzungslclasse  durch  2 j>  —  2  -■  q,  so  erMlt  man  die  Belation: 

11)  {|)-ie'i=iei+p-i-<r. 

Die  Gleichungen  I)  und  II)  geben  uns  die  gesuchte  Beziehung  zwischen 
den  Dimensionen  von  zwei  beliebigen  Ergänzungsklaesen  und  können 
folgendermaCsen  in  Worten  ausgesprochen  werden: 

I)  Ist  {QQ')  =  (W),  so  besitzt  die  Differenz  zwischen 
der  Dimension  und  der  halben  Ordnungszahl  für  die  beideu 
Er^LuKungsklassen  (§)  und  (§')  stets  den  gleichen  Wert, 

II)  Ist  D  ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  q  und  (§)  seine 
Klasse,  so  ist  die  Anzahl  {Q'\  aller  unabhängigen  Differentiale  rfw, 
deren  Divisoren  ID^  Multipla  von  Q  sind,  stets  gleich  der 
Dimension  der  Klasse  (§),  vermehrt  um   die  Zahl  p  —  1  —  q. 

Diese  beiden  Theoreme  heifsen  der  Kiemann -Rochsche  Satz. 


Aus  dem  im  vorigen  Paragraphen  bewiesenen  Riemann-Rochschen 
Satze  fliefst  eine  grofse  Anzahl  wichtiger  Folgerangen,  von  denen  wir 
die  einfachsten  in  diesem  Abschnitte  behandeln  woUen. 

Es  sei  D,  erstens  eiu  Divisor  der  Hauptklasse,  also  äquivalent 
einer  beliebigen  algebraischen  Funktion  £  des  Körpers  K.  Dann  ist 
(^)  =  (E),  g -=  0,  und  {^)  =  {.E)  =  1,  da  ja  die  Konstanten  die  einzigen 
i  Divisoren  der  Hauptklasse  sind.     In  diesem  Falle  ist  also 


(«')  -  (5)  -  f-^')- 

und  aus  der  Gleichung  II)  des  vorigen  Abschnittes  ergiebt  sich  daher 
\W]-{E]+p-l^p; 
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wir   erbalten   demnacli   den  folgenden  Satz,  welcher  eine  Erweiterung 
des  vorher  für  Integrale  erster  Gatttmg  abgeleiteten  ist: 

Die   Anzahl   der  linear  nnahhängigen  Integrale  o,   deren 

DiTiBor   Wra   ein   Vielfache   einer   beliebigen   Funktion    t,   des 

Körpers  K  ist,   iat  stets  gleich   dem  Gfeschlechte  des  Körpers. 

Wir  erkennen  sofort,  dafs  dieser  Satz  uns  die  Anaahl  der  Integrale 

erster  Gattung  liefert,  wenn  wir  speziell  £  =  1.  wählen. 

Es  sei  zweitens  Q  ein  beliebiger  Divisor,  dessen  Ordnung  q=^  —  v 
negativ  ist;  in  diesem  Falle  ist  {^(  =  0,  weil,  wie  oben  bereits  erwähnt 
wurde,  kein  einziger  ganzer  Divisor  existiert,  dessen  Ordnung  negativ 
ist.     Nach  II)  ist  also  hier 

Die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Integrale  ra,  deren 
Divisoren  Ko,  Multipla  eines  beliebigen  Divisors  von  negativer 
Ordnung  —  v  sind,  ist  stets  gleich  v  +p  —  1. 

Derselbe  Satz  gilt  auch,  wenn  D  ein  Divisor  nuUter  Ordnung  ist, 
welcher  nicht  der  Klasse  (E')  angehört,  also  nicht  äquivalent  einer 
Gröfae  von  K  ist;  dena  auch  in  diesem  Falle  ist  ja  [Q]  =  0,  da  diese 
Klasse  nur  dann  einen  ganzen  Divisor  ©  nullter  Ordnung  enthalten 
könnte,  wenn  IS  =  1  wäre,  was  unmöglich  ist,  wenn  D  nicht  zur 
Hauptklasae  gehört;  in  diesem  Falle  ist  jene  Anzahl  also  gleich  p~l. 

Wir  spezialisieren  das  soeben  abgeleitete  Resultat  noch  weiter  und 
benutzen  es  zur  Beantwortung  der  folgenden  für  die  ganze  Theorie 
der  Abelschen  Integrale  grundlegenden  Frage. 

Jeder  Differentialteiler  konnte  in  der  Form 


d.  h.  als  Quotient  zweier  ganzer  Divisoren  dargestellt  werden,  und  der 
Nenner  n^  bestimmt  alle  und  nur  die  Unendiicbkeitsstellen  des  zugehörigen 
Integrals  nebst  ihren  Ordnungszahlen.  Wir  wollen  nach  der  Anzahl 
der   linear    unabhängigen    Differentialteiler    VO^  ■=  --  mit    gegebenem 

Nenner  ii„  fragen,  d.  h.  nach  der  Anzahl  der  unabhängigen  Differentiale, 
welche  an  einer  Anzahl  beliebig  gegebener  Stellen  von  gegebener 
Ordnung  unendlich  werden.  Diese  Frage  können  wir  jetzt  offenbar  so 
aussprechen: 

Hsnäol  H.  laud^berB,  Algetralwto  T-Ullktloiien  f.tc.  21) 
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Es    sei    !t„    ein    gegebener    ganzer  Divisor   vom    Grade  v. 

Wie  grofs  ist  die  Anzahl  aller  linear  unatliängigen  Divisoren 

iDo,  =  —  ?  d,  h.  die  Anzahl  aUer  unabhängigen  Multipla  von  — 

in  der  Klaaae  (T7)? 

Hier  ist  also  O  =  —  von   der   negativen   Ordnung   —  v,   und  die 

gesuchte  Anzahl  ist  gleich  der   Dimension   der  Klasse   (  tt  )  >   d.  h.   in 

unserem  Falle  gleich  der  Dimension  {ncTT},  und  da  ~  die  negative 

Ordnung  —  V  besitzt,  so  folgt  aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze: 

Die   Anzahl   aller   linear    unabhängigen  Differentiale   dw, 
deren  Nenner  gleich  dem  Divisor  n^  oder  ein  Teiler  desselben 

ist,  ist  stets 

V  -\-p~\, 

wenn  v  den  Grad  des  Nenners  bezeichnet. 
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Die  Elemeiitarintegrale  erster,  uweiter  und  dritter  Giattung.  ^  Die  Biffcrential- 
tlasse  {W)  ist  primitiT.  —  Es  giebt  keine  Integrale,  welclie  nur  an  einer  Stelle 
tind  zwar  logaritliinisoh  luiendlich  werden.  —  Die  Elementarintegrale  zweiter  und 
dritter  Gattung.  —  Die  allgemeineren  Integrale  zweiter  Gattung.  —  Jede  Divi- 
soreuklasse  (9?1F)  ist  primitiv,  sobald  3t  irgend  ein  ganzer  Divisor  von  höherer 
ak  der  ersten  Ordnung  ist.  —  Jedes  Abelsche  Integral  ist  auf  eine  einzige  Weise 
als  Summe  von  Elementarintegralen  erster,  aweiter  und  dritter  Gattung  darstellbar.  — 
Punktionen  des  Eörpera  mit  gegebenen  Polen. 

8  1. 

Wir  wollen  jetzt  die  Abelsehen  Integrale  als  Summen  möglichst 
einfacher  Integrale,  der  sogenannten  Elementarintegrale  erster, 
zweiter  und  dritter  Gattung  darstellen. 

Wir  nannten  Integrale  erster  Gattung  diejenigen,  welche  an.  keiner 
einzigen  Stelle  unendlich  grofs  werden,  d.  h.  diejenigen,  deren  Differential- 
teiler gar  keinen  Nenner  besitzt.  Wir  zeigten,  dafs  es  genau  p  linear 
unabhängige  ganze  Divisoren 


der  Klasse  (T^)   giebt,   durch   welche   alte    anderen    ganzen   Divisoren 
dieser  Klasse  auf  eine  einzige  Art  in  der  Form 

mit  konstanten  Koeffizienten   dargestellt  werden  können.     Wählt  man 
irgend  eine  GrÖfse  s  Yon  K  als  unabhängige  Variable  und  setzt  allgemein 


so  bilden  die  p  Funktionen  des  Körpers, 


ein   Yolktändiges  System   linear   unabhängiger   Integranden,    und   die 

p  Integrale  p 

ein   YoUständiges  System   linear  unabhängiger  Integrale,   d.  h.  es   gilt 
der  Satz: 
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Jedes  allentlialbett  endliclie  Integral  |f(?2  kaim   auf  eine 
und  nur  eine  Weise  in  der  Form 

W  =  (\MJl  i hCpWj,  +  C 

mit   geeignet   gewällten   konstanten   Koeffizienten    dargestellt 
werden. 
Wir   zeigen   zuerst,  dafs  die  Klasse  (TT)  eine  primitive  ist,  d.  li. 
dalfi  die  p  ganzen  Divisoren  &^1,  ®^^\  . . .  @)W  derselben  nicht  alle  einen 
nnd  denselben  gemeinsamen  Teiler  9Ji  besitzen. 

Ist  nämlich  (t  der  Grad  jenes  Divisors  Sß  und  (M)   seine  Klasse, 


und  die  p  ganzen  Divisoren  ®i,  ©j, .  . .  ®p  gehören  zu  der  primitiven 
Klasse  {W),  welche  durch  die  Gleichung 

(MW)  ^  (W) 
vollständig   bestimmt   ist;   jene   beiden  Klassen   sind  also  Er^nzungs- 
klassen.     Für  diese  beiden  Klassen  {M)  und  (w)   besteht  aber   nach 
Formel  I)  auf  S.  304  die  Gleichung 

1)  {il/}-|={F|-f. 

wenn  w   die   Ordnung  der  Klasse  {W)  bedeutet.     Nun  bestehen  aber 
nach  den  Sätzen  auf  S.  267  die  Gleichungen 

Setzt  man  diese  Werte  in  die  obige  Gleichung  (1)  ein,  so  ergiebfc  sich 
zur  Bestimmung  der  Ordnungszahl  ft  von  9)1  bzw.  von  (M): 

d.  h,  es  mufs  notwendig  f«  =  0,   also  der  Teiler  aller  ganzen  Divisoren 
von  {W)  gleich  Eins  sein,  was  zu  beweisen  war. 

Dieses  Ergebnis  kann  auch  folgeudermafsen  ausgesprochen  werden: 
Man   kann   stets    ein   Integral   erster   Gattung  w    finden, 
welches   sich   an   einer   beliebig    gegebenen    Stelle   5ß    regulär 
verhält. 
Wäre   nämlich  jedes  Integral  w  an  der  Stelle  5ß  nicht  regulär,   wäre 
also  w  —  Wf,  stets  mindestens  durch  ^^  teilbar,  so  wäre  ^  ein  gemein- 
samer Teiler  aller    ganzen  Divisoren  @   von  (W),   diese   Klasse   also 
keine  primitive. 

Die  nächst  einfachen  Integrale  wären  offenbar  die,  welche  nur  an 
einer  einzigen  Stelle,  und  zwar  von  möglichst  niedriger  Ordnung,  also 
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logarithmiscli  unendlicli  werden,  d.  h.  diejenigen,  deren  zugehöriger 
Teiler  to^  nur  einen  einzigen  Primteiler  SP  und  zwar  in  der  ersten 
Potenz  im  Nenner  enthält;  aber  die  soeben  gefundenen  Sätze  lehren 
uns,  dafs  solche  Integrale  nicht  existieren  können.  Für  sie  muTs 
nämlich  itm  =  ^  sein,  und  die  Ordnung  v  von  n,„  ist  daher  =1.  Also 
ergiebt  sieh  aus  dem  Satze  auf  S.  306,  dale  die  Anzahl  aller  linear  un- 
abhängigen Differentialteiler,  deren  Nenner  Sß  oder  ein  Teller  von  ^ 
ist,  gleich  1  -\-  p  ~  l  =  p  ist. 

Nun  ist  aber  schon  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differential- 
teuer  dm,  deren  Nenner  =  1  ist,  ebenfalls  p,  und  diese  sind  unter 
den  hier  aufzusuchenden  Differentialteilem  mit  enthalten.  Also  existieren 
aufser  diesen  keine  anderen  solchen  Differentialteiler  in  der  Klasse  W, 
d.  h,  es  existiert  kein  einziger  Differentialteiler  -^  i  in  welchem  sich 
der  Nenner  ^  nicht  vollständig  forthebt,  und  damit  ist  die  aufgestellte 
Behauptung  bewiesen. 

Wir  können  diesen  Satz  auch  so  aussprechen: 

Ist  $  ein  beliebiger  Primdivisor  und  (P)  seine  Klasse,  so 
ist  die  Klasse  (FW)  eine  Klasse  vom  TeÜer  ^. 
Bilden  nämlich  (SH^I, . . .  ®(p)  ein  vollständiges  System  unabhängiger 
ganzer  Divisoren  der  Klasse  {W),  so  bilden  ^®'^*, , . ,  ^@''''  ein  eben- 
solches System  für  die  Klasse  (PTT). 

Wir  sprechen  dieses  Resultat  in  dem  folgenden  Satze  aus,  den  wir 
auch  schon  in  dem  speziellen  Falle  der  rationalen  Differentiale  be- 
wiesen hatten; 

Es   giebt  kein  Abelsches   Integral,   welches  nur  an  einer 
Stelle  und  zwar  logarithmisch  unendlich  wird. 


§2- 
Die   den   Integralen   erster   Gattung  am   nächsten  stehenden  sind 
also   diejenigen,   für   welche   der  Nenner  Ho,  des  Differentialteilers  nur 
aus   zwei   gleichen   oder  verschiedenen  Primfaktoren  besteht,  für   die 
also  UJo;  die  Form  hat:  ,  , 

f'   »*'    wl'' 

hier  ist  der  Zähler  (nach  der  Bemerkung  auf  S.  297  oben)  ein  ganzer  Divisor 
des  2p*™  Grades  während  ^  und^'  zwei  beliebige  Primfaktoren  bedeuten; 
von  den  zugehörigen  Integralen  würde  das  erste  nur  an  der  Stelle  ?|ä  und 
zwar  von  der  eisten  Ordnung,  das  zweite  nur  an  den  Stellen  ^  und  ^' 
und  zwar  logarithmisch  unendlich  werden.  Wir  haben  in  der  achtzehnten 
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Vorlesiong  gesehen,  dafs  solclie  Differentialteiler  im  Gebiete  der  rationalen 
Differentiale  existierten.     Sie  gehörten  zu  Integralen 


/dz       _      l 


und  (et 


">^ 


■igj 


I  Integral 


wir   als    das    eiafachste   Integral  zweiter  und  i 
dritter  Gattung  bezeichneten. 

Wir  zeigen,  clafa  auch  im  Gehiete  der  Äbelschen  Integrale  je  ein  und 
abgesehen  von  Integralen  erater  Gattung,  auch  nur  ein  Integral  dieser  Art 
existiert;  wir  wollen  sie  im  folgenden  ebenfalls  Integrale  zweiter  und 
dritter  Gattung  nennen.  Es  seien  ^  und  $'  zwei  gleiche  oder  von- 
eiaander  verschiedene  Primfaktoren.  Dann  ist  nach  dem  auf  S.  306  be- 
wiesenen Satze  die  Anzahl  aller  linear  unabhängigen  Differentialteiler, 
welche  Mnltipla  von  ^^,  >  weiche  also  von  der  Form  ™^  sind,  gleich 

Zu    diesen    gehören    aber    offenbar   die    linear    unabhängigen    ganzen 
Divisoren  der  Diffeientialklasse  (TT) 

@li>,     ©lä),  . . .  @(J'), 
denn  jeder  von  ihnen  kann  ja  iu  der  Form 

also  als  Multiplum  von  ^^  geschrieben  werden.     Aufser  diesen  muCs 
also  noch  ein  weiterer  unabhängiger  Differentialteiler 


existieren,   dessen  Zähler,   wie  man  leicht  sieht,  weder  durch  ?|J  noch 
durch  ^'  teilbar  sein  kann.    Enthielte  nä,mlich  ©'''>  etwa  den  Teiler  5ß'j 


ein  Differentialteiler,  dessen  Nenner  gleich  ^  wäre,  und  da  dies  nach 
dem  obigen  Beweise  nicht  möglich  ist,  wenn  sich  ?ß  nicht  ebenfalls 
forthebt,  so  mttiste  jener  (j3  + 1)'"  Differentialteiler  (1)  ebenfalls  ganz, 
also  durch  ®l^', , . .  ©''''  darstellbar  sein,  während  er  doch  von  ihaen 
linear  uuabtüLngig  ist.    Es  giebt  also  iti  der  That  stets  einen  Differential- 


teiler, welcher  ia  seiuer  reduzierten  Form  gleich  ■„ 
Divisor  mit  diesem  Nenner  ist  in  der  Form 


|ii  ist;  jeder  andere 


mit  koHstajiteii  Koeffizienten  darstellbar. 


+  e,lä 
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Ist  also  ^  ein  beliebiger  Punkt  der  Riemannsehen  Fläche,  so 
giebt  es  stets  ein  Integral 

2)  t,  =  ji^id0, 

welches  nm-  an  der  Stelle  ^^P  einen  Pol  erster  Ordnung  hat  und  sonst 
allenthalben  endlich  ist,  und  ebenso  giebt  es  stets  ein  Integral 

3)  £5j3=jl,,s<?2, 

welches  nur  in  zwei  beliebig  gegebenen  Punkten  ^j  und  ^ßg  und  zwar 
logarithnuBch  unendlich  wird.  Jedes  andere  Integral  i!^  oder  räjj  der- 
selben Art  ist  eindeutig  in  einer  der  beiden  Formen  darstellbar: 

•»12  =  <^o'^n  +  '^1%  H 1"  ^p'^p  +  ^■ 

Das  Integral  zweiter  Gattung  tj  ist  anch  hier  nur  das  eiste  von 
einer  ganzen  Reihe  anderer  i^,  welche  ebejifalls  ma  an  der  beliebig 
gegebenen  Stelle  Sß  einen  Pol,  aber  einen  solchen  von  der  ft'™  Ordnung 
haben.  Für  sie  mufs  der  Differeutialteiler  ein  Bruch  seia,  dessen 
Nenner  gleich  ?|ä''~^  ist.  Auch  solche  Differentialteiler  sind  für  jeden 
Weit  von  fi  stets  in  der  Differentialklasse  enthalten  und  wir  könnten 
sie  durch  eine  einfache  Erweiterung  des  soeben  geschilderten  Ver- 
fahrens leicht  finden.  Wir  woUen  aber  lieber  gleich  an  dieser  Stelle 
einen  allgemeinen  Satz  herleiten,  aus  welchem  die  Existenz  aller  jener 
Normalinfcegrale  und  die  Darstellung  eines  jeden  Integrals  durch  diese 
ohne  weiteres  folgt. 

Wir  hatten  gezeigt,  dafs  die  Differentialklasse  (TF)  primitiv  ist, 
d.  h.  dafs  die  p  unabhängigen  ganzen  Divisoren  @(^>,  . . .  ©'-p'  derselben 
keinen  gemeinsamen  Teilei  besitzen.  Multipliziert  man  abei  alle  Divi- 
aoren von  {W)  mit  einem  beliebigen  Primteiler  5ß,  so  besitzt  diese 
Elasse  (5|3W)  den  Teiler  ^,  weil  ihre  unabhängigen  ganzen  Divisoren 
einfach  mit  den  p  Produkten  (^(S!'', . . .  5ß®lPl)  identisch  sind.  Bildet 
man  dagegen  die  Klasse  {?[J?ß'lfr),  indem  man  alle  Elemente  der 
Klasse  (^ßPF)  mit  einem  und  demselben  Primteiler  ^'  multipliziert, 
so  ist  diese  Klasse  wieder  primitiv,  denn  wir  sahen,  dafs  zu  den  p  linear 
unabhängigen  ganzen  Divisoren  (^$'@!i),  ^?ß'@läl, . . .  ^^'©("O  dieser 
Klasse  noch  notwendig  ein  weiterer  ganzer  Divisor  ©'**'  hinzutritt, 
welcher  weder  durch  ^  noch  durch  ^'  teilbar  ist.  Hieraus  folgt  aber, 
dafs  die  (ß+l)  unabhängigen  ganzen  Divisoren  von  (^^'W) 

überhaupt  keinen  Teiler  gemeinsam  haben,  dafs  also  jene  Klasse  primitiv 
ist;  denn  hätten  sie  alle  einen  Primteiler  ^<*''  gemeinsam,  so  könnte  dieser 
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zTinäcTist  mcht  gleich  ^  oder  ^'  sein,  weil  ©'"'  ja  durch  beide  nicht 
teilbar  ist;  andererseits  kann  aber  ein  solcher  Teiler  nicht  in  den 
j>  letzten  ganzen  Divisoren  auftreten,  denn  sonst  iiiüfste  ja  ^ß^"'  ein  ge- 
meinsamer Teiler  von  ©"*, . . .  ®'''*  sein,  während  diese  doch  keinen 
solchen  Teiler  hesitzen. 

Multipliziert  man  nun  alle  Divisoren  dieser  Klasse  (^5]^'Tr)  mit 
einem  anderen  ganz  beliebigen  Prirateiler  ^",  so  zeigt  man  ebenfaUe 
leicht,  dafs  auch  diese  Klaeee  (5ß^'^"'R'")  primitiv  ist,  u.  s.  w.  Wir 
beweisen  nun  gleich  den  folgenden  ganz  allgemeinen  Satz: 

Ist  91=  ^,^3...?|^r  ein  beliebiger  ganzer  Divisor,  dessen 

Ordnung  v  gröfeer  als  EitiB  ist,  so  ist  die  Divisorenklasse  (9iTF) 

stets  primitiv,  d.  h.  die  ganzen  Divisoren  dieser  Klasse  besitzen 

keinen  allen  gemeinsamen  Teiler. 

Den  Beweis  dieses  wichtigen  Satzes  führen  wir  induktiv.  Es  sei  also  bereits 

bewiesen,  dafs  für  einen  ganzen  Divisor  v^'  Ordnung  9i  die  Klasse  (^TF") 

primitiT  ist,   dafs  also  ihre   v  -\-  p  —  X  unabhängigen  ganzen  Divisoren 

5)  ®i,     @„...®.+p_i 

teiierfremd  sind.  Ist  dann  5ß(,  ein  beliebiger  Primteiler,  so  zeigen  wir, 
dafs  dann  auch  die  Klasse  (^oSiTT^)  ebenfalls  primitiv  ist.  Gehören 
aber  die  {v  ■{- p —  1)  anabhängigen  ganzen  Divisoren  (5)  zu  (SiTT),  so 
gehören  die  (v  +  j)  —  1)  unabhängigen  ganzen  Divisoren 

sicher  zu  der  jetzt  betrachteten  Klasse  (^uSiTT);  da  aber  die  Ordnung 
des  jetzt  betrachteten  Divisors  ^^St  um  Eins  grofser,  inLmlich  gleich 
(v  +1)  ist,  so  ist  die  Dimension  dieser  Klasse  (^j^oSlTT^)  ebenfalls  um 
Eins  gröfser,  nämlich  gleich  v  -\- p\  es  mufs  also  in  dieser  Klasse  noch 
einen  ganzen  Divisor  @^  geben,  der  von  den  Divisoren  (5  a)  linear  un- 
ahhängig  ist.  Derselbe  ist  durch  5ßi,  sicher  nicht  teilbar,  denn  wäre 
@g  =  ^o®o>  ^°  gehörte  ja  ©o  zur  vorigen  Klasse  (SRW),  wäre  also 
durch  die  (v+jp  — 1)  Divisoren  (5)  linear  darstellbar;  es  müfste  also 
©0=  $®o  'ii^''ßli  "^6  Divisoren  (5a)  mit  den  gleichen  Koeffizienten  dar- 
stellbar sein,  während  doch  ®(,  von  ihnen  linear  unabhängig  ist.  Also 
haben  die  v  -{■  !P  Divisoren 

(©«,    Sßo®!,    %®^,...    5ßo©v+,-l) 

sicher  nicht  den  gemeinsamen  Teiler  ^^,  aber  sie  besitzen  anch  keinen 
anderen  Primteiler  5ß,  welcher  von  3^^  verschieden  ist;  denn  dieser 
müfste  ja  in  den  v+^— 1  Divisoren  Ö^,  ©j, . . .  ®,.+,,_i  enthalten 
sein,   welche   nach   der  Voraussetzung  teilerfremd  sind,  und  damit  ist 
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uBsere  Behauptung  vollständig  bewiesen.  Wählt  man  speziell  SSi  =  ^y, 
so  zeigt  sich,  dafs  in  der  Klasse  {^l  W)  ein  ganzer  Divisor  ®(, 
existiert,  welcher  zu  ^^  teilerfremd  ist.     Also  ist  der  Qiiotient 


ein  Divisor  der  Differentialklasse  (W)  in  seiner  reduzierten  Form, 
dessen  Nenner  eine  beUebige  Potenz  des  beliebig  angenommenen  Prim- 
teilers 5ßn  ist.  Man  kann  also  in  der  That  stets  ein  Normalintegral  t^ 
finden,  welches  an  einer  beliebig  gegebenen  Stelle  %  einen  Pol  von 
der  ebenfalls  beliebig  gegebenen  Ordnung  ft  besitzt. 


§3. 

Unsere  Untersuchungen  haben  bis  jetzt  ergeben,  dafs  die  zu  dem 
Körper  K(s,  u)  gehörige  Differentialklasse  genau  p  linear  unabbäi^ige 
ganze  Divisoren 


enthält,  durch  welche  jeder  andere  ganze  Divisor  linear  und  1 
darstellbar  ist.  Ist  femer  ^^  ein  ein  für  allemal  beliebig  aber  fest 
angenommener  Primteiler  und  ^  irgend  ein  anderer  von  ?ßu  ver- 
schiedener Divisor,  so  existiert  innerhalb  (  W)  ein  sogenannter  Difierentiarl- 
teiler  dritter  Gattung 

dessen  Zähler  zum  Nenner  teilerfremd  ist.  Endhch  existieren  für  jeden 
Divisor  ^  die  DifCerentialteiler  zweiter  Gattung 

deren  Zähler  ebenfalls  durch  ^  nicht  teilbar  sind;  in  allen  diesen 
Brüchen  denken  wir  uns  die  zugehörigen  Einheiten  oder  multiplikativen 
Konstanten  willkürlich  aber  fest  bestimmt. 

Wir  zeigen  nun  genau  wie  in  der  Theorie  der  Partialbruchzerlegung, 
dafs  man  jeden  Divisor  „ 

der  Differentialklasse  in  Partialbrüche  zerlegen,  namlioh  durch  die  ein- 
fachen Brüche  (1),  (la),  (Ib)  homogen  und  linear  mit  konstanten 
Koeffizienten  darstellen  kann.  Zi\  diesem  Zwecke 
folgenden  einfachen  Satz: 
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Ist  ?|ä   irgend   ein   im  Nenner   S    enthaltener  Primteiler, 
?B''  die  höchste  in  S5  enthaltene  Potenz  von  %,  so  kann  man 

ai  .  "* 

von  ^  ein  solches   Multiplnm 

Differenz  % 

der  Nenner  jenen  Primfaktor  höchstens  ia  der  ((i  -- 1)'*"  Potenz 

enthält. 
Nach  dem  auf  S.  265  hewiesenen  Satze  ist  jene  Differenz  wieder  ein 
Divisor  der  Differentialklasse  mit  demselben  Nenner  S8,  dessen  Zähler 
von  öfi  abhängt  und  stets  so  bestimmt  weiden  kann,  dafs  der  Zähler 
mindestens  durch  die  erste  Potenz  von  ^  teilbar  ist.  Thut  man  das, 
so  hebt  sich  ^  mindestens  einmal  fort,  und  unsere  Aufgabe  ist  gelöst. 
Subtrahiert  man  von  dem  so  sich  ergebenden  Quotienten  ~-  ein  solches 
Multiplum  von  dem  Differentialteiler  ■■■^~  ;  dafs  die  Differenz  höchstens 
noch  ^''  im  Nenner  enthält,  und  fährt  so  fort,  so  gelangt  man 
zuletzt  zu  einem  Quotienten,  dessen  Nenner  höchstens  noch  die  erste 
Potenz  von  ^  enthält.  Von  ihm  kann  man  dann  eiu  solches  Multiplum 
des  Differentialteilers  ^^  in  (Ib)  abziehen,  dafs  der  neue  Quotient  -=- 

^  gar  nicht  mehr  im  Nenner  enthält,  während  vielleicht  statt  seiner 
die  erste  Potenz  des  Divisors  ^o  im  Nenner  hinzugetreten  sein  kann, 
aber  seine  übrigen  Primfaktoren  mit  denen  von  ^  übereinstimmen, 
Ist  nun  ^1'  eine  sonst  noch  im  Nenner  5Ö  oder  S8  vorhandene  Potenz 
eines  Primfaktors,  so  kann  man  genau  ebenso  eine  solche  lineare 
homogene  Funktion  der  (i^  einfachen  Differentialteiler 

von  -^^  abziehen,  dafs  der  so  sich  ersehende  Diiferentialteiler  -^ 
5ßj^  ebenfalls  nicht  mehr  im  Nenner  enthält,  wahrend  er  höchstens 
wieder  die  erste  Potenz  von  ^^  enthalten  kann.  Fährt  man  in 
derselben  Weise   so   lange   fort,  bis   alle  Primteiler   des  Nenners  fort- 

geschafft  sind,  so  ergiebt  sich  ein  Divisor  -^  der  Differentialklasse, 
welcher  höchstens  noch  den  festen  Teiler  S^^  im  Nenner  haben  könnte 
und  da  dies  nach  dem  auf  S.  309  bewiesenen  Satze  unmöghch  ist,  so 
folgt,  dafs  sich  ^^  fortheben  mula,  dafs  also  jener  lefeate  Quotient 
ein  ganzer  Divisor  der  Differentialklasse  ist,  und  dieser  ist  nach  der 
obigen  Bemerkung  durch  die  p  unabhängigen  ganzen  Divisoren  (1) 
linear  darstellbar.     Also  ist  in  der  That  jeder  Divisor  der  Differential- 


y  Google 


§8.  Lineare  Darstellucg  eines  Ab  elschen  Integrales  dwoli  die  Elementarintegrale.  315 

klasse  durch  die  Elementardivisoren  erster,  zweiter  und  dritter  Gattung 
darstellbar. 

Diese  Elementardivisoren  sind  aber  linear  unabbängig.  Dies  kann 
man  entweder  direlit  oder  mit  Hilfe  des  Riemann-Uocli sehen  Satzes 
folgendermafsen  zeigen:  Es  sei 

35  =  ^i"  ^t' . . .  ^;;'' 

ein  beliebiger  ganzer  Divisor,  dessen  Ordnung 

V  =  Co  +  J'i  H \-  !^i 

iet  und  von  dem  wir  annehmen,  dafa  er  auch  den  festen  Primteiler  ^^ 
enthält.  Dann  ist  jeder  Divisor  ^,  wie  soeben  bewiesen  wurde, 
homogen  und  linear  darstellbar  durch  die  p  ganzen  Divisoren 

@W,     @(^', . .  .  @*rt, 
ferner  durch  die  h  Divisoren  dritter  Gattung  mit  den  Nennern: 


und  endlich  für  jede  Primfaktorenpotenz  ^f'  durch  die  (i,  —  1  Di 
zweiter  Gattung  mit  den  Nennern: 

also  im  ganzen  durch 

p  +  h  +  {^,-l.)  +  {ti,-l)+----\-{!A,-l)=p  +  v^l, 
und    da    die   Anzahl   aller    linear    unabhängigen    Divisoren    mit    dem 
Nenner  S  nach  dem  Riemann- Kochs  eben  Satze  deu  gleichen  Wert  bat, 
so  sind  diese  Divisoren  in  der  That  notwendig  linear  unabhängig. 

Es  sei  jetzt  ct  =  f  t^^  ^hi  beliebiges  Integral  und  W^  =  ^  der 
zugehörige  Differentialteiler.  Stellt  man  nun  W„  hnear  und  homogen 
durch   die   Differentialteiler   erster,   zweiter   und   dritter  Gattung   dar, 

multipliziert  dann  jene  Gleichung  mit  -^  äs  und  integriert  dann  auf 
beiden  Seiten,  so  geht  die  linke  Seite  iu  ro,  die  rechte  in  eine  homogene 
lineare  Funktion  der  zugehörigen  Elementarintegrale  über,  und  man 
erhalt  so  den  Satz: 

Jedes  Abelsche  Integral  kann  auf  eine  und  nur  eine  Weise 

als  Summe  von  Elementarintegralen  erster,  zweiter  und  dritter 

Gattung  dargestellt  werden. 


Die  bewiesenen  Sätze  lehren,  dafs  die  Klasse   W  der  Differential- 
teiler insofern  ein  einfaches  Verhalten  besitzt,  als  man  den  Nenner  Itw 
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des  Differentialteilers  mit  der  einzigen  Einschränkung  willkürlich 
geben  kann,  daCs  seine  Ordnung  v  nicbt  gleich  1  sein  darf;  dabei  ist 
ferner  die  Dimension  der  so  bestimmten  Schar  von  Differentialen  aus- 
schliefslich  von  der  Ordnungszahl  v,  nicht  aber  von  der  besonderen  Aus- 
wahl des  Divisors  H^  abhängig.  Wir  wollen  nun  noch,  ebenfalls  mit  Hilfe 
des  Riemann-Rochsehen  Satzes,  zeigen,  dafe  die  entsprechenden  Eigen- 
schaften der  Hauptklasse,  welche  ja  aus  den  zu  den  P\inktionen  des 
Körpers  gehörigen  Divieoren  besteht,  von  viel  komplizierterem  Charakter 
sind.  Diese  beiden  aasgezeiehneten  Divisorenklassen  sind  also  sehr 
verschiedenartigen  Gesetzen  unterworfen. 

Wir  bestimmen  also  jetzt  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen 
Funktionen  ^  des  Körpers,  deren  Nenner  n^  ein  gegebener  ganzer 
Divisor  O  von  der  Ordnung  g  oder  ein  Teiler  von  D  ist.  Diese  An- 
zahl ist,  wenn  Q  die  Klasse  von  D  ist,  gleich  !Q|;  nach  dem  Riemann- 
Rochschen  Satze  ist  aber 

wo  q'  =  2(^—  1)  —  ä  ist,  also 

1)  (ei-«-j>  +  i  +  {f)- 

Ist  nun  erstens  q'  negativ,  also 

2»)  5>2(p~l), 

so   ist  |-rt"[  =^  0,  also 

3a)  {Q]  =  q-p-\-l. 

In  diesem  Falle  und  auch  nur  in  diesem  ist  also  die  Dimensionszahl 
unabhängig  von  der  besonderen  Auswahl  des  Divisors  D  und  schon 
durch  die  OrdnuEgszahl  q  völlig  bestimmt;  die  iu  der  Gleichung  (öh) 
auf  S.  264  gegebene  untere  Grenze  für  [Q]  stellt  zugleich  den  genauen 
Wert  der  Dimension  dar.  Die  hierzu  erforderliche  Ungleichheits- 
bedingung  (2a)  ist  aber  für  beliebige  Werte  der  positiven  Ordnungs- 
zahl q  nur  erfüllt,  wenn  p  =  0  oder  =  1  ist.  Ist  aber  i?  >  1,  so  ver- 
halten sich,  wie  nunmehr  zu  erweisen  ist,  die  Divisoren  O  von  niedriger 
Ordnungszahl  anders  als  diejenigen,  deren  Ordnung  oberhalb  der  unteren 
Grenze  2  (p  —  1)  liegt. 

Wir  wollen  jetzt,  wenn  zweitens 

2b)  2^2(i)-l)     und    p>l 

ist,  über  die  Beschaffenheit  des  Divisors  D  eine  Voraussetzui^  hinzu- 
fügen,  durch   welche    alle   Divisoren   von   ungewöhnlichem   Verhalten 
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ansgescUossen   werden.     Da    es   nämlich   für   die   genaue  Beatimmung 

von  [Q]   auf  die  Dimension  <?  der  Ergänzungsklasse  -^  ankommt,   so 

haben  wir  diese  Zahl  zu  diskutieren  und  wählen  zu  diesem  Zwecke  die 

einzelnen  Primfaktoren  von  D  successive   und   zwar   so   aus,   dafs  bei 

der  Bestimmung  von  6  singulare  Vorkommnisse  ausgeschlossen  bleiben. 

Einen  ersten  Punkt  5ßj  wählen  wir  willkürlich  und  wissen  dann  nach 

dem  Satze  auf  S.  308,  dafs  nicht  aUe  Fundamentaldivisoren 

©''',    @"*, . . .  ©'"' 

der  Klasse  W  durch  ^^  teilbar  sein  können.     Wir  können  daher  @(^1 

zu  ^1  relativ  prim,  @*^',  ©'"', . . .  ®^*'*  aber  durch  ^j  teilbar  annehmen, 

demi  wenn  diese  Annahme  nicht  Yon  Tornherein  erfüllt  ist,  so  können 

wir  zunächst  die  obigen  Divisoren  passend  umordnen  und  sodann  für 

i>l    ©'■''  durch  @W  —  Cj@<^'  ersetaen,   worin   die  Konstante  Ci  gleich 

®'" 
dem  Werte   der  Punktion  — 777  im   Punkte  Sß,  ist;   durch   eine   solche 

Transformation  wird  offenhai-  das  uraprüugliche  System  nur  durch  ein 
anderes  ersetzt,  welches  ebenfalls  ein  Pundamentalsystem  für  die  ganzen 
Divisoren  der  Klasse  TT  ist.  Daher  ist,  wenn  ö  =  ?ßi  ist,  die  Anzahl 
der  durch  ^ß^  teilbaren  Divisoren  der  Klasse  W,  d.  i. 

ra— • 

Die  Divisoren  ®'^',  ®^^\  . . .  @'^'  können  nun  allerdings  aufser  dem 
Primfaktor  Sßj  noch  einen  höheren  gemeinsamen  Teiler  ^i^i  haben; 
wir  können  aher  in  jedem  Falle  einen  zweiten  Primdivisor  ^g  so 
wählen,  dafs  nicht  alle  jene  p  —  1  Divisoren  den  Faktor  ^^^^  erhalten; 
hierbei  müssen  eben  nur  die  Primfaktoren  von  ©^  ausgeschlossen 
werden.  Nachdem  dies  geschehen,  können  wir,  ganz  analog  wie  vorher, 
durch  Transformation  erzielen,  dafs 


durch  Sßi^j  teilbar  werden,  während  ®'-^^  nur  durch  ^j,  aber  nicht 
durch  5ßi^j  teilbar  ist.     Daher  ist,  wenn  D  =  ^i^a  ist: 

Die  Divisoren  ©''', . . .  ©''*'  können  wieder  einen  höheren  gemeinsamen 
Teuer  als  ^i^$a  haben,  man  kann  aber  jedenfalls  den  Punkt  Sßa 
so  wählen,  dafs  nicht  alle  jene  jp  —  2  Divisoren  durch  ^i^a^s  teilbar 
werden,  und  nachdem  dies  geschehen,  durch  Transformation  erreichen, 
dafs  die  Divisoren  „,  ,  , 
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den  Faktor  ^i^a^s  haben,  während  ®<*'  nur  durch  $1^3,  nicht  aber 
durch  ?ßi^s^3  teilbar  ist;  dann  ist,  wenn  D  =  ^ßi^^^ßs  i^t: 


ra-~- 


In  dieser  Weise  fortgehend,  können  wir,  und  zwar  auf  unendlich 
mannigfache  Arten,  da  immer  nur  eine  endliche  Zahl  von  Ausuahme- 
punkten  ansgeschlossen  wird,  p  Punkte  ^j,  $j, . . .  5ßp,  die  nicht  un- 
bedingt  alle   verschieden   sein   müssen*),    so   bestimmen,    dafa    in  der 


die  letzten  p  —  K  durch  5p^^3...?ßx  teilbar  sind,  wahrend  ®*''  zwar 
durch  3ßi^,...^._„  aber  nicht  durch  ^i^ß^...^.  teilbar  ist. 

Ist  nun  die  Ordnungszahl  q^p,  so  nehmen  wir  den  Divisor 

ist  aber  i>  <  g  ^  2(|)  —  1),  so  nehmen  wir  Q  gleich  einem  Vielfachen 
von  Dj,  =  ^j$ä . . .  ißpj  dann  ist,  nach  dem  eben  Bewiesenen,  im  ersten 
FaUe 


Tragen  wir  dies  in  die  Formel  (1)  ein,  so  finden  wir: 

für  q^p: 
3b)  {Q]  =  -\-, 

iüY  p  <q:^2{p—l),  ebenso  wie  im  ersten  Falle: 

3c)  {Q]=-q~P+U 

es  ergiebt  sich  also  für 

q  =  l,2,d,...p~l,p,p  +  l,p  +  '2,...2(p~l): 
{§1  =  1,1,1,...     1,      l,     2,  d,     ...     p~l. 

Hiernach  ist  im  Falle  q  ^p  der  Divisor  äH  bei  nicht  spezieller  Aus- 
wahl, abgesehen  von  Proportionalitätsfaktoren,  der  einzige  ganze  Divisor 
seiner  Klasse;  die  Funktion 

S  -=  ^  =  const. 

*)  Spätere  Untersuchungen  ergeben,  dafs  man  sich  sogar  so  eiiivichten  kann, 
dafa  die  Punkte  5|Ji ,  Sßj ,  .  .  .  il3i>  alle  gleich  werden. 
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ist  tlann  die  einzige  Funktion  mit  dem  Nenner  Sl;  somit  giebt  es 
auch  keine  eigentliche  Funktion  des  Körpers,  welche  weniger  als 
j)  willkürlieh  gewählte  Pole  hesäfse.  Hingegen  gieht  es,  in  Überein- 
stimmung mit  dem  Satze  auf  S.  264,  Punktionen  {p  + 1)"'',  {p  +  2)*", . . , 
(2jo  — 2)*"  Ordnung  mit  willkürlichen  Polen,  und  die  Dimension  einer 
solchen  Fonktionenschar  mit  dem  Nenner  Q  ist  bei  nicht  spezieller 
Auswahl  von  D,  ebenso  wie  im  ersten  Falle,  gleich  j  —  j3  -f  1, 

Die  Spezialdivisoren,  welche  hier  ausgeschlossen  werden  mnfsten 
tmd  welche  auf  die  Bestimmung  der  Dimension  ihrer  Klasse  einen 
anderen  Einflufs  ausüben,  als  die  gewöhnlichen  Divisoren  der  Ordnung  q, 
sind  für  die  Erkenntnis  des  Aufbaues  des  Körpers  von  groXser  Be- 
deutung und  werden  ims  später  Öfter  begegnen;  hier  sollte  zunächst 
nur  festgestellt  werden,  dafs  die  Hauptklasse  ganz  anderen  und  viel 
Terwick eiteren  Gesetzen  unterliegt,  als  die  in  dieser  Hinsicht  so  ein- 
fache Klasse  der  Differentiale. 
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Einundzwanzigste  Vorlesung. 

Perioden  eines  Abclaohen  Integrals.  —  Verschiedenes  Verhalten  der  Körper  mit 
verscliwiiideiideia  und  mit  positivem  Geachlecht.  —  Analjais  situa.  —  Einfacli 
und  mehrfach  zusammenhängende  Tlächen.  —  Verwandlung  der  letzteren  in  einfacli 
zusammenhängende  durch  Quersohnitte,  —  Ordnung  des  Zusammenhanges  der 
Ejemannachen  Fläche.  —  Äbekche  Integrale  erster,  Bweitcr  und  dritter  Gattung 
bei  beachränktem  und  uneingeschränktem  Verlaufe  des  Integrationaweges.  —  Die 
Summe  der  Eeaiduea  eines  Abelschen  Differentiab  ist  gleich  Null,  —  Bestimmung 
der  Abelschen  Integrale  durch  ihre  TJnstetigkeiten. 

§  1. 

Wir  geben  jetzt  dazu  über,  ebenso  wie  wir  dies  in  §  4  der  acht- 
zehnten Vorlesung  für  Integrale  rationaler  Funktionen  gethan  haben, 
so  jetzt  für  ein  Äbelschea  Integral 


1)  0,-ß 


zu  untersuchen,  in  welcher  Weise  der  Wert  desselben  v 

wege   abhängt.     Diese  Aufgabe   ist  nach  den   damaligen  Ausführungen 

völlig  identisch  mit  der  anderen,  eiue  Lösung  der  Differentialgleichung 


mitsamt  allen  analytischen  Fortsetzungen  der  Integralfunktion  (ö(5P)  zu 
untersuchen.  Beide  Formulierungen  der  Aufgabe  unterscheiden  sich 
mir  dadurch  voneinander,  dafs  wir  das  erste  Mal  die  Cauchysche,  das 
andere  Mal  die  durch  das  Weierstrafssche  Prinzip  der  analytischen 
Fortsetzung  vertiefte  Eulersche  Integraldeflnition  zu  Grunde  legen. 

Setzen  wir  nun  auch  hier  die  Integralfunktion  über  einen  ge- 
schlossenen Weg  fort,  indem  wir  den  Punkt  ^q,  für  welchen  wir  die 
einzelnen  Funktioneneleraente  bilden,  auf  der  Eiemannschen  Fläche 
einen  Umlauf  s  machen  lassen,  so  unterscheiden  sich  die  beiden  Ele- 
mente für  den  Anfangs-  und  den  Endpunkt  dieses  Weges  nur  um  eine 
Konstante  c,  da  beide  derselben  Differentialgleichung  (2)  genügen. 
Diese  Konstante  kann  daher  auch  durch  das  Über  den  ge 
Weg  s  erstreckte  Integral 
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dargestellt  werden.  Jedes  über  einen  geschlossenen  Weg  erstreckte 
Integral  kann  so  als  Differenz  zweier  Elemente  der  Integralfunktion 
auftreten;  jedes  derartige  Integral,  mag  es  nun  gleich  Null  oder  von 
Null  verschieden  sein,  soll  daher  als  eine  Periode  des  Integrals  be- 
zeichnet werden.  Stellt  sich  alsdann  in  speziellen  PäUen  heraus,  dal's 
alle  Perioden  gleich  Null  sind,  so  ist  die  Integralfuuktion  co(5|J)  eii\e 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  ßieniannschen  Fläche. 

Versuchen   wir  jetzt   einen   Überblick   über   die    Gesamtheit    der 
Perioden  des  Integrals  zu  gewinnen,  so  liegt  es  nahe,  einen  ähnlichen 
Weg  wie  bei  den  Integralen  rationaler  Funktionen  einzuschlagen  und 
zuvörderst  Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  die  Integralfanktion 
to(^)  nach  Portsetzung  über  einen   geschlossenen  Weg  s   ungeändert 
bleibt.    In  der  That  können  wir  auch  einen  dem  damals  bewiesenen  Fun- 
damentaltlieoreme  vöUig  analogen  Satz  aufstellen,  nämlich  den  folgenden: 
Wenn   auf   der   Itiemannschen   Fläche    eine    geschlossene 
Kurve  s  ein  Gebiet  abgrenzt,   innerhalb   dessen  kein  logarith- 
mischer  Punkt   der  Integralfunktion   e>  gelegen  ist,   so  bleibt 
(o(^)  bei  einem  Umlaufe  längs  s  imgeändert. 
Der  Beweis    erfolgt  wörtlich  durch  dieselben   Schlüsse,   wie   bei    dem 
analogen   Satze   auf  S.  281.     Wenn  wir   an  Stelle   der  Eulerschen  die 
Definition  des  Integrals  als  Grenzwert  einer  Summe  benutzen,  so  tritt 
an  die  Stelle  des  obigen  Fundamentaltheorems  der   Satz   von   Cauchy, 
welcher   nur   nach   der  Methode   des  Beweises  von   dem   vorigen  ver- 
schieden, seinem  Inhalte  nach  aber  mit  ihm  völlig  äquivalent  ist: 

Das  Integral  oi  =  /|(J!2,  über  die  Begrenzungskurve  eines 
Gebietes  bin  erstreckt,  innerhalb  dessen  die  Integralfunktion 
keine  oder  nur  polare  Un Stetigkeiten  besitzt,  ist  stets  gleich  Null. 
Bei  der  Anwendung  eines  dieser  beiden  Sätze  auf  Integrale  ratio- 
naler Funktionen  hatten  wir  nun  die  stillschweigende,  aber  für  die 
gewohnliche  Kugelfiäche  evidente  Annahme  machen  können,  dafs  jede 
beliebige  geschlossene  Kurve,  die  sich  nicht  schneidet,  auch  die  Kugel- 
flache  in  zwei  getrennte  Gebietsteile,  einen  inneren  und  einen  äufeeren, 
zerlegt.  Der  Beweis  des  ersten  der  beiden  obigen  Sätze  kam  dann 
eben  dadurch  zustande,  dafs  wir  das  Innere  der  Kurve  durch  einen 
Schnitt  in  zwei  Teile  zerlegen,  also  auch  beliebig  verkleinern  und 
echliefslich  auf  den  Bereich  eines  Punktes  zusammenziehen  konnten, 
in  welchem  Falle  der  Satz  selbstverständlich  ist.  Ganz  ebenso  setzt 
auch  die  Anwendung  des  Cauchyschen  Integralsatzes  voraus,  dafs  das 
Verhalten  der  Funktion  im  Innern  der  geschlossenen  Kurve  bestimmten 
Bedingungen  genügt. 
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Auf  einer  Rieraannsclien  Kugelfiäche  aber  ist  es  weder  selbst- 
verständlicli,  noch  aucli  im  allgemeinen  richtig,  dafs  eine  beliebige 
geschlossene  Kurve,  welche  sich  nicht  schneidet,  die  Fläche  in  zwei 
getrennte  Gebietsteile  zerlegt.  Vielmehr  kann  es  sehr  wohl  eintreten, 
daCs  nach  Ausführmig  eiaes  derartigen  Schnittes  die  Fläche  zusammen- 
i  bleibt,  so  dafs  man,  ohne  jenen  Setaitt  zu  kreuzen,  immer  noch 
i  beliebige  Punkte  der  Fläche  durch  einen  fortlaufenden  ganz  auf 
der  Fläche  gelegenen  Kurvenzug  verbinden  kann. .  Betrachten  wir  z.  B. 
die  zweiblättrige  Riemannsche  Fläche  mit  vier  Verzweigungspunkten 
S5|S5äSs®i-  ö"'  ^^^  einem  Umlaufe  um  einen  Verzweigungspunkt  die 
beiden  Funktions zweige  sich  miteinander  vertauschen,  so  können  wir  in 
diesem  Falle,  wie  überhaupt  bei  zweib^ttrigen  Flächen,  etwas  einfacher 
als  im  allgemeinen  bei  der  Zusammenheftui^  der  beiden  Blätter  verfahren. 
Wir  können  nämlich  die 
Punkte  ®i,  58s,  ^3>  ^d  m 
beiden  Blättern  paarweise 
3^  durch  Schnitte  verbinden, 
die  z.  B.  von  ®^  nach  99^ 
und  von  SSj  nach  S^  laufen, 
und  sodann  das  rechte  tmd 
linke  Ufer  des  im  oberen 

Blatte  verlaufenden 
Schnittes  resp.  mit  dem 
linken  und  rechten  Ufer  des  entsprechenden  Schnittes  im  unteren  Blatte 
zusammenheften.  Zieht  man  nun  im  oberen  Blatte  eine  geschlossene 
Kurve  «,  welche  die  beiden  Verzweigungspunkte  ^^  und  58^  in  posi- 
tivem Sinne  umkreist,  so  bleibt  die  Bieraannsche  Flache  nach  Aus- 
führung dieses  Schnittes  zusammenhängend.  Man  kann  nämlich  immer 
noch  von  einem  Punkte  ^^  auf  dem  linken  Ufer  des  Schnittes  a  zu  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  5ßj,  des  rechten  ohne  Durchkreuzung  des 
Schnittes  gelangen,  wenn  man  von  5pi  nach  dem  Schnitte  33i  f&„ 
wandert,  Über  diesen  in  das  untere  Blatt  tritt,  sodann  in  dem 
unteren  nach  SJgSB^  and  über  diesen  Schnitt  in  das  obere  zuiöck- 
tritt,  um  schlielslich  wieder  im  oberen  Blatte  bis  zum  Punkte  ^^  zu 
gehen.  In  der  obenstehenden  Figur,  welche  diese  Schnitte  darstellt, 
sind  die  im  oberen  Blatte  verlaufenden  Linien  ausgezogen,  die  im 
unteren  punktiert  gezeichnet.  Bei  dieser  Figur  hat  man  wohl  zu 
beachten,  dafs  die  beiden  Wege  a  und  b  sieh  in  dem  Punkte  $, 
aufser  diesem  aber  in  keinem  zweiten  treften,  denn  der  zweite  Treff- 
punkt der  beiden  Kurven  (in  der  Figur  durch  ©  bezeichnet)  ist  ein 
scheinbarer,  da  daselbst  die  eine  Kurve  a  im  oberen,  die  andere  h  im 
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nnteren  Blatte  verläuft,  die  beiden  Linien  also  dort  keine  Kontiguität 
haben;  man  kann  also  in  der  That  auf  der  bereits  dureli  a  zer- 
selinitfcenen  Fläche  von  ^j  nach  ^^  und  somit  überhaupt  von  jedem 
Puntte  zu  jedem  anderen  gelangen. 

Will  man  also  auch  für  Hiemannsche  Flächen  den  obigen  Funda- 
mentalsatz in  Anwendung  bringen,  so  mufs  eine  Untersuchung  Über 
die  Art  des  Zusammenhanges  der  Fläche  vorangehen.  Riemann,  der 
die  Bedeutung  derartiger  Zusammenhangsunter  Buchungen  für  die  Theorie 
der  li\inktionen  zuerst  erkannt  und  die  grundlegenden  Sätze  aufgestellt 
hat,  bezeichnet  Aufgaben  der  hierher  gehörigen  Art,  bei  welchen  es 
sieh  aussehlief sli eh  um  die  Untersuchung  von  Orts-  und  Gebiets- 
verhältnissen gegebener  Flächen  oder  Mannigfaltigkeiten  bandelt,  als 
Probleme  der  analysis  situs.  Diese  Eiemannschen  Sätae  ergeben  nun 
das  merkwürdige  und  folgenreiche  Resultat,  daCs  die  Art  des  Zu- 
sammenhanges einer  Eiemannschen  Fläche  allein  von  dem  Geschlechte  p 
des  Körpers  abhängt. 

Dafs  die  Entscheidung  der  hier  auftretenden  Fragen  ganz  wesent- 
lich von  dem  Werte  des  Geschlechtes  bedingt  sein  mufs,  kann  be- 
reits aus  einigen  der  früher  aufgestellten  Sätze  erschlossen  werden. 
Wenn  nämlich  d^  Geschlecht  des  Körpers  K[£,  u)  gleich  Null  ist, 
so  giebt  es  nach  dem  Satze  auf  S.  264  eine  Funktion  erster  Ordnung 
und  man  kann  den  Grad  des  Körpers  auf  eins  erniedrigen.  Umgekehrt, 
wenn  es  in  dem  Körper  eine  Funktion  t  erster  Ordnung  giebt,  so  ist 
das  Geschlecht  Null,  weil  ja  die  zugehörige  Riemannsche  Fläche  SR(  ein- 
blättrig, also  —  ^  0  und  n  =  l  ist.  In  diesem  Falle  also  und  auch 
nur  in  diesem  läfst  sich  die  Eiemannsche  Fläche  8lj  eindeutig  auf  die 
schHcbte  Kugelfläche  SR,  abbilden.  Einer  geschlossenen,  sich  nicht 
schneidenden  Kurve  auf  Sfti  entspricht  eine  ebensolche  Kurve  auf  St^ 
und  umgekehrt,  und  dem  Innern  der  ersten  Kurve  das  Innere  der 
zweiten;  jede  geschlossene  Kurve  zerlegt  also  auch  die  Riemannsche 
Fläche  IRj  in  zwei  getrennte  Gebietsteile.  Demzufolge  sind  auch,  wie 
schon  an  anderer  Stelle  ausgeführt  wurde  (S.  247),  .?  und  u  und  über- 
haupt alle  Funktionen  des  Korpers  K{s,  u)  als  rationale  Fimktionen 
von  t  darstellbar,  und  bei  Einführung  dieser  Variabein  wird  das  Differential 

hdB  =  ^tdt 
ein  rationales  Differential.  Wir  kommen  also  in  diesem  Falle  direkt 
auf  die  Theorie  der  in  der  achtzehnten  Vorlesung  behandelten  Integrale 
rationaler  Funktionen  zurück.  Passen  wir  die  Gesamtheit  der  aus  dem 
Körper  K(f,  ii)  hervorgehenden  Integrale  ins  Auge,  so  giebt  es  in  ilir 
keine  Integrale  erster  Gattung,  die  Integrale  zweiter  Gattung  aber  sind 
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stets  rationale  Fonktioaen  von  (,  also  auclt  Funktionen  des  Körpers 
£(^,  li),  und  Ijesitzen  somit  keine  von  Null  verschiedenen  PeTioden, 
Wenn  andererseits  das  Greschleclit  des  Körpers  K{s,  u)  positiv  ist, 
so  giebt  es,  wie  wir  gesehen  haben,  Integrale  erster  Gattung,  vmd 
jedes  derartige  Integral  p 

mufs  notwendig  von  Null  verschiedene  Perioden  besitzen.  Denn  witrden 
die  Perioden  des  Integi-als  sämtlich  verschwinden,  so  wäre  w(^)  eine 
eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemannschen  Fläche,  welche 
zudem,  weil  w  überall  endlich  ist,  keinerlei  Unstetigkeiten  besitzen 
dürfte.  Eine  solche  Funktion  würde  dem  Körper  K{is,  ti)  angehöreu 
(S.  113)  und  müfste  nach  dem  Satee  auf  S.  Y6,  weil  sie  keine  Pole 
hat,  eine  Konstante  sein,  dann  aber  wäre  der  Differentialquotient 
^  =0,  während  er  gleich  %  sein  soU.  Ebenso  giebt  es,  wie  frübei' 
gezeigt  wurde,  in  diesem  Falle  auch  Integrale  zweiter  Gattung,  welche 
nicht  Funktionen  des  Körpers  K{s,  ii)  sind,  und  jedes  derartige  Integral 
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mufs  ebenfalls  von  Null  verschiedene  Perioden  besitzen.  Denn  andern- 
falls wäre  i($)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Itiemann- 
seben  F^che  mit  nur  polaren  Unstetigkeiten  und  müfste  also  nach 
dem  schon  zuvor  angewendeten  Satae  auf  S.  113  eine  Funktion  des 
Körpers  sein;  das  widerspricht  aber  der  von  uns  getroffenen  Voraus- 
setzung. "Wenn  also  das  Geacblecht  p  positiv  ist,  so  haben  nicht  blofs 
die  Integrale  dritter  Gattung,  wie  bei  den  rationalen  Körpern,  sondern 
auch  die  von  erster  und  zweiter  Gattung  eigentliche  Perioden;  es  mnfs 
also  auch  geschlossene  Kurven  auf  der  Riemannschen  F^che  geben, 
welche  die  Flache  nicht  zerstückeln  und  für  welche  daher  die  Argu- 
mentation des  §  4  der  achtzehnten  Vorlesung  hinfällig  wird. 

Durch  Fortsetzung  dieser  Betrachtimgen  Hfst  sich,  wie  wir  später 
sehen  werden,  auf  rein  algebraischem  Wege  Aufsehlufs  über  die  Perio- 
dicitätseigenschaften  der  Abelschen  Integrale  und  damit  über  den  Zu- 
sammenhang der  Riemannschen  F^he  gewiimen;  wir  woRen  aber 
vorerst  die  oben  bezeichnete  Frage  auf  dem  geometrischen  Wege  der 
analysis  situs  zur  Entscheidung  bringen. 

8  2. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  angekündigten  Untersuchungen  der  analysis 
situs  über,  so  erleiden  die  hier  aufzustellenden  Sätze  zum  Teil  gewisse 
Modifikationen,  je  nachdem  sie  sich  auf  berandete  oder  auf  solche 
Flächen   beziehen,   welche,    wie   niKere   Riemannsehe  Kugelfläche,   ge- 
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scblüBsen  und  daher  unterandet  sind.  Es  genügt  aber,  wenn  wir  die 
Sätze,  die  wir  aufzustellen  haben,  blofs  für  berandete  Flächeustüeke 
aussprechen.  Denn  wenn  wir  mit  einer  gesclilossenen  F^^e  zu  thon 
liaben,  so  können  und  wollen  wir  sie  Ton  vornherein,  ohne  dadurch 
etwas  wesentliciies  zu  ändern,  durch  diejenige  berandete  Fläche  ersetzen, 
welche  man  aus  der  geschlossenen  erhält,  wenn  man  aus  ihr  einen 
Punkt  nebst  seiner  Umgebung  herausnimmt. 

Alle  Eigenschaften  der  Flächen,  die  wir  bei  unseren  Unter- 
suchungen im  Auge  haben,  sind  von  so  allgemeiner  Natur,  dafs  sie  bei 
irgend  welchen  stetigen  Deformationen  der  Flachen  keinerlei  Änderung 
erfahren,  da  wir  überhaupt  nichts  anderes  als  die  Art  des  Zusanimen- 
hffliges  der  Flachen  zu  untersuchen  haben.  Unter  den  Flächen  haben 
nun  vor  allem  solche,  wie  die  Ellipse,  das  Itechteek,  die  Kugelcalotte 
nnmittelhar  zu  übersehende  Zusammenhangsverhältnisse.  Das  gemein- 
same charakteristische  Merkmal  dieser  Flächen  finden  wir  darin,  dafa 
sie  durch  jeden  Querschnitt  in  zwei  getrennte  Teile  zerfallen.  Dabei 
haben  wir  unter  einem  Querschnitt  jeden  Schnitt  zu  verstehen, 
welcher  in  einem  Randpunkte  beginnt  und  in  einem  Eandpunkte  endigt, 
wobei  der  Querschnitt  schon  während  seiner  Ausführung  zur  Begrenzung 
gerechnet  und  es  somit  nicht  ausgeschlossen  sein  soll,  dafs  er  in  einem 
Punkte  der  durch  ilm  bereits  hervorgebrachten  Begrenzung  endigt,  also 
in  sich  selbst  zurückläuft.  Für  eine  Kreisfläche  ist  z.  B.  auch  die  Linie 
als  ein  Querschnitt  zu  betrachten,  welche  man  ^^ 

erhält,  wenn  man  von  einem  Punkte  %  der 
Peripherie  nach  einem  inneren  Punkte  SS  und 
sodann  von  ^  in  einem  inneren  Kreise  zu  i 
zurückwandert;  auch  ein  solcher  Querschnitt  / 
zerlegt  die  Kreisfläche,  ebenso  wie  ein  ge-  I 
wohnlicher,  in  zwei  getrennte  Teile,  den  Innen- 
kreis S  mid  das  Rjnggebiet  SÜ.  Solche  Flächen- 
Stücke,  welche  durch  jeden  Querschnitt  zer- 
stückelt werden,  heifsen  einfach  zusammen- 
hängende Flächen,  In  die  Kategorie  Fig.  si. 
dieser  Fachen  gehört  offenbar  auch  diejenige,  welche  wir  früher  (S.  88) 
zur  Erzeugung  der  Eiemannschen  Kugelfläehe  benutzten  und  die 
wir  dadurch  erhielten,  dafs  wir  aus  einer  Kugelöäche  kleine  Kreise 
um  die  Punkte  ^^,  SS^,  39a,  ■  ■  ■  ^4  als  Mittelpunkte  herausnahmen  und 
sodann  den  Kreis  um  S^  durch  h  Schnitte  mit  den  Kreisen  um 
^„%,  ...^„  verbanden  (s.  d.  Fig.  11  u.  12  auf  S.  88  u.  89). 

Flächen,  welche  ursprünglich  nicht  einfach  zusammenhängend  sind, 
können  oftmals  durch  eine  endliehe  Anzahl  hintereinander  auszuführender 
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Schnitte  in  einfach  zusammenhängende  verwandelt  wei-den  imd  heilsen 
dann  mehrfach  zusammenhängend.  Eine  von  zwei  konzentrischen 
Kreisen  begrenzte  ßingfläche  ist  z.  B.  Dicht  einfach  zueammenhUngend, 
da  wir  (s.  Fig.  21)  in  ihr  einen  Querschnitt  von  einem  Randpunkte  2t 
nach  einem  Eaadpunkte  5B  ziehen  können,  ohne  den  Zusammenhang 
zu  zerreil'sen;  durch  diesen  Schnitt  SI©  wird  sie  aber  in  das  vorher 
charakterisierte  ßinggebiet  9t  verwandelt,  welches  nun  einfach  zu- 
sammenhängend iat,  weil  es  z.  B.  in  ein  Rechteck  deformiert  werden 
kann.     Daher  definieren  wir: 

Bitte  Fläche  heifst  mehrfach  zusammeuhäugeud,  wenn 
sie   durch    eine   endliche  Anzahl  hintereinander  auszuführender 
Schnitte  in  einfach  zusammenhangende  Flächenstücke  zerlegt 
werden  kann. 
Auch  die  Riemannsche  Kugelfläche  Sii  hat  diese  Eigenschaft,   denn  da 
wir   sie   ans   n   einfach    zusammenhängenden   Flächen   der   vorher   be- 
schriebenen Art  durch  Verknüpfungen,  also  durch  Herstellung  gewisser 
Zusammenhänge  hergestellt  haben,  so  müssen  wir  sie  auch  umgekehrt 
durch   Zerschneidungen,    also    durch   Aufhebung   gewisser   Zusammen- 
hänge, in  n  einfach  zusammenlüingende  Flächen  zerlegen  können.    Da 
aber  diese  Zerschneidimg  offenbar  in  mannigfachster  Weise  abgeändert 
werden   kann,   so   entsteht   die   Frage,   ob   nicht  hierbei  trotz  der  ein- 
tretenden Willkür    gewisse    charakteristische  Zahlen   invariant   bleiben 
werden.    Zur  Entscheidung  dieser  Frage  dienen  nun  die  folgenden  Sätze: 
1.  Die  Flächenstücke,   in  welche  eine   einfach  zusammen- 
hangende Fläche  durch  einen  Querschnitt  zerfällt,   sind  eben- 
falls einfach  zusammenhängend. 
Denn  wenu  die  Fläche  S   durch  einen  Querschnitt,   der  von  a  nach  b 
führt,  in  die  Flächenstücke  jSj  und  S^  zerlegt  wird,  und  es  wäre  etwa 
S,    nicht   einfach    zusammenhängend, 
/  /so    ^be    es    einen   Quei^ehnitt    cd, 

I  Ifi       welcher    S^    nicht    zerstückte.      Die 

f  [  beiden  Endpunkte  c  und  d  desselben 

i  y        1  können   entweder  beide  auf  dem  ur 

yl  .^'^~~  '" — l__-li        spiunglichen  Rande  von  S  odei  einer 

'^l  i         odei  beide  aut  «ft  gelegen  sein    Wu 

/  /         wollen    den    eisten    Fall    annehmen, 

/  /  dann  ist  (d  auch  em  (Jueischnitt  dei 

'  /  Flache  B,   und   da   er  Sy    nicht   zei 

^'^■^^'  schneidet,   &o  kann   er  auch  S  nicht 

zerstücken,  denn  man  mtlfste  von  einem  beliebigen  Punkte  von  8^  au 

beide  Ufer  des  Querschnittes  cd  gelangen  können     Dei  Querschnitt  et? 
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für  sich  allein  ausgeführt,  würde  also  S  nicht  zerstücken,  was  der 
Voraussetzung  widerspricht.  Der  andere  Fall,  dafs  einer  oder  beide 
Endpunkte  von  cd  auf  ah  gelegen  aind,  läTst  sich  auf  den  behandelten 
Kurüekführen,  denn  der  Querschnitt  c(^  würde  seine  Eigenschaften  nicht 
verlieren,  wenn  man  einen  seiner  Endpunkte,  z.  B.  c,  solajige  stetig 
verachiebt,  bie  er  von  ab  nach  der  Begrenzung  von  8  gerückt  ist. 

2.  Ein  einfach  zusammenhängendes  Flächenstück  hat  nur 
eine  Randkurve, 
Denn  Mtte  es  deren  etwa  zwei,  Cj  und  Cg,  so  würde  man  einen  Quer- 
schnitt q  von  Cj  nach  c^  ziehen  können,  welcher  beide  Kandkurven  zu 
einer  einzigen  vereinigt.  Man  erhielte  alsdann  zwei  getrennte  Flächen- 
stücke (nach  der  Definition)  und  nur  eine  Bandkurve,  was  un- 
möglich ist. 

iJ.  Wenn  eine  Fläche  oder  ein  Flächensystem  einmal 
durch  V  Querschnitte  in  a  einfach  zusammenhängende,  ein 
anderes  Mal  durch  v'  Querschnitte  in  a'  einfach  zusammeu- 
hängende  Flächenstücke  zerlegt  werden  kann,  so  ist 


Zum  Beweise  dieses  wichtigen  Satzes  denken  wir  uns  beide  Arten  der 
Zersciineidung  hintereinander  ausgeführt.  Wir  können  und  wollen  nun 
annehmen,  dafs  die  beiden  verschiedenen  Querachnittsysteme  q  imd  q' 
keine  Linienteile  gemein  haben,  sondern  sich  nur  in  einer  Anzahl  von 
Punkten  begegnen;  denn  wenn  diese  Annahme  nicht  von  vornherein 
erfüllt  ist,  so  können  wir  ihr  stets  durch  eine  stetige  Deformation  des 
einen  Querschnittsystems  genügen,  welclie  im  übrigen  dessen  wesent- 
hche  Eigenschaften  ungeändert  läfst.  Die  beiden  Querschnittaysterae  q 
und  q'  mögen  sich  in  r  Punkten  treffen.  Zerschneiden  wir  nun  das 
Flächensystem  dm'cii  die  Querschnitte  g  in  k  einfach  zusammen- 
hangende Flächenstücke  und  führen  sodann  das  Querschnittsystem  q' 
aus,  so  bedeutet  dies  für  das  bereits  zerschnittene  Flächensystem 
v'  -{-  r  Querschnitte,  da  jeder  der  r  Schnittpunkte  den  zugehörigen 
Schnitt  q'  in  zwei  Schnitte  zerlegt,  also  die  Ai^ahl  der  Querschnitte 
um  eine  Einheit  vergröfsert.  Da  nun  nach  dem  ersten  Satze  eine 
einfach  zusammenhängende  Fläche  durch  einen  Querschnitt  in  zwei 
ebensolche  Flächen  zerlegt  wird,  so  zerfällt  das  Flächensystem,  wenn 
wir  erst  q  und  dann  q'  ausführen,  in  k  -f  v'  -f-  r  einfach  zusammen- 
hängende Flächenstücke.  Führen  wir  umgekehrt  erst  g'  und  dann  q 
aus,  so  erhalten  wir  a'  -\-  v  -\-  r  einfach  zusammenhangende  Flächen. 
Da  nun  die  Wirkung  der  Zerschneidung  in  beiden  Fällen  ganz  die 
gleiche  ist,  so  mul's 
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also  in  der  That 
sein. 


Einundawanzigsto  Vovlesuug, 
a  -{-  v'  +  r  =  a'  -{-  V  +  r, 


Auf  Grund  dieses  Satzes  hat  die  Zahl  v  -—  a-  für  eine  mehrfach 
zusammenhängende  F^che  oder  für  ein  PlUchensystem  die  Bedeutung 
einer  Invariante;  wir  dürfen  die  Zahl  v  —  a  oder  avieh  v  —  «-}-  2  als 
die  der  Fläche  zukommende  „Ordnung  des  Zusammenhanges" 
bezeichnen.  Wir  wählen  die  letztere  Zahl,  damit  die  einfach  zu- 
sammenhängenden Flächen,  für  welche  v  =  0,  «  =  1  gesetzt  werden 
kann,  die  Ordnungszahl  1  erhalten. 

Nehmen  wir  mit  einer  Fläche  irgend  eine  stetige  Veränderung 
vor,  so  bleiht  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  ungeändert,  führen 
wir  aber  einen  Querschnitt  aus,  der  die  Fläche  nicht  zerstückelt,  so 
wird  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erniedrigt. 
Denn  wenn  nach  Ausführung  des  Querschnittes  noch  v  Querschnitte 
erforderlich  sind,  um  die  Fläche  in  k  einfach  zusammenMngende 
Fläehenstücke  zu  zerschneiden,  so  waren  vorher  offenbar  v  -\-  1  Quer- 
schnitte erforderlieh,  um  den  gleichen  Erfolg  hervorzubringen.  Die 
Ordnung  des  Zusammenhanges  ist  also  nach  Ausführung  des  Quer- 
schnittes V  —  a  +  2  und  vor  derselben  (v  -f  1)  ~  k  +  2,  also  vorher 
um  eins  gröfser,  womit  unsere  Behauptung  erwiesen  ist.  Es  gilt  also 
der  Satz: 

4.  Durch  Ausfahrung  eines  Querschnittes  wird  die  Ordnung 
des   Zusammenhanges    um    eine    Einheit   erniedrigt.      Hieraus 
folgt  auch,  dafs  eine  (n  +  l)-fach   zusammenhängende  PMche, 
d.  i.    eine   Fläche   mit   der   Ordnungszahl   n  +  1,   stets    durch 
successive    Ausführung   von   n  Querschnitten   in   eine    einzige 
einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden  kann. 
In  der  That,   wenn  der  Zusammenhang  ein  mehrfacher  ist,  so  giehfc 
es  jedenfalls  einen  Querschnitt,  welcher  die  Fläche  nicht  in  zwei  Teile 
zerlegt,   und   wemi  man  einen  solchen  ausführt,  so  wird  die  Ordnung 
des  Zusammenhanges   um  eine  Einheit   erniedrigt.     Durch  Fortsetzui^ 
dieses   Verfahrens    kann   man   hiernach    die    Ordnung   des  Zusammen- 
hanges   immer   um   eine   Einheit   vermindern,   ohne  jemals  die  FK,che 
zu   zerstückeliL     Sollte   hierbei   die  Fläche   ursprünglich,   wie   das  bei 
der  Riemannsehen  Kugelfläche  der  Fall  ist,   ohne  Berandung  sein,   so 
versehen   wir   sie   mit  einer   solchen,  um  einen  Querschnitt  ausführen 
zu   können,   indem   wir   einen  Punkt  nebst  seiner  Umgebung  aus  ihr 
entfernen,   und  wir  legen   der   geschlossenen  Fläche  dieselbe  Ordnung 
des  Zusammenhanges  wie  der  aus  ihr  hervorgegangenen  „punktierten" 
Fläche  bei. 
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Nachdem  wir  so  den  Begriff  „Ordnung  des  ZuBaramenhanges" 
definiert  haben,  empfiehlt  es  sieh,  um  die  bewiesenen  Sätze  auf  Rie- 
mannsche  Fachen  in  Anwendung  zu  bringen,  noch  folgenden  Hilfssatz 
vorauszu  scbi  cken : 

5.  Wenn  man  aus  emei  berandeten  PMche  einen  Punkt 
nebst  seiner  Umgebung  hei  ausschneidet,  so  wird  hierdurch  die 
Ordnung  des  Zusammenhanges  um  eine  Einheit  erhöht. 
Mau  beaeiehne  die  uispiunglithe  und  die  durch  Entfernung  der  Um- 
gebung ü  des  Punktes  5ß  entstandene  Fläche  resp.  mit  F  und  F',  die 
Ordnungen  des  Zusammenhanges  dieser  Mächen  mit  n  und  n';  dann  ist 
F=F'-i-U.  Man  führe  nun  in  F'  einen  Querschnitt  g  Yon  dem 
Rande  von  F  nach  dem  Rande  von  U,  durch  welchen  offenbar  die 
Fläche  nicht  zerstückelt  wird,  weil  man  von  einem  Ufer  des  Quer- 
schnittes q  entlang  der  Berandung  von  U  zum  andern  gelangen  kann. 
Durch  Ausführung  des  Querschnittes  q  gehe  die  F^che  F'  in  eine 
andere  F"  über,  welche  alsdann  nach  dem  Satze  (4)  die  Ordnungszahl 
n'  —  1  hat;  die  Fläche  F"  kann  also  durch  n'  —  2  Querschnitte  in 
eine  einfach  zueammenlmngende  F^'  verwandelt  werden.  Führt  man 
andererseits  in  F  denjenigen  Schnitt  aus,  welcher  aus  q  und  der  Be- 
randung von  U  besteht,  so  hat  derselbe  für  F  die  Bedeutung  eines  in 
sich  zurücklaufenden  Querschnittes  und  zerlegt  F  in  F"  und  JJ.  Durch 
Ausführung  von  1  +  (n' —  2)  =  n' —  1  Querschnitten  kann  also  die 
Fläche  F  in  zwei  einfach  zusammenhängende  F^chenteile  Fg"  und  ü 
zerlegt  werden,  und  die  Ordnung  n  des  ZusammerJianges  von  F  ist  also 

n  =  (n'-l.)-2  +  2, 
oder  es  ist  in  der  That 

«•'=«-[-  l. 
Wir  wollen  nun  die  Ordnung  des  Zusammenhanges  einer  beliebig 
gegebenen  Riemannsehen  Kugelfläche  Sßj  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke 
erimiern  wir  uns  der  Art,  wie  wir  früher  diese  Fläche  ans  n  einfach 
zusammenliängenden  Kugelblättem  zusammensetzten.  Wir  hatten  aus 
einer  gewöhnlichen  Kugelfläche  die  h-\-l  Kreise  mit  den  Mittelpunkten 

herausgenommen  und  Schnitte  S^,  §2,  .  .  .  §;,  von  den  Kreisen  um 
®u  ^2)  ■  ■  ■  93;i  nach  dem  Kreise  um  58^  geführt;  n  solche  einander  kon- 
gruente einfach  zusammenhängende  Kugelschalen  S^,  SE^,  - . .  ^n  hatten 
wir  sodann  in  den  Schnitten  §^,  ^g, . . .  §ä  nach  MaTsgabe  der  durch 
die  analytische  Fortsetzimg  der  Fimktion  u  sich  ergebenden  Zusammen- 
hangsverhältnisse  aneinander  geheftet  und  so  die  Riemannsche  F^che  9i, 
erhalten.     Dabei  ist  die  Stelle  SBq  eine  reguläre,  die  Stellen 


y  Google 


Binundzwanaigate  Vorlesung. 


sind  so  ausgewählt,  dal's  Tinter  iimen  jedenfalls  alle  eutlialten  sind, 
au  welchen  sich  Veraweigungspiiukte  Ijefinden.  Wollen  wir  umgekehrt 
die  BiemaonBche  Fläche  91,  iu  die  n  einfach  zusammenhängenden 
Kugelsehalen  S^,  ^3,  .  .  .  S«  zerschneiden,  so  müssen  wir  vorerst  die 
Bereiche  der  Punkte  herausnehmen,  weiche  an  den  Stellen 

%,    SS„  .  .  .  ä 
deT  einfachen  Kugelfläche  S,  gelegen  sind.    Es  mögen  an  der  Stelle  5B,. 
Vr   Punkte   der   Eiemannechen  Fläche    übereinander    gelegen  sein,   so 
dafs  die  Summe  der  Ordnungszahlen  der  bei  S8r  übereinanderliegenden 
Verzweigungspunbte  gleich  n  —  Vr  ist;  dann  haben  wir  im  ganzen  aus  Sil 

Vo  +  Vi  +  V^+----\-  Vh 

Bereiche  herauszunehmen.  Andererseits  ist,  da  die  Umgebungen  aller 
Verzweigungspunkte  der  Biemamnsehen  Kugelfläche  unter  den  heraus- 
genommenen Bereichen  enthalten  sind,  die  Verzweigungszahl 

«'"(«-i'o)  +  («-i'i)+'-'+('*-^*(=(''  +  l)»-K +  "!+■■  ■  +  >'/'). 
also  ist  ^^  _)_  ^^  +  ^^  + . . .  +  ^,,  =  ji«  ^n~w. 

Wenn  nun  die  gesuchte  Ordnung  des  Zusammenhanges  der  „punk- 
tierten", d.  h.  nur  mit   einem   einzigen  Rande  versehenen   Kugelfläche 

jr  + 1  ist,  so  ist  die  Zusammenhangszahl  der  mit  v^-\-v-i-\ 1-  v/, Rändern 

versehenen  Kugelfläche  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze  (5): 


'+2- 


T  -\-hn-\-  n- 


Die    so    erhaltene   Fläche   kann   alsdann,   wie   wir   wiesen,   durch    die 
hn  Querschnitte  §,  welche  in  den  n  Blättern  von  SS,,  nach 

%,     Sa,  .  ,  .  % 
führen,  in  n  einfach  zusammenhängende  Flächeustücke  zerlegt  werden, 
ihre  Zusammenhangszahl  ist  also  An  — n  +  ä.     Folglieh  ist 

jc  +  Äw  +  w  —  M?  =  Aw  —  )1  -|-  2 , 
und  es  ergiebt  sich  für  die  gesuchte  Zahl  n  die  einfache  Gleichung 

71  =  *ü  —  2n  +  2  =  2;p. 
Da   wir   nun   einer   geschlossenen   Fläche    dieselbe   Ordnung    des    Zu- 
sammenliang^  beigelegt  haben,   wie   der  punktierten  Fläche,   welche 
aus  ihr  durch  Herausnahme  einer  kleinen  Kreisfläche  entsteht,   so  hat 
auch  Sfis  die  Ordnungszahl  re  -\- 1,  und  es  gilt  der  Satz: 

Ist  p  das  Geschlecht  des  Körpers  K(ß, «),  so  ist  die  zu- 
gehörige Riemannsehe  Fläche  91;  {2p  -\-  l)-fach  zusamraen- 
Iwingend. 
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§3. 

Eine  einfach  zusammeiiliängende  Fliehe  besitzt  dieselben  Zu- 
sammenliangsverhältnisBe  wie  eine  Kreisfläche  und  wird  daher  durch 
jede  geschlossene  Kurve  c,  die  sich  nicht  schneidet,  in  zwei  getrennte 
Teile  zerlegt.  In  der  That  trifft  für  beliebige  einfach  zusammen- 
hängende Flächen  ebensogut  wie  für  die  Kreisfläche  in  Fig.  21  die 
Deduktion  zu:  führt  man  von  einem  Punkte  5ß  der  Kurve  c  einen  Schnitt 
nach  einem  Punkte  %  des  Randes  der  ganzen  Fläche,  so  bildet  dieser 
mit  der  geschlossenen  Kurve  c  zusammen  einen  Querschnitt  s  und  zerlegt 
also  die  Fläche  nach  dem  ersten  Satze  des  vorigen  Abachnittea  in  zwei 
getrennte  einfach  zusammenhängende  Teile;  läfst  man  nachträgUch  den 
Schnitt  S(S  wieder  fort,  so  wird  hierdm-ch  nur  der  Zusammenhang 
eines  der  beiden  Teilgebiete  um  eine  Einheit  erhöht,  aber  die  Gebiete 
bleiben  getrennt.  Auf  einfach  zusammenhängende  Flächen  köimen 
daher  die  früheren  Deduktionen  ohne  weiteres  übertragen  angewendet 
werden  und  ergeben  für  Äbelsche  Integrale  den  Satz: 
Wenn  das  Integral 


nur   polare  Unstetigkeiten  besitzt,   so   ist   die  Funktion  öj(^), 

innerhalb  eines   einfach  zusammenlmngenden  Gebieteteiles   der 

Riemannschen  Fläche  9tj  fortgesetzt,  eine  eindeutige  Funktion 

der  oberen  Grenze,  das  Integral  also  innerhalb  dieses  Gebietes 

vom  Integrationswege  unabhängig. 

Genau  das  gleiche  Resultat  ergiebt  sich  natürlich  auch  durch  Auwendung 

des  Satzes  von  Cauchy;  denn  da  in  einem  einfach  zusammenhängenden 

Gebietsteile  ®  der  Riemannschen  FMche  9lj  jede  sich  nicht  sehneidende 

geschlossene  Kurve  c  für  sich  allein  die  Begremiung  eines  Plächenteiles 

bildet,  so  ist  das  Integral  o  =  ( ^ä^,  erstreckt  über  die  Kurve  c,  gleich 
Null,  die  Funktion  Q>(?ß)  also  innerhalb  des  Gebietsteiles  ©  von  dem 
Wege  ^0^  unabMngig  und  somit  eindeutig. 

Die  gesamte  Riemannsche  Fläche  31^  ist,  wenn  ihr  Geschlecht 
positiv  ist,  nicht  einfach  zusammenhängend,  sie  kann  aber  nach  den 
Sätzen  des  vorigen  Abschnittes  durch  Ausfühi-ung  von  2p  Quer- 
schnitten in  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  verwandelt  werden. 
Diese  Zerschneidimg  werde  stets  in  der  folgenden  Weise  ausgeführt, 
welche  als  die  canonische  Zei^chneidung  bezeichnet  und  durch  die 
nachstehende  Fig.  23  schematisch  veranschaulicht  wird. 
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Einund  zwanzigste  Voileflung. 


rechten  Ufers,  so  1 
die  beiden  Ufer  vo] 


Wenn  die  mit  einem  kleinen  Landkreise  x  versehene  Eiemannsche 
Kugelfläche  mehrfach  zusammenhängend  ist,  also  j)  >  0  ist,  so 
giebt  es  einen  Schnitt  »j,  welcher  in  x  beginnt  und  in  x  endigt  und 
die  Fläche  nicht  zerstückelt.  Man  versehe  diesen  Schnitt  mit  einem 
bestimmten  liichtungssimie,  so  dafs  man  YOn  einem  linken  und  einem 
rechten  Ufer  des  Schnittes  zu  sprechen  berechtigt  ist.  Dann  bilden 
nach  Ausführung  des  Schnittes  seine  beiden  TJfer  die  zwei  ßandünien 
der  zerschnittenen  Fläche, 
für  welche  die  Ordnung 
des  Zusammenhanges  nur 
um  eins  kleiner  geworden 
ist.  Fühi't  man  daher 
in  dieser  Fläche  einen 
Schnitt  b^  von  einem 
Punkte  des  linken  Ufers 
Fig,  3S,  ™i^  »1  '^^^  gegenüber- 

liegenden    Punkte     des 
lann  dieser  die  Fläche  unmöglich  zerstückeln.    Denn 
i  \  vereinigen  sich  mit  den  beiden  Ufern  von  ßj  zu 
einer  einzigen  Handlinie,    In  der  That  überzeugt  man  sich  davon,  dafs 
man  in  einem  einzigen  Zuge  die  Linie  e^ 
durchlaufen   kann,    welche    der   Reihe 
nach  aus  dem  linken  Ufer  von  cs^,  dem 
linken  Ufer  von  \,  dem  rechten  von  ö^ 
und  dem  rechten  von  b-^  besteht;  dabei 
werden    die    gegenüberstehenden   Ufer 
zrir   eines   und   desselben   Schnittes  in  ent- 
gegengesetztem Sinne  durchlaufen.    In 
der   nebenstehenden   Hilfsfigur   24   ist 
nur  der  Verlauf  der  Schnitte  %  und  b^ 
in  der   Umgebung    ihres   Treffpunktes 
gezeichnet    und    der    weitere    Verlauf 
durch  gleichbezeichnete  Bael^taben  an- 
gedeutet. 

^"'s-  ^*-  Wenn   nuu  ^J  >  1   ist,    so    ist  die 

durch  die  Linie  öj  zerschnittene  FEche 
noch  nicht  einfach  zusammenhängend;  es  giebt  also  einen  weiteren  Quer- 
schnitt, welcher  die  Fläche  nicht  zerstückelt.  Im  übrigen  ist  in  der 
Wahl  dieses  Querschnittes  noch  mannigfache  Willkür  gestattet,  und  da 
man  seinen  Anfang-  und  seinen  Endpunkt  beliebig  stetig  verschieben 
kann,   so    ist   es    evident,   dafs  man   ihn   in   einem   beliebigen  Punkte 
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von  0^  beginnen  und  in  einem  beliebigen  Punkte  von  6^  oder  aucli  in 
einem  Punkte  seines  früheren  Verlaufes  endigen  lassen  kann.  Es 
empflehit  sicli  aus  Gründen  der  Uberaiditlichkeitj  den  Querschnitt  in 
sieh  zuriieklaufen  zu  lassen,  so  dafs  er  ans  einer  geschlossenen  Linie  «^ 
und  einem  Schnitte  Cg  besteht,  welcher  a^  mit  dem  Sclinittnetz  ff^  ver- 
bindet. Nach  Ausführung  dieses  Schnittes  erhält  die  F^che  wieder 
zwei  Eandlinien,  indem  das  linke  Ufer  von  dj  mit  den  beiden  Ufern 
von  Cg  zusammen  sieh  an  die  Linie  6[  zu  einer  einzigen  Ea.ndlinie  an- 
sehliefsfc,  während  das  rechte  Ufer  von  %  für  sich  allein  die  zweite 
Randlinie  bildet.  Führt  man  daher  einen  Schnitt  öj  von  einem  Punkte 
des  linken  üfera  von  a^  nach  dem  gegenüberliegenden  Punkte  des 
rechten  Ufers,  so  kann  dieser  die  Fläche  nicht  zerstückeln,  da  die 
Berandung  jetzt  wieder  aus  einer  einzigen  Linie  besteht;  die  Ordnung 
des  Zusammenhanges  ist  aber  jetzt  2_p  —  3  geworden.  Dabei  bleibt 
der  Kreuzimgspunkt  der  Linien  a^  und  b^,  ebenso  wie  vorher  der 
Anfangspunkt  des  Schnittes  c^  noch  unserer  Willkür  überlassen.  Nun 
bilden  das  linke  Ufer  von  a^,  das  linke  Ufer  von  h^,  das  rechte  Ufer 
von  %  und  das  rechte  Ufer  von  \,  hintereinander  durchlaufen,  eine 
einzige  Linie,  die  wir  mit  ffg  bezeichnen  wollen;  wir  können  und 
wollen  uns  dann  zur  Vereinfachung  späterer  Betrachtungen  80  ein- 
richten, dafa  Cj  das  Ende  des  ersten  Schnittnetzes  5^  mit  dem  Anfange 
des  zweiten  (fg  verbindet. 

Dieses  Verfahren  setzen  wir,  wenn  j>>2  ist,  weiter  fort;  wir  ziehen 
eine  Linie  ffj,  welche  aus  den  linken  und  den  rechten  Ufern  zweier 
geschlossener  Kurven  %  und  6g  besteht,  und  setzen  diese  durch 
einen  Schnitt  c^,  der  vom  Endpunkt  von  e^  zum  Anfangspunkt  von  öj 
läuft,  mit  dem  früheren  Sehnittnetz  in  Verbindung.  So  erhalten  wir 
sehliefslich  eine  einfach  zusammenhängende  Fläche  ^',,  die  nur  eine 
einzige  Randlinie  besitzt.  Bezeichnen  wir  die  linken  und  die  rechten 
Ufer  der  Schnitte  a,  b,  c  durch  angehängte  Indices  l  und  q,  so  durch- 
laufen wir  den  Rand  der  zerschnittenen  Fläche  ^'  ia  einem  einzigen 
Zuge,  wenn  wir   der  Reihe  nach  die  folgenden  Wege  zurücklegen: 


(!) 


Dabei   werden   die   linken  Ufer   der    Schnitte   stets   im   positiven,   die 
rechten  stets  im  negativen  Sinne  durchlaufen. 


<lu, 

ia, 

«ly, 

h, 

n,    Ö2J, 

bu, 

»!„ 

ht 

■Bl,      Osl, 

hl 

«>s, 

bs>> 

,1,       «,J, 

6,. 

",! 

»„ 

^PS)      Cj,- 

10,     ■ 

.»3,, 

c,,. 

y  Google 


334  Einraulzwanaigate  Vorleaung. 

Die  geschlossenen  Kurven  a^,b^,ag,h^, . . .  Uj,,  hp  haben  die  merk- 
würdige Eigenscliaftj  dafs  je  zwei  zusammengehörige  Linien  «;  und  bi 
sieh  nur  in  einem  Punkte  sehneiden  und  dafs  die  Linie  «.,-  nur  von  &;, 
aber  von  keiner  anderen  Linie  %  oder  6*  geschnitten  wird;  es  giebt  also 
auf  SR;  p  Paare  geschlossener  Kurven,  welche  im  ganzen  nur  p  Schnitt- 
punkte besitzen.  Dafs  derartige  p  Linienpaare  (at,  hi)  überhaupt  möglich 
sind,  ist  eine  charakteristische  Eigentümlichkeit  geschlossener  PUichen 
vom  Zusammenhange  2p-\-\.  und  für  die  Theorie  der  auf  diesen  Flächen 
verlaufenden  Abe^ehen  Integrale  von  der  allergrÖfsten  Bedeutung. 
Die  Linien  Cj,  c^,  ■  ■  ■  Cp  hingegen,  welche  je  ein  Paar  geschlossener 
Linien  mit  einem  einzigen  Schnittpunkt  mit  einem  anderen  der- 
artigen Paare  in  Verbindung  setzen,  sind  nebensächlicher  Natur 
und  können  auch  ganz  entbehrt  werden.  In  der  That  überzeugt 
man  sich  davon,  dafs  man  durch  Ausdehnung  der  Linien  öj  die 
Linien  C;  immer  weiter  zusammenschrumpfen  und  sehliefslich  ganz 
fortfallen  lassen  kann.  Nur  um  die  gestaltliehen  Verhältnisse  der  Zer- 
schneidung zu  vereinfachen,  behalten  wir  diese  Schnitte  bei;  wir 
werden  aber  sehen,  dafs  sie  auf  die  Periodicität  der  Abelschen  Integrale 
keinen  Einflufs  haben. 

Der  wirkliche  Verlauf  der  Schnitte  «.,,  \, ...  üp,  bp  auf  der  Riemann- 
sehen  E^che  hangt  wesentlich  davon  ab,  wie  die  einzelnen  Blätter  der 
F^che  in  den  Übergaog.slinien  zusammengeheftet  werden  müssen;  aber 
in  dem  einfachen  Falle  der  zweiblättrigen  E^che,  der  hier  als  Beispiel 
dienen  mag,  läfst  er  sich  unmittelbar  angeben.  Hat  z,  B.  die  Fläche 
6  Verzweigungspunkte,  so  dafs 

i3  =  -|  —n+  1  =  2 

ist,  so  ziehen  wir  (Eig.  25)  zunächst  einen  mit  einem  Richtungssinne 
versehenen  Schnitt  %  im  oberen  Blatte,  welcher  SS^  und  58g  umkreist, 
und  dann  von  eiaem  Punkte  auf  dem  linken  Ufer  von  %  nach  dem 
gegenüberliegenden  Punkte  des  rechten  einen  Schnitt  öj,  welcher,  ähnlich 
wie  in  Fig.  20,  über  den  Schnitt  SSj^Bß  in  das  zweite  Blatt  ein-  und  so- 
dann über  SSiSSb  in  das  erste  zurücktritt  und  dai'um  den  Schnitt  «[  nur 
in  einem  Punkte  durchsetzt.  Ebenso  ziehe  man  einen  geschlossenen 
Schnitt  «3,  welcher  58^  und  93^  umkreist,  und  von  einem  Punkte  auf 
dem  linken  Ufer  von  a^  nach  dem  Gegenpunkte  des  rechten  einen 
Schnitt  fij,  welcher  ebenfalls  über  SS^Sg  in  das  zweite  Blatt  ein-  und 
sodann  über  SSgSöi  in  das  erste  zurücktritt.  Beide  Schnittsysteme 
setzen  wir  durch  eine  Linie  Cg  in  Verbindung,  welche  von  dem 
Knotenpunkte  (»j,  \)  nach  dem  Knotenpunkte  (%,  b^)  läuft.  Man  über- 
zeugt  sich   in   der   Figur   davon,   dafs  die  beiden  Ufer  dieser  Schuitte 


y  Google 


§  4,    Zweamtti-i^e  Fläcben, 


335 


eine  einzige  fortlaufende  und  zusammenhängende  Linie  nach  Ma&gabe 
der  Tabelle  auf  S.  333  bilden,  welcbe  die  vollständige  Begrenzung  der 
zeraehnitteü.en,   einfacli   ausammenliäEgenden   Fläche   5R'    ist,   und  dafs 


stets  die  linken  Ufer  der  Schnitte  in  positivem,   die  rechten   in    nega- 
tivem Sinne  zurückgelegt  werden. 

Durch  geeignete  Auswahl  der  Riemannsehen  Fläche  9t;  innerhalb 
der  Gesamtheit  der  Flächen  des  Körpers  K  kann  also  der  geetaltliche 
Verlauf  der  Querschnitte  ein  besonders  übersichtlicher  werden;  ab- 
gesehen hiervon  aber  ist  es  gleiehgiltig,  auf  welcher  Fläche  man  die 
Zerachneidung  ausführt.  Ist  nämlich  x  irgend  eine  Variable  des 
Körpers  K,  so  entspreclien  sich  die  Punkte  der  ßiemannschen  Kugei- 
flächen  9{,  und  Jftj  umkehrbar  eindeutig  und  stetig  (S.  243),  und  das 
Schnittayatem  («;,  h,,  c,)  der  ersten  F^che  bildet  sich  also  auf  der  zweiten 
in  der  Weise  ab,  dafs  auch  9tt  in  eine  einfach  zusammenhängende 
Fläche  5Ri  verwandelt  wird. 


Nachdem  die  Zerschneidung  der  Riemannachen  Kugeifläche  Sf{  in 
die  einfach  zusammenhängende  Fläche  9t'  dui-chgeführt  ist,  kann  man 
leicht  Aufschlufs  über  die  Periodicitätseigenschafton  eines  Abelschen 
Integrals  ei'ste]-  oder  zweiter  Gattung 


ta  =  (  ^de 
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Betrachten  wir  nämlich  zunächst  diejenigen  Integrale,  welche  keine 
oder  nur  polare  Unetetigkeiten  hesitzen  und  daher  aus  Elemeutav- 
integralen  erster  und  zweiter  Gattung  zusammengesetzt  werden  könneu, 
so  hann  man  jetzt  den  Pundamentalsatz  auf  S.  331  auf  die  ganze  zer- 
schnittene Fläche  9i'  anwenden,  und  erhält  alsdann  folgendes  Resultat: 
Wenn  das  Integral 

keine  anderen  als  polare  Uustetiglieiten  besitzt,  so  ist  «(^) 
in  der  zerschnittenen  Riemannschen  Mäche  Ift'  eine  eindeutige 
Funktion  der  oberen  Gi-enze;  dieselbe  soll  durch  rä(SP)  be- 
zeichnet werden. 

Zufolge   dieser  Peststellung   findet    man   für   ein    zwischen    beliebigen 

Grenzen  genommenes  Integral 


ß 


wobei  es  ganz  gleichgiltig  ist,  auf  welchem  Wege  das  Integral  in  der 
zerschnittenen  Fläche  3t'  von  ^^  nach  ^^  geführt  wird.  Da  also 
auch  jedes  Integral,  welches  in  der  zerschnittenen  F^che  über  eine 
geschlossene  Kurve  erstreckt  wird,  gleich  Null  ist,  so  folgt,  dafs  von 
Null  verschiedene  Perioden  des  Integrals  nur  durch  solche  geschlossene 
Wege  zustande  kommen  können,  welche  das  im  vorigen  Paragraphen 
ausgeführte  Querschnittsystem  überschreiten,  und  es  entsteht  die  Frage, 
um  welche  Beträge  sich  zwei  Integrale  unterscheiden,  deren  obere 
Grenzen  gegenüberliegende  Punkte  eines  der  Schnitte  ai,  h/,  Ci  sind. 

Betrachten  wir  zwei  Punkte  Sßi  und  ^y,  welche  zur  linken  und 
rechten  des  Schnittes  a-,  gelegen  sind,  so  handelt  es  sich  um  die 
Ermittelung  des  Integrals 

(«0  ^{^,)^J>{%,)  =  \%dz==Au 


t 


wenn  dasselbe  auf  beliebigem  Wege  in  der  zerschnittenen  Fläche  1R' 
von  ^5  nach  ^i  geleitet  wird.  Kehren  wir  aber  die  Biehtnng  des 
Integrationsweges  um,  so  folgt  aus  dem  Anblick  der  Tabelle  {T)  auf 
S.  333  oder  der  Fig.  23,  dals  wir  in  9t'  von  ^^  nach  Sß^  gelangen,  wenn 
wir  vom  Punkte  ?p;.  auf  aa  in  positivem  Sinne  bis  zum  Knotenpunkt 
mit  bj  fortwandern,  sodann  &a  durchlaufen  und  schliefslich  auf  ai^  in 
negativem   Sinne   zum   Punkte   ^^  zurückgehen;    ein   Schnitt   c*   wird 
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hierbei  zufolge  der  getroffenen  Peatstellimgen  nicht  überschritten. 
Beriicksiehtigen  wir  daher,  dafs  auf  den  beiden  in  entgegengesetzter 
Richtung  durchlaufenen  Wegen  das  Differential  ^dz  wegen  der  Ein- 
deutigkeit der  Funktion  |  entgegengesetzt  gleiche  Werte  erhält  und  die 
entsprechenden  lutegralbestandfceüe  sich  also  aufheben,  so  ergiebt  sieh; 


-ß 


da, 


wobei  das  Integral  in  positivem  Sinne  über  den  Periodenweg  &;  zu 
führen  ist.  In  ähnlicher  Weise  erhalten  wir  aus  der  Tabelle  auf 
S.  333  für  zwei  Punkte  ^j  und  Sßg,  welche  zur  linken  und  zur  rechten 
eines  Schnittes  &,■  gelegen  sind: 

(6,)  ü($,)-5($,)-B,*Jsd«; 

denn  man  gelangt  von  ^^  nach  9ßj,  wenn  man  vorerst  auf  6,-^  in 
positivem  Sinne  zum  Knotenpunkt  läuft,  sodann  tt;^  in  positivem  Sinne 
zurücklegt,  und  schliefslich  auf  hu  in  negativem  Sinne  zum  Punkte  ^^ 
hiawandert.  Schliefslich  findet  man  die  Differenz  für  einen  der 
Schnitte  c,  auf  Grund  jener  Tabelle: 

(»,)  Ä(W-ä(iläf)_0; 

denn   wenn   man  auf  der  Begrenzung  der  FUiche  3{'  von  ^^  nach  '^i 
wandert,   so   werden   alle   Strecken   zweimal,    einmal  in  positivem  und 
einmal  in  negativem  Sinne  zurück- 
gelegt,  und  die  IntegralbestandteUe 
heben  also  eiaander  auf. 

Zufolge  dieser  Unterauchung  be- 
sitzt ein  Abelsches  Integral  erster 
oder  zweiter  Gattung  im  ganzen 
2p  Perioden: 

A^,Ä^,...A^,    B^,  B^,  . . .  Bj,; 
jede  dieser  Gröfsen  giebt  den  Perio-  ^'^-  ^"■ 

dicitätsraodul     Ki(^.t)  —  »(^ß^)     der 

Punktion  ci(5ß)  ^ngs  eines  Querschnittes  a-,,  resp.  &;  an  und  hat 
für  den  ganzen  Verlauf  des  Querschnittes  denselben  Wert.  Aus  diesen 
2p  Perioden  läfst  sieh  aber  jede  weitere  Periode  komponieren.  Über- 
schreitet nämlich  der  Weg  s  =  $o^  2- B.  den  Schnitt  «,  einmal  vom 
linken  zum  rechten  Ufer,  so  erhält  man  (Fig.  26) 


ß 
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Wir  können  daher  jetzt  den  folgenden  Sat/,  t 

Erstreckt  man   das   Integi'al   erster   oder  zweiter  Gattung 

auf  beliebigem  Wege  in  der  unzersclmittenen  Fläche  91  von 
der  unteren  zur  oberen  Grenze,  so  unterscheidet  sich  der  Integi-al- 
wert  von  dem  Werte  ß>{^)  auf  der  zerschnittenen  Fläche  W 
um  eine  Periode,  d.  i.  am  eine  GrÖlse 

m,A^  +  m^A^  +■■■  +  m^A^  +  n^B^  +  n,B^  +  ---  +  n^Bp, 
worin  m^,  %, .  .  .  JUp,  n^,  n^  .  . .  tip  positive  oder  negative  ganze 
Zahlen  bedeuten.  Dabei  ist  ntt  gleich  der  Anzahl  der  Über- 
tritte des  Integrationsweges  über  den  Schnitt  ai,  ni  gleich  der 
Anzahl  der  Übertritte  des  Integrationswegea  über  den  Schnitt  6;, 
und  ein  Übertritt  ist  mit  dem  positiven  oder  dem  negativen 
Zeichen  in  Anrechnung  zu  bringen,  je  nachdem  er  von  der 
Linken  zur  Rechten  oder  von  der  Rechten  zur  Linken  stattfindet. 
Man  überzeugt  sich  leicht  davon,  dafs  die  vorher  aufgestellten  Formeln 
(m;),  (6i),  (Ci)  nur  spezielle  Falle  dieses  allgemeinen  Satzes  sind. 

Diese  Betrachtungen  bedürfen  nur  weniger  Abänderungen,  wenn 
auch  über  die  Periodicitätseigenschaften  der  Integrale  dritter  Gattung 
Aufschluls  gewomien  werden  soll.  Das  Integral  to  besitze  jetzt  v  loga- 
rithmisebe  Unstetigkeitspunkte  ^"',  ^t^J, . .  ,  ^("J,  denen  resp.  die  Ke- 
sidueu  B^,  B^, . .  .B,  zukommen  mögen.  Um  nun  den  obigen  Funda- 
mentalsatz  anwenden  zu  können,  scheiden  wir,  ganz  ähnlich  wie  auf 
S.  282,  die  Unstetigkeitspunkte  ^(i),  ^(^J, . .  .  5pW  mid  ihre  Umgebungen 
durch  kleine  Kreislinien  x^,x^, . .  .x^  aua,  welche  sich  so  oft  um  den  be- 
X,  treffenden   Punkt  herumwinden,  als 

Blätter  in  ihm  zusammenMngen,  und 
ziehen  sodann  Schnitte  \,\, .  .  .l,, 
von  der  Begrenzung  von  9t'  nach 
den  Kreisen  Jtj,  «g,  . . .  x».  Wir 
wollen  dabei  in  der  Weise  ver- 
fahren, dafs  wir  die  Linien  (  sämt- 
lich von  dem  Anfangs-  und  End- 
punkt 9t  der  Begrenzungslinie  von  3t', 
in  welchem  die  Schnitte  a^  und  \ 
^^-  *'■  zusammenlaufen,    ausgehen    und   in 

der  durch  die  Indices  bezeichneten  Reihenfolge  in  negativem  Sinne  auf- 
einander folgen  lassen,   wie  dies   in  der  Fig.  27  für  i 
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wird.  An  die  durch  die  Tabelle  (T)  auf  S.  333  cliarakterisierte  Hand- 
linie Yon  9t'  aehliefst  sich  alsdann  nöoh  eine  Linie  an,  welche,  wenn 
wir  wieder  linke  und  rechte  Ufer  der  Sclmitte  l  unterscheiden,  so  be- 
zeichnet werden  kann: 

(2"')  lyi,    «1,    dp;       lil,    y-l,    hq,  ■   ■   ■   lv>.,   Xr,   IvQ, 

wobei  die  Kreislinien  Jtj,  «3,  -  -  -  x^  in  negativem  Sinne  durchlaufen 
werden. 

Die  so  erhaltene  Fläche,  welche  mit  9t"  bezeichnet  sein  soll,  ist 
wieder  einfach  zueamraenhängencl;  denn  Jeder  der  Schnitte  lo, 
mit  dem  zugehörigen  Kreise  Xa,  bildet  einen  Querschnitt  der  ( 
zusammenbängendeii  Fläche  91'  und  zerlegt  also  nach  dem  Satze  1  auf 
S.  326  die  Fläche  9t'  in  zwei  einfach  zusammenhangende  Teile,  von 
denen  der  eine  die  Umgebung  des  Punktes  ^'"'j  der  andere  die  ganze 
übrige  Fläche  ist.  Daher  ist  auf  der  Fläche  9t"  das  Integral  ä  eine 
eindeutige  Funktion  der  oberen  Grenze  ^,  welche  wiederum  mit  Ki(^) 
bezeichnet  sein  soll. 

Untersuchen  wir  nun,  wie  Torher,  die  Differenzen  dieser  Funktion 
zu  beiden  Seiten  der  Schioitte  «;,  ö;,  Ci,  la,  so  finden  wir  der  iteiiie 
nach  folgende  Perioden: 


w 

«m  - 

-ÄCiPe)-A--jl<iä 

(S.) 

»(5p<)  - 

-ä(%)  =  B,-    Jl,U 

fe) 

»(5P.)- 

-ö(<p,)-0 

ii^l,'I, 

G.) 

S(*.)  - 

-i(^,)-Ju!S-2niB. 

(«  - 1,  % 

Die  ersten  drei  Gleichungen  werden  genau  wie  vorher  erwiesen, 
während  für  die  vierte  eine  ganz  ähnliehe  Deduktion  wie  bei  der 
analogen  Untersuchung  der  Integrale  rationaler  Funktionen  auf  S.  283 
zutrifft  Wir  gelangen  nämlich  (s,  Fig.  27)  von  einem  Punkte  $^  auf 
dem  rechten  Ufer  von  L  zum  gegenüberliegenden  Punkte  ^j  des  linken, 
indem  wir  von  ^^  nach  dem  logarithmischen  Punkt  ^("',  um  diesen 
in  positivem  Sinne  herum,  und  sodann  auf  dem  rechten  Ufer  nach  S^^ 
wandern.  Da  nun  die  von  den  beiden  Ufern  von  7„  herrührenden  Be- 
standteile sieh  aufheben,  so  ist  län^  des  Schnittes  l„ 


M-«mi)=ßäs, 
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wobei  das  Integral  in  positivem  Sbme  erstreckt  iat.  Wenn  nun  der 
Punkt  ?|Jt"'  ein  a-blättriger  Verzweigungspunkt  ist  und  g  in  ihm  den 
Wert  Sa  tat,  den  wir  als  endlich  voraussetzen  dürfen,  so  ist  (S.  289) 
in  der  Umgebung  von  ^'"'i 

^-i(^„j +  *'(*'"")■ 

wobei  ijf'  eine  Reihe  ist,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  (g  —  ?„)'' 
fortschreitet  nnd  nur  eine  endliche  Anzahl  negativer  Potenzen,  nicht 
aber  {s  —  Sa)~'-  enthält.  Man  erhält  also  in  der  That,  da  sich  die 
Kreislinie  Xa  a-raal  um  ää'"'  herumwindet: 


ß 


Man  kann   daher  für  die  Integrale  dritter  Gattung  den  folgenden 
z  aufstellen: 

Erstreckt  man  ein  Abelsches  Integral  dritter  Gattung 


mit  V  logarithmischen  Unstetigkeiten  5P'^',  ^'^', . . .  Sß'''',  denen 
die  Residuen  Jij,  Jfg, .  .  ,  JJ„  zukommen,  auf  heliebigem  Wege 
von  der  unteren  zur  oberen  Grenze,  so  unterscheidet  sich  der 
Integralwert  von  dem  in  der  einfach  zusammenhängenden  zer- 
schnittenen Mäche  3{"  stattfindenden  Werte  (5(^)  um  eine 
Periode,  d.  i.  um  eine  Gröfse 

m^A^  +  m^Ä^  +  ■  ■  ■  +  'mj,Ap  4-  n^B^  +  n^B^  +  ■  ■  ■  +  n^B^ 

worin    m^, . . .  Mp,  n^, . .  .  Wj,,  r^, .  .  . »"»    positive    oder   negative 
ganze   Zahlen   bedeuten.     Dabei   ist  «ij  gleich  der  Anzahl  der 
Übertritte  des  lutegrationaweges  über  den  Schnitt  ßj,  iii  gleich 
der  Anzahl   der  Übertritte  über  den  Schnitt  6;,   *■«  gleich  der 
Anzahl   der  Übertritte   über   den  Schnitt  lg,   wobei  ein  Über- 
tritt, ebenso  wie  im  vorigen  Satze,  in  positivem  oder  in  nega- 
tivem Sinne  erfolgen  kann. 
Ein  solches  Integral  hat  also   zwei  Arten  von  Perioden,  von  welchen 
wir  die  einen  2roiJRj, . . .  27ciRy,  welche  von  den  logarithmischen  Un- 
stetigkeiten  des  Integrals   herrühren,   als   die  logarithmischen,   die 
anderen.4^, .  . .  A^,  B^, .  . .  B^,  welche  durch  die  Art  des  Zusamraenhai^ea 
der  Fläche  bedingt  sind,  als  die  cyklischen  Perioden  bezeichnen. 
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Die  Summe  der  Eesiducn  ist  gleich  Nnll, 


Das  Residuum  des  Differentials  iiä  —  ^ds  für  einen  Punkt  ^, 
multipliziert  mit  2ni,  lafst  sieh  nach  den  letzten  Ergebnissen  auch 
als  eine  Periode  des  zugehörigen  Integrals  <ä  definieren.  Bezeichnet 
man  nämlich,  wie  das  in  der  Folge  öfter  geschehen  soll,  das  Residuum 
für  den  Punkt  ^  durch  R^,  so  ist 


E^iiä0)=^  ,^.ßd^, 


wobei  das  Integral  in  positiyem  Sinne  über  die  Begrenzung  der  Um- 
gebung U  des  Punktes  ^  zu  erstrecken  ist.  Auch  aus  dieser  Definition 
geht  unmittelbar  hervor,  dafs  es  nur  für  logarithmiaehe  Stellen  von 
Null  verschieden  ist,  und  wenn  man  berücksichtigt,  dafs  nach  dem  Satze 
auf  S.  245  sich  auf  zwei  umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogenen 
Kiemannsehen  Flächen  auch  die  Umgebungen  zweier  zugeordneter 
Punkte  eindeutig  entsprechen,  so  folgt  auch,  dafs  das  Residuum  von 
der  besonderen  Riemannschen  F^che  Sf{,  ganz  unabhängig  ist. 

Wir  können  jetzt  ganz  analog  wie  auf  S.  285  einen  wichtigen 
Satz  über  die  Summe  der  Residuen  eines  beliebigen  Äbelsehen 
Integrals  ableiten.  Führen  wir  das  Integral  ä  in  negativem  Sinne 
um  den  Punkt  %,  welcher  der  Anfangs-  und  Endpunkt  des  gesamten 
Schnittsystems  ist,  ho  erhält  man  das  Resultat  Null,  weil  %  ein  ge- 
wöhnlicher Punkt  ist.  Andererseits  werden  {s.  Fig.  27)  die  Linien 
li,l2,  ■  ■  -Iv  je  einmal  vom  linken  zum  reehten  Ufer,  und  die  Linien  »^ 
und  \  je  zweimal,  aber  das  eine  Mal  im  entgegengesetzten  Sinne  wie 
in  dem  anderen,  überschritten.  Die  Anwendui^  des  letzten  Satzes  er- 
giebt  somit,  da  a,  und  fej  keine  Beiträge  liefern,  die  Gleichung 

Bi  +  n^-i +  K..  =  0. 

Es  gilt  also  auch  für  Abelsche  Differentiale,  ganz  ebenso  wie  für 
rationale,  der  Satz: 

Die  Summe  aller  Residuen  eines  Ahelschen  Differentials 
ist  stets  gleieh  Null. 
Dieser  Satz  kann  auch  leicht  auf  rein  algebraischem  Wege  durch 
Zurückfühi'ung  auf  den  entsprechenden  für  rationale  Differentiale  er- 
halten werden.  Wenn  nämlich  an  der  Stelle  (s  =  a)  etwa  wieder  die 
drei  Punkte  Va,  Fi,  Vc  übereinanderliegen,  so  ergiebt  die  Addition  der 
konjugierten  Eeihenentwickelungen  |j,  1^,  ■  - .  |™  der  Funktion  ^  sofort, 
dafs  die  Summe  der  Residuen  des  Differentials  ^ds  für  die  Punkte 
K,  Vb,  ^a  gleich  dem  Residuum  des  rationalen  Differentials 
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für  die  SteUe^(s  =  d)  ist.  Allgemein  ist,  weun  dem  Punkte  p  der  ein- 
fachen Kugelfläche  S,  die  übereinanderliegenden  Punkte  ^j,  ^ß^, . . .  ^jj 
von  9is  entsprechen: 

%(H3)  +  n^C^ds)  +  ■■■+  Ihßdi^)  =  B„\ß{^)ä^-]. 
Die  Summe  der  Residuen  des  Abelsehen  Differentiala  ids  für  alle 
Puntte  der  Riemannschen  Fläche  ist  also  gleich  der  Summe  aller 
Residuen  des  rationalen  Differentials  S(^)ds,  s\ao  ebenfalls  gleich  Null. 
Schreibt  man  hiemach  einem  Abelschen  Integral  seine  Uustetig- 
keitspuntte  tmd  die  Hauptteile  der  zu  ihnen  gehörigen  Reibenentwicke- 
lungen  vor,  so  müssen  dieselben  so  gewählt  werden,  dal's  die  Summe 
der  Residuen  Null  ist.  Diese  Beschränkung  ist  aber  auch,  wie  un- 
mittelbar aus  den  Ausführungen  des  §  3  der  zwanzigsten  Vorlesung 
folgt,  die  einzige,  welcher  die  Hauptteile  der  Reihenentwiekelungen  in 
den  "Ünstetigkeitspunkten  unterworfen  sind.  Nimmt  man  nämlich  einen 
Hilfspunkt  ^f"'  hinzu  und  bildet  mit  diesem  die  Elementariutegrale 
dritter  Gattung  -  , 

wobei  äoA  die  logarithmischen  Punkte  ^'"1  und  ^<'''  und  in  diesen  resp. 
die  Residuen  —  1  und  + 1  hat,  so  bat  das  Integral 

resp.  in  ^d,  $W,  ?ßt»l, . . .  ^f*  die  Residuen  E^,  B^,  B^, .  .  .  B„;  der 
Hilfspunkt  ^ß«"*  aber  hat  das  Residuum 

—  2t|  — ■  jig  —  -Rj  —  .  ■  ■  —  Jt^  =  0 

und  ist  daher  nicht  logarithmisch.  Die  Residuen  sind  also  aufser  der 
angegebenen  einer  weiteren  Bedingung  nicht  mehr  unterworfen;  ebenso 
wenig  unterliegen  die  algebraischen  Glieder,  welche  in  den  zu  den 
Unstetigkeitspunkten  des  Integrals  gehörigen  Hanptteilen  auftreten, 
irgend  einer  Einschränkung,  wie  das  schon  auf  S.  314  gezeigt  worden 
ist.  Gieht  man  alsdann  von  einem  Abelschen  Integral  mit  dieser 
Mafsgabe  die  Art  seiner  Unstetigkeiten,  so  wird  dasselbe  bestimmt, 
abgesehen  von  einem  Integral  erster  Gattung,  welches  noch  beliebig 
hinzugefügt  werden  kann. 
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NormieiUHj,  dei  Inte^iale  duieh  \llg■^be  eines  Teiles  der  Perioden,  —  Perioden- 
lelationen  fui  Integrale  erster,  zweitei,  dritter  Gattung.  —  Die  Perioden  und  die 
Integranden  der  Inteffiale  zweiter  und  dnttoi  üattang  als  Funktionen  der  Unstetig- 
keitspunkte  —  Der  b&tz  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument  bei 
den  Integralen  dritter  Gattung  ^  Dti  Riemarm-Eoobsche  Sata  als  Folge  der 
Periodcnrelationen. 


§  1. 

Nachdem  wir  im  rorigeii  Kapitel  den  Überblick  ül)er  die  Perioden 
eines  einzelnen  Äbelschen  Integrals  gewomien  baten,  geben  wir  mm- 
mebr  dazu  über,  die  Gesamtheit  der  zu  dem  Körper  K{s,  u)  gehörigen 
Abelschen  Integrale  binsiebtlich  ihrer  Periodeneigenschaften  z«  unter- 
sucben.  Zu  diesem  Zwecke  werden  wir  vor  allem  eine  fundamentale, 
Yon  Ejemann  entdeckte  Ungleichung  aufstellen,  welcher  die  Perioden 
eines  Äbelschen  Integrals  erster  Gattung  genügen  müssen,  und  sodann 
mit  Hilfe  derselben  zeigen,  dafs  wir  die  Abelecben  Integrale  auch  in 
ganz  anderer  Weise  als  bisher  festzulegen  imstande  sind.  Während 
wir  i^mlieh  bisher  die  Abelschen  Integrale  durch  Angabe  des  zu- 
gehörigen Divisors  bestimmt  haben,  werden  wir  nunmehr  das  wichtige 
Resultat  feststellenj  dafs  ein  zum  Körper  gehöriges  Abelsches  Integral 
auch  dann,  abgesehen  von  der  Integrationskonstanten,  TöUig  bestimmt 
ist,  wenn  die  Art  seiner  Unatetigkeiten  und  ein  Teü  seiner  Perioden 
gegeben  sind. 

Setzen  wir  auf  der  Riemannschen  Kugelfläche  mit  Trennung  des 
reellen  und  imaginären  Bestandteiles  g  —  x  +  iy,  und  bezeichnen  wir 
mit  u  und  v  irgend  zwei  reelle  Funktionen  der  reellen  Variabein  x 
und  y,  so  ist  nach  einem  bekannten  Satze  von  Green*)  für  jeden  Ge- 
bietsteil s,  auf  welchem  die  Funktionen  t(  und  v  mit  ihren  ersten 
partiellen  Ableitungen  eindeutig  und  stetig  sind: 

/•"'•'  -//(l;  %-w  r) ''""*»• 

*)  S,  B,  B.  IL  Burkliaa'dt,  Binfütning  in  die  Theorie  der  analytischen  Funk- 
tionen einer  komplexen  VerHnderliclien.    1897.    8.  81  und  99. 
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wenn  das  Limemntegial  links  m  positivem  Sinne  um  die  Beraiidimg 
von  s  heinmgefuhit  das  Doppelinte gral  rechts  über  die  F^clie  s  erstreckt 
wild  Siiid  mm.  u  und  v  der  reelle  und  der  imaginäre  Bestandteil 
einei  auf  dei  Riemannsclien  Kugelfiäehe  eindeutigen  analytischen  Funk- 
tion !((4()  =  !(  +  n,  so  gelten  die  Differentialgleichungen 


und  es  ist  also,  wenn  die  Funkfcion  w(g)  innerhalb  des  Gebiets  s  keine 
Unstetigkeiten  besitzt: 

Da  nun  der  Integrand  auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  eine  Summe 
zweier  Quadrate  und  also  niemals  negativ  ist,  ao  ist  das  Linienintegral 


S"" 


und   zwar   kann   der   Grenzfall    des   Gleichheitszeichens  nur   dann  t 
treten,  wenn  für  das  gaaze  Gebiet  s 


m'Hm-" 


ist;  dann  aber  ist  u  und  v,  also  auch  die  Funktion  w{z)  in  dem  j 
Gebiete  s  eine  Konstante.     Wenn   also  w(z)  eine  eigentliche  Funktion 
von  s  ist,  ao  kann  in  der  Ungleichung  nur  das  Zeichen  >  gelten. 

Diesen  Satz  woUen  wir  in  dem  Falle  anwenden,  dafs  die  Funk- 
tion w(/)  ein  Integral  erster  Gattung  und  das  Öebiet  s  die  ganze  zer- 
schnittene KugeMäehe  W  ist;  da  w  auf  ^'  durchweg  endlich,  ein- 
deutig und  stetig  ist,  so  sind  die  Voraussetzungen  für  die  Anwendbarkeit 
des  Satzes  sämtlich  erfüllt.  Die  Perioden  des  Integrals  iv  für  die 
Schnitte  ai  und  &;  seien  mit  Trennung  des  reellen  und  des  imaginären 
Teiles: 

jIj  =  ß{  +  «"*,     -^  =  «2  +  "'s  *!  ■  ■  ■  Ap—  tt^  -{-  a^'i, 
B,:^ß[-\-  ß'^i,    B,  =  ß'^  +  ß'.'i,  ...s,^ß;  +  ß;'L 

Erstreckt  man  nun  das  Integral  judv  über  den  Kand  von  Jft'  in  der 
durch  das  Tableau  (T)  auf  S.  333  angegebenen  Reihenfolge,  so  erhält 
man  z.  B.  von  den  Schnitten  a^  und  J>^,  wenn  man  die  von  dem  linken 
und  rechten  Ufer  jedes  Schnittes  herrührenden  Bestandteile  Kusammeii- 
falst   und  dabei   berücksichtigt,   dals  die   entsprechenden  «-Werte  für 
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beide  Ufer  sich  blofs  um  die  Konstante  kJ',  resp.  ß"  unteTscheiden  imd 
das  Differential  dv  also  dasselbe  ist: 

=  a[  j  dv  +  ß[  j dv  =  R[ß'^  -- cc[' ß[. 

Da  ferner  die  Yon  den  beiden  Ufern  der  Schnitte  C;  herrührenden  Bei- 
träge sich  aufheben,  so  ergiebt  sieh  für  die  Perioden  eines  eigentlichen 
Integrals  erster  Gattung  die  Ungleichung 

2)       a'j;  -  <(j;  +  aifS  ^  «jfi  +  ■ .  ■+  «i«'  -  «;ä  >  0. 

Aus  dieser  wichtigen  Relation  ziehen  wir  nun  unmittelbar  die 
Folgerung,  dafs  für  ein  Integral  erster  Gattung,  welches  keine  Kon- 
stante ist,  die  Perioden  A^,  A^,  ■  ■  ■  Aj,  nicht  sämtlich  verschwinden 
können;  denn  andernfalls  wären  die  sämtlichen  Gröfsen  «J,  ß",  also  auch 
die  auf  der  linken  Seite  von  (2)  stehende  Summe  gleich  Null,  während 
sie  positiv  sein  muls.  In  ganz,  der  gleichen  Weise  erschliefst  man, 
dafe  die  Perioden  r       tj  j? 

nicht  sämtlich  verschwinden  können.  Während  wir  also  früher  nur 
feststellen  konnten,  dafs  ein  Integral  erster  Gattung  nicht  lauter  ver- 
schwindende Perioden  besitzen  kann,  zeigt  das  neue  Ergebnis,  dafs 
auch  in  jedem  der  beiden  Halbsyeteme,  in  welche  die  2j3  Fundamental- 
perioden eines  Integrals  erster  Gattung  zerlegt  werden  können,  min- 
destens eine  von  NnU  verschiedene  Periode  vorhanden  sein  mufs. 

Eine  weitere  Konsequenz  dieses  Satzes  besteht  nun  darin,  dafs 
von  einem  Integral  erster  Gattung  nach  Belieben  die  ^  Perioden 
für  die  Schnitte  «i  oder  die  j)  Perioden  für  die  Schnitte  6;  vor- 
geschrieben werden  können,  und  dafs  durch  diese  Angabe  das  Integral, 
abgesehen  von  einer  additiven  Konstanten,  bestimmt  ist.  In  der  That, 
es  seien  w^,  w^,  . .  .  Wp  ein  System  linear  unabhängiger  Integrale  erster 
Gattung,   und  diese  mögen  d^  Periodensystem  haben: 


«1 

«,    . 

.  «,      6, 

»! 

..  i). 

»1 

»11 

«u  ■ 

le. 

ffpi 

o„. 

.  o„    6„ 

h,.. 

. .  h„, 

SO  dal's  das  Integral  Wi  an  dem  Schnitte  «/;  die  Differenz 
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aa  dem  Schnitte  fe^  die  Differenz 

aufweist.     Bilden  wir  daher  irgend  ein  Integral  erster  Gattung 

Ml  --  c  -h  CjW,  +  Cg%  H 1-  CpiVp, 

so  hat  dieses  an  dem  QuerscLnitte  ß;  die  Differenz 

3)  Ai  =  Cidii  H-  Csffisi  H h  €,,api, 

an  dem  Querschnitte  6;  die  Differenz 

4)  B,  =  diu  +  Ca&a;  +  ■  ■  ■  +  6^,6,,;. 
Hieraus  folgt  nun  zunächst,  dafa  die  Determinanten 

|ffiil     und     \l>ii\  (4,  ;fc=-i,  2,  ...^i) 

beide  YOn  Null  verschieden  sind,  denn  andernfalls  würde  mau  die 
Konstanten  c,,  (^,  . .  .  c^  aus  den  p  linearen  homogenen  Gleichungen 
Äi  =  0,  resp.  B;  =  0  so  bestimmen  können,  dafs  sie  nicht  alle  ver- 
schwinden und  dafs  doch  die  p  Perioden  Ai  oder  die  p  Perioden  Bi 
Null  sind,  und  das  ist  nach  dem  voranstehenden  Satze  nnmöghch,  da 
Wi, . .  .  Wp  linear  unabhängig  sind. 

Schreibt  man  daher  dem  Integrale  w  die  Perioden  A.i,  A^, . .  .  A^ 
vor,  so  haben  die  obigen  Gleichungen  (3)  eine  und  nur  eine  Lösung 
Ci,  Ca, . . .  Cp,  und  das  Integral  w  ist  also  bis  anf  die  additive  Konstante  c 
TÖlhg  bestimmt.  Das  Gleiche  gilt  für  die  Perioden  B^,  B^,  .  .  .  S^, 
und  damit  ist  in  der  That  der  Satz  bewiesen: 

Ein  Integral  erster  Gattung  ist,  abgesehen  von  einer  addi- 
tiven Konstanten,   festgelegt,   wenn   entweder  die  p  Perioden 
für  die  Schnitte  ai  oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  h  wül- 
kiirlich  gegeben  sind. 
An  Stelle  der  Integrale  w?j,  w^,  .  .  .Wp  kann  man  auch  irgend  ein 
anderes  System  von  j>  Integralen  erster  Gattung  zu  Grunde  legen,  welche 
mit  jenen  durch  eine  lineare  Substitution  von  nicht  verschwindender 
Determinante  zusammenhangen.     Da  nun  die  obige  Determinante  |  a^  \ 
von  Null  verschieden  ist,   so   kann  man  insbesondere  auch  diejenigen 
P  Integrale  ttj,  %, . . .  Mj,  wählen,  welche  durch  Auflösung  der  linearen 

Gleichungen 

"  %  =  a^^ii^  +  «igjtg  H h  «ipMj, 

Wä  =  Ogi  Ml  +  «53  %  ^ h  a^pUp 


p  —  Ctpitti  4-  fflpsMs  -I h  Upp 


erhalten  werden.  Das  Integral  m,-  hat  dann  an  dem  Querschnitte  »(  die 
Differenz  1,  w^rend  die  Differenz  an  allen  übrigen  Querschnitten  a^ 
verschwindet;    denn    da    w^,  w^, . .  .  Wp    an    dem    Querschnitte  ai   die 
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D  ff     nz  n  «s;, . .  .  «j,;  besitzt,  so  tat  %,  .  .  .  m,--_i,  %,  Mj-i-i,  ...  % 

el  nla  Ib  t  d  Differenzen  0, ...  0, 1,  0, ...  0.  Nach  dem  letzten  Satze 
ist  das  Int  -al  M;  durch  diese  Ängahe  und  durch  Festlegung  seiner 
unteienGienze  bestimmt.  Bei  Zugrundelegung  dieser  Normalintegrale 
nimmt  das  Tableau  der  Perioden  folgende  einfachere  Gestalt  an: 


% 

a,. 

.a. 

h 

i,  ■ 

-^i. 

«, 

1 

0   . 

.  0 

'a 

T„. 

■  T,j, 

»5 

0 

1   . 

.  0 

r„ 

%. 

..   t!. 

», 

0 

0   . 

.  1 

', 

Tyä- 

■   .  V» 

wobei,   wie    wir   sehr   bald   sehen   werden,   überdies    das    System    der 
Perioden  xni  symmetrisch  ist. 

In  ähnlicher  Weise  läfst  sich  auch  ein  Abelsches  Integral  mit  be- 
liebig vorgegebenen  Unstetigkeiten  normieren.  Wir  haben  früher  (S.342) 
gezeigt,  daTs  von  einem  allgemeinen  Abelschen  Integrale  w  die  Hauptteile 
der  in  den  Umtetigkeitspuntten  stattfindenden  Reihenentwickelungen 
willkürlich  mit  der  einzigen  Einschränkung  angenommen  werden  dürfen, 
dafa  die  Summe  aller  Iteeiduen  den  Wert  Null  hat.  Denkt  man  sieh 
aber  diese  die  Art  der  Unstetigkeit  von  ß»  bestimmenden  Bestand- 
teile gegeben,  so  ist  die  Funktion  hierdurch  noch  nicht  festgelegt, 
sondern  zwei  solche  Integrale,  o  und  ra(**',  welche  in  gleicher  Weise 
unendhch  werden,  können  sich  noch,  um  eines  der  ersten  Gattung  w 
unterscheiden.  Es  ist  dann  klar,  dafs  wir  oj  bis  auf  eine  additive 
Konstante  bestimmen  können,  wenn  wir  noch  die  in  den  Schnitten  ai 
oder  die  in  den  Schnitten  6;  geltenden  Differenzen  angeben;  denn,  be- 
sitzt 6)  an  den  Querschnitten  a^  die  Differenzen  ij,  L^,  .  .  .  Lp,  das 
mit  den  gleichen  Unstetigkeiten  versehene  Integral  ra*"'  aber  die  Diffe- 
renzen Lf>,  Lf>,  .  .  .  U^'i,  80  hat  das  Integral  erster  Gattung 


die  Differenzen  ij  ■—  L^\  .  .  .  L   —  D^^  und   ist   also  hierdurch  bis  aiif 

die  Konstante  bestimmt.     Es  gilt  somit  der  Satz: 

Ein  beliebiges  Abelsches  Integral  ist,  abgesehen  von  einer 
additiven  Konstanten,  festgelegt,  wenn  erstens  die  Hauptteile 
der  in  den  Unstetigkeitspunkten  stattfindenden  Reihenent- 
wickelungen und  zweitens  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  «; 
(oder  die  p  Perioden  für  die  Schnitte  hi)  gegeben  sind;  dabei 
sind  diese  Bestimmui^selemente  nur  der  einzigen  Bedingung 
unterworfen,  dafs  die  Summe  der  Residuen  des  Integrals  ver- 
schwindet.    Insbesondere  kann  man   von  einem  nicht   überall 
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endlichen  Integral  verlangen,   dafs  es  an  den  Querschnitten  a; 

keine  Differenzen  besitzt;  ein  solclies  Integral  wird  als  ein  in 

Bezug  auf  die  Querschnitte  ft,-  normiertes  Integral  be- 

zeiclinet. 
Die  Normierung  der  Abelechen  Integrale  durch  die  Perioden  wird, 
weil  sie  meist  über  den  Bereich  der  algebraischen  Funktionen  hinaus- 
führt, als  „transcendenfce  Normierung"  bezeichnet  im  Gregensatz 
zur  algebraischen,  hei  welcher  das  Integral  durch  den  zugehörigen 
Differentialteiler  bis  auf  eine  additive  Konstante  eindeutig  bestimmt  wird. 

§2. 

Das  im  vorigen  Paragraphen  abgeleitete  Resultat  ergab  sich  dit- 
durch,  daia  wir  das  Integral  fiiäv  um  das  gesamte  Sehnittsjstem 
herumführten,  welches  die  Begrenzung  der  einfach  zusammenhängenden 
Fläche  W  bildet.  Diese  Methode,  welche  als  die  Biemannsche 
Methode  der  Randintegration  bezeichnet  wird,  erweist  sich  auch 
dann  als  ein  überaus  fruchtbares  Prinzip,  wenn,  wir  aus  irgend  zwei 
Abelschen  Integralen  o)(^l  und  tol^),  die  aus  dem  Körper  K{s,  u)  hervor- 
gehen, das  Integral  ^ 


L  und  dieses  um  die  Gesamtbegrenzung  von  9t'  herum- 
eistieLken  Besitzen  die  Funktionen  ci'^*  und  a'-^''  an  den  2p  Quer- 
schnitten «;  und  h,  lesp.  die  Differenzen 

L^\  4«, . .  .  i»l,     M[^\  Jf,('l, . . .  Jf^il, 
L'^\  Lf\  . . .  W,     M"f' ,  Mp, . . .  M^% 

so   erhält   das  um  die  Begrenzung  von  9t'  in   positivem  Sinne  herum- 
geführte Integral  /  den  Wert 

X^Djlfp)  _  Lf)Mm  -f-  4')  Jf  12)  ~  LfM^»  +  ■  ■  ■  +  LfM^!^  -  LfM^^^; 
denn  es  ergieht  sich  von  den  beiden  Ufern  der  Schnitte  «.-  und  &,  der 
lg 

".■  h 

während   die   von   den   beiden  Ufern   von  d  herrührenden  Bestandteile 
sieh  wieder  aufheben.    Andererseits  lärfst  sich  das  Integral  1,  wenn  die 
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Unstetigfceiten  Ton  oP'  und  o*^'  bekannfe  sind,  mit  Hilfe  des  Caucliysclien 
Satzes  auf  anderem  Wege  auswerten,  und  durch  Yergleichung  beider 
Resultate  erhalten  wir  so  algebraische  Relationen,  welchen  die  Perioden 
der  beiden  Integrale  ra'^'  und  c)!^*  genügen  müssen.  Diese  bilinearen 
Periodenrelationen,  welche  wir  nun  im  einzelnen  ableiten  wollen,  sind 
die  Grundlage  jeder  tiefer  in  das  Wesen  der  Abelsehen  Integrale 
eindringenden  Untersuchung. 

Da  wir  sowohl  für  ra'^'  als  auch  für  (a(^l  eines  der  Elementar- 
integrale der  drei  Gattungen  wählen  können,  so  erhalten  wir  sechs 
verschiedene  Pvtndamentalrelationen,  aus  welchen  sich  alle  anderen 
bilinearen  Relationen  zwischen  den  Perioden  Abelscher  Integrale  zu- 
sammensetaen  lassen  und  welche  in  Sätzen  verschiedenartigen  Charakters 
ihren  Ausdruck  finden. 

Nehmen  wir  für  ra*^'  und  ra'^'  zunächst  zwei  Integrale  erster 
Gattung,  deren  Perioden  resp.  mit 

A<-?-\  M\  .  .  .  J.<»,    B('>,  Bi^l .  . .  jß<il 

i   '  --^  '  p'llS'  p 

A''^\  Afi, . . .  A'^^\    Bf,  B^^\  .  .  .  B^^i 
bezeichnet   sein   mögen,   so   ist  das   Ober   die   Begrenzung   von  W  er- 
streckte Integral  /> 

r 
nach  dem  Satze  von  Cauchy  gleich  Null.  Da  nämlich  !(;")  und  m)'^* 
auf  der  ganzen  zerschnittenen  Fläche  eindeutig,  endlich  und  stetig  sind 
und  sowohl  die  FunHion  «!>",  als  auch  das  DifPerential  dw'^*  überaÜ 
positive  oder  verschwindende  Ordnungszahlen  besitzen,  so  erhält  die 
Integralfunktion  keinerlei  Unstetigkeiten;  bei  dieser  Überlegung  ist  zu 
beachten,  dafs  von  der  Ordnungszahl  des  DifferentiaJes  (?Mit^'  =  |(^a  in 
ganz  demselben  Sinne  die  Rede  ist  wie  auf  S.  294,  und  dafs  hierdurch 
eben  die  Betrachtung  von  der  Variabein  g  ganz  unabhängig  wird,  die  der 
Integration  und  der  Auswahl  der  Riemannschen  Fläche  zu  Grunde  gelegt 
wird.  Es  gilt  somit  die  bilineare  Relation 
(I)  ^ii)5p)  -  4äi_Bji)  + . . .  +  A<^)Bf)  -  A^^BW  =  0. 

Nimmt  man  insbesondere  für  ^t)^^'  und  w'-^^  zwei   der  im  vorigen  Para- 
graphen aufgestellten  Normalintegrale  Ui  und  Uk,  so  ist  für  das  Integral  w,- 

und  ebenso  für  j(t 

4^)  =  ^*.,     B'J'i^t,,., 

wo  dr,  =^  1  oder  =  0  zu  setzen  ist,  je  nachdem  die  Indices  r,  s  gleicli 
oder  ungleich  sind.     Man  erhält  daher  aus  (I): 
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In  dem  TaMean  der  Perioden  der  Normaliategraie  auf  S.  347 

ist  also   das   quadratisclie  System  tn:  stets  ein  symmetrisches. 

An  zweiter  Stelle  betrachten  wir  den  Fall,  dafs  das  eine  Integral 

ein  überall  endliches,  das  andere  ein  Integral  zweiter  Gattimg  mit  einem 

einzigen  TJnstetigkeitspunkte  C  ist.     Das  erste  Integral  tv  habe  an  den 

Quersclmitten  ö^,  . . .  »j,,  h^, . . .  bp  die  Differenzen 

^1,  A^,...  A^,     B^,  B._,...  Bp, 
das  andere  Integral  t^  werde  im  Punkte  Q  von  r*"''  Ordnung  imendüch 
und  habe  die  Perioden 

C„  Ca,...  Cp,     Dl,  A>---  -Dp- 
Dann  erhält  das  Integral  ^ 

I,  -jtSäw, 

um  die  Gesamtbegrenzung  der  FEche  5R'  herumgeführt,  den  Wert 

CjB,  ~  A^B,  +  Ca  Bg  -  ^s  A  +  ■  ■  ■  +  GpJip  -  A-D^- 
Schneidet  man  ferner  aus  der  Fläche  Dt'  den  Punkt  Q  und  seine  Um- 
gebung U  durch  einen  Meinen  Kreis  heraus,  der  sich  ein  oder  mehrere 
Male  um  D  heruniwindet,  so  ist  auf  der  übrig  bleibenden  F^che  @ 
sowohl  t^  als  auch  w,  folglich  auch  die  Integi-alfunktion  1^  durchweg 
eindeutig,  endlich  und  stetig,  und  miai  erhält  also  den  Wert  NuU, 
wenn  man  das  Integral  Jg  um  die  Gesamtbegrenzung  von  @,  welche 
aus  der  Begi-enzung  von  W  und  der  Begrenzung  von  U  besteht,  in 
positivem  Sinne  herumführt.     Somit  hat  man 


k'iy-ft'« 


wenn  beide  Integrale  in  positivem  Sinne  erstreckt  werden,  und  da  das 
zweite  Integral,  dividiert  durch  2ni,  nichts  anderes  als  das  Residuum 
des  zugehörigen  Differentials  für  den  Unstetigkeitspunkt  D  ist,  so  er- 
hält man  die  folgende  Fundamentalformel  für  die  Perioden  eines 
Integrals  zweiter  Gattung: 

Cj^i  -  A,D,  +  C^B^  ~  A^D^  +■■■+  CpBp  -  A,B„ 

wobei  Rq,  ebenso  wie  auf  S.  341  das  Residuum  für  den  Punkt  Q  be- 
deutet. Bei  der  Berechnung  dieses  Residuums  genügt  es,  den  Fall  zu 
betrachten,  dafs  der  Haaptteil  des  Integrals  zweiter  Gattung  aus  einem 
einzigen  Gliede  besteht,  da  man  ja  nach  den  Ausführungen  auf  S.  342 
aus  derartigen  Elemenfcarintegralen  und  überall  endlichen  Integralen 
jedes  der  zweiten  Gattung  additiv  zusammensetzen  kann.  Wenn  auf 
der   Riemannschen   Fläche    9?i    der    Pimltt    Q    ein    »-blättriger    Yer- 
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zweigungapimlit  ist  und  ^  in  ihm  den  Wert  a  hat,  so  hat  man  in  der 
Umgehimg  des  Punktes  D  die  Eeihenentwickelungen 

*o'  ^  — — -  -(-  positiven  Potenaen  von  {s  ~  d), 

1)  (-«)*       ,_  ,_ 

w  =  w^  ■\- w^{s ~  a)"^  -\-  w^{p  —  a)""  -\ 1-  Wr{p~af  -V  ■■■, 

wobei,  wenn  a  ='  oo  ist,  2  —  a  wieder  durch  -  ■  zu  ersetzen  ist.    Setzt 
man    nun    die    in    Q    in    erster    Ordnung    verschwindende    Funktion 

(z  —  a)"  resp.  (—1     gleich  ji  und  differenziert  nach  ji,  so  erhält  man 
~^l^,  +  2w,n  +  3iv,n'  +  •  •  •  +  rw.Tf-i  +  ■  ■  ■, 


-(- 


das   geauehte  Residuum  ist  also  rgiOr,  und  die  Formel  (11)  erhält  die 
Gestalt 

(IIa)  Ci^i  -  ^1 A  +  Ca  J^  -  ^a  A  +  • .  •  +  CpB^  -  Aj,D^  ^  ^Tcirgiv,., 
wo  die  Koeffizienten  g  und  Wr  aus  den  Formeln  (1)  zu  entnehmen  sind. 
Man  kann  das  Integral  zweiter  Gattung  nach  den  Ergehnissen  des 
vorigen  Ahschnittea  durch  HinzufÜgung  eines  Integrals  erster  Gattung 
so  normieren,  dafe  seine  Differenzen  Ci, .  . .  Cp  an  den  Querschnitten  a^ 
Null  sind;  dann  ergiebt  die  letzte  Gleichung  unmittelbar  Ausdrücke 
für  die  Differenzen  D^, ...  Dp  an  den  Querschnitten  i*.  Wählt  man 
nämlieh  alsdann  für  w  das  auf  S.  346  erklärte  Norraalintegral  erster 
Gattung  Mj.,  so  verschwinden  in  (Ha)  nicht  blofs  C^, .  .  .  C^,  sondern  auch 

A^,...  A_i,  A+i, ...  A. 
während  Äk=  1  ist;  man  erhält  somit  die  Gleichung 

~  Dt~2%irgulp, 
welche  in.  dem  Satze  ihren  Ausdruck  findet: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  «t  normiertes  Integral 
zweiter  Gattung,  welches  nur  im  Punkte  Q  wie 
!) 

unendlich  wird,  besitzt  an  jedem  Querschnitte  &t  eine  Periode  Di,, 
welche  algebraisch  von  dem  Unstetigkeitapuukte  D  abhängt;  es 
ist  nämlich 
(IIb)  Dt=-2ji«rff4', 
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wobei  «M  den  Koeffizienten  von  {s  —  «)"  in  der  Entwickelviiig 
des  ft*^"  Normalintegrals  erster  Gattung  u^  bedeutet. 
Wenn  0  für  das  Integral  ein  Pol  erster  Ordnung  ist,  wenn  femer 

die  Riemannselie  Fläclie  in  O  unverzweigt  und  der  zugehörige  Wei-t  a 

endUch   ist,   so   erhält   man   die   obige  Gleichung   in   ihrer  einfachsten 

Gestalt,  nämlich: 

(IIb)  7)i.=  -2;r*ffwUO), 

wobei  u'k  den  Differentialquotienten  von  %-  nach  s,  also  den  Integraiiden 
des  Normalintegrals  ei-ater  Gattung 


=  iii'kd 


f  'a'kds 
bedeutet. 

Die  Perioden  des  in  der  angegebenen  Weise  normierten  Integrals 
zweiter  Gattung  hängen  also  algebraisch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  0. 
ab.  Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  diese  Normierung  seibat  in  dem 
auf  S.  348  angegebenen  Sinne  transcendent  ist;  denn  wir  haben  zu 
einem  beliebigen  Integrale  zweiter  Gattung,  um  die  Perioden  an  den 
Querschnitten  «;  in  Portfall  zu  bringen,  ein  Integral  erster  Gattung 

«1%  +  CaM's  -\ h  CjjWj, 

hinzugefügt,  dessen  Koeffizienten  c^, . . .  c^  von  den  Perioden  des  ersten 
Integrals  ablmngen  und  daher  noch  nicht  bestimmte  Funktionen  des  Poles 
0  sind.  Somit  ist  der  Integrand  eines  derartigen  normierten  Integrals 
zweiter  Gattung  zwar,  in  seiner  Ablmngigkeit  von  der  Integrations- 
variabein betrachtet,  eine  Funktion  des  Körpers  K(s!,  u);  betrachtet 
man  ihn  aber  in  seiner  Abhängigkeit  von  dem  Pole  O  =  (s,,,  u^),  so 
könnte  er  sehr  wohl  aufserhalb  des  Körpers  K{0f,7^''o>  gslßg^n  sein, 
Ea  entsteht  daher  die  Frage,  ob  es  Integrale  zweiter  Gattung  giebt, 
deren  Integranden,  in  beiderlei  Abhängigkeit  betrachtet,  Funktionen 
des  Körpers  sind,  und  deren  Perioden  algebraische  Funktionen  des 
Unstetigkeitspunktes  sind.  Diese  Frage  wird  durch  einen  späteren 
Satz  bald  ihre  Beantwortung  finden. 

Ebenso  wie  wir  hier  algebraische  Relationen  für  die  Perioden 
eines  Integrals  zweiter  Gattung  erhalten  haben,  so  ergeben  sich 
solche  für  die  Perioden  eines  Integrals  dritter  Gattung,  wenn  wir 
das  Integral  fe  durch  ein  Integral  lasi^Q,  mit  zwei  logarithmischen 
ITnstetigkeitspunkten  Q^  und  O^  ersetzen.  Es  seien  die  Residuen 
dieses  Integrals  in  den  Punkten  Q^  und  D^  ^^^^P-  gleich  —  1  und 
gleich   -h  1  und   seine  Perioden  an  den  Queä^ehnitten  «;  und  hi  gleich 
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während  das  überall  endliche  Integral  w,  wie  vorher,  die  Perioden 

besitze.     Führen  wir  nnn  das  Integral 


I.-ßci 


.diu 


um  die  Gesamtbegrenzung  der  auf  S.  339  charakterisierten  Fläche  3i" 
herum,  auf  welcher  sowohl  w  als  auch  räo,Q,  eindeutige  und  stetige 
Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  das  Resultat  nach  dem  Cauchyaeheu 
Satze  gleich  NuU.  Andererseits  erhalten  wir  zunächst,  von  den  Quer- 
schnitten ffi,  6,,  1",  herrührend,  analog  wie  früher,  den  Beitrag 
i:,B,  ~  A^F^  +  E^B^  -  A.F^  +  . . .  +  F^B,,  -  Api\,. 
Führen  wir  sodann  das  Integral  ig  über  das  linke  und  rechte  Ufer  des 
Schnittes  \,  so  erhalten  wir  (vgl,  Fig.  27),  da  «o,©,,  auf  dem  linken 
Ufer  um  —2ni  gröfser  ist  als  auf  dem  rechten,  den  Beitrag 


/^ 


[■3an,(5|i»)  -  »o,o.»,)]<i»  -  -  2«i[«>(D,)  -  »(«)!, 


wenn  31  der  Anfangspunkt  des  Schnittes  \   ist.     Ebenso  erhalten  wir, 
von  (3  herrührend, 

3«i[«.(D,)-tc(«)], 
also  von  \  und  l^  zusammen 

so  dafs  der  Punkt  91,  der  ja  nur  Hilfepunkt  ist,  das  Resultat  nicht  beeiuflufst. 
Betrachten  wir  schhefsl  ch  de  von  den  kleinen  Lj  eisen  Xj  und  % 
herrührenden  Beitiagp  so  können  wu  leicht  zeigen  dals  sie  dami  in 
Fortfall  kommen,  wenn  min  die  Radien  unbegienzt  abnehmen  läfst. 
Ist  nämlich  der  Eidius  eines  dei  beiden  um  die  Unstetigkeitspunkte  O 
herumgeführten  !kieise  gleich  p  so  liefeit  das  Integial  1^,  um  « 
herumgeführt,  denselben  Beitiig  wie  da&  Inte-,ial 

±  'Jig(  -«)'« 

da  (ÖQ.ru  wie  +lg(s— k)"  unendlich  wird.     Nun  ist  für  den  Kreis  y. 

s!  —  a^  Q&'^j    also     lg(s— a)  =  \^Q-{-i%', 

und  es  variiert  &  von  ■ö'o  bis  '&(|4-  2%a^  also  ist  das  letzte  Integral  gleich 

+  lge  f  dw  +  i  f  &  ■  dw; 

hier  aber  verschwindet  der  erste  Summand  nach  dem  Satze  von  Cauchy, 
weil    die    zu    integrierende    Funktion    eine    eindeutige,    endliehe    und 

HBnael  u.  Lanflsbcrg,  Algeliraische  Punklionou  etc.  23 
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stetige  Funktion  einer  komplexen  Variabein  und  der  Integrationsweg 
gescHoseen  ist;  in  dem  zweiten  Summanden  ist  der  Integrand  zwar 
keine  Funktion  einer  komplexen  Veränderlichen,  weil  die  Funktion  •9' 
nicht  den  hierfür  eharakteristiachen  Differentialgleichungen  auf  S.  344 
genügt,  aber  da  man  den  Radius  des  Kreises  unbegrenzt  abnehmen,  den 
Integrationsweg  also  unendlich  klein  werden  lassen  kann  und  hierbei 
der  Integrand  regulär  bleibt,  so  mufs  das  Integral  im  Grenzfalle  den 
Wert  Null  erhalten.  Somit  erhalten  wir  die  Periodenrelation  für 
Integrale  dritter  Gattung: 

E,B^ ~  Ä,F,  +  E,B^  -  Ä^F^  +■■■+  E^Bp  -  A^F^ 

Dz 

t™>  =  2%i{_w{€x,)  -  w(£^y\  =  -  27tijdw. 

Man  kann  auch  das  Integral  röojO,  so  normieren,  daXs  die  Perioden 
Ej,  E^, . . .  Ep  versehwinden;  nimmt  man  dann  wieder  für  das  Integral  tv 
das  Normalintegral  n^,  so  ergiebt  sich  der  Satz: 

Ein  iu  Bezug  auf  die  Querschnitte  a/;  normiertes  Integral 
dritter  Gattung  räojE^  mit  den  beiden  Unstetigkeitspunkten  Qj 
und  Qg ,  welches  in  diesen  beiden  Punkten  die  Residuen  —  1 
und  + 1  hat,  besitzt  an  jedem  Querschnitte  ht  eine  Periode 

wobei  U/c  das  Ä'"  Normalintegral  erster  Gattung  bedeutet. 
Weitere  wichtige  Sätze  ergeben  sich,  wenn  wir  in  dem  Integrale  J 
auf  S.  348  beide  Funktionen  als  Integrale  zweiter  oder  dritter  Gattung 
ajmehmen.  Wahlen  wir  zuvörderst  zwei  Integrale  zweiter  Gattung 
mit  den  Unstetigkeitspunkten  iD  imd  C,  so  wollen  wir  uns  hier  von 
vornherein  auf  den  Fall  beschränken,  dafs  die  Unstetigteit  von  der 
ersten  Ordnung  und  die  Punkte  D  und  Ct'  gewöhnliche  Punkte  der 
Eiemannscben  Fläche  M^  sind.  Es  werde  das  erste  Integral  fe  in  O 
unendlich  wie     __     und  besitze  die  Perioden 

ebenso  werde  das  zweite  %-  unendlich  wie  ■■  _   ,  und  habe  die  Periodeii 

o;,q,...c;,  d;,  d;, ...jo;. 

Dann  ist  das  um  den  Rand  von  3i'  herumgeführte  Integral 

fiadk),- 
einerseits  gleich  dem  bilinearen  Ausdruck 


Jl 
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andererseits  gleich  2ji*mal  der  Samme  der  von  den  Unstetigkeits- 
punkten  O  und  D'  herriilu-enden  Eesiduen;  denn  schneidet  man  aus 
der  Mäche  3i'  die  Punkte  D  and  D'  und  ihre  Umgebungen  durch 
kleine  Kreise  heraus,  so  ist  auf  der  Übrig  bleibenden  Fläche  ©  sowohl  fo 
als  auch  t^'  regulär,  das  Resultat  der  um  die  gesamte  Begrenzung  von  @ 
erstreckten  Integration  also  gleich  Null.  Da  femer  in  der  Umgebung 
von  Q  die  Reihenentwickelungen  gelten: 

fe  =  ^  +  ■  ■  ■,    fe'  =  fe<n)  +  tii€i)  (^  -  ß)  +  ■  ■  ■, 

wobei  t'  die  Ableitung  von  t  nach  3  bedeutet,  so  erhält  man 

Ebenso  hat  mau  in  der  Umgebung  von  Q': 

fe  =  te(Q') +  4(0')  (2 -«')+■  ■■ 

^^■-^'  +■■■' 
also 

und 

Folglieh  ergiebt  sich  die  Gleichung 

C.D:  -  CID.  +  G.D'  -  C'Jh  +  -  ■  ■  +  (LB'  -  C'D^ 

Sind  insbesondere  die  Perioden  d  und  C'  gleich  Null,  so   ist  einfach 

(IVa)  i^.(D)-^(i,(a'). 

und  es  gilt  also  der  Satz: 

Wenn  man  das  Integral  zweiter  Gattung  ta  mit  dem  ein- 
fachen Unstetigkeitspunkte  ö   so  normiert,   dafs  die  Perioden 
an   den   Querschnitten  «;  verschwinden,   und   man   betrachtet 
den  Integranden  ^  in  seiner  AbMngigkeit  nicht  blol's  von  der 
Integrationsvariabein,   sondern   auch   von    dem    Unstetigkeits- 
pnnkte  Q,  so  ist  (ö(Ö')  eine  symmetrische  Fmiktion  seiner 
beiden  Alimente  D.  und  D'. 
Hieraus   folgt,    dala    der   Integrand   des   normierten   Integrals   zweiter 
Gattung  auch  von  dem  Unstetigkeitspunkte  algebraisch  abhängt,  womit 
die  auf  S.  352  aufgeworfene   Frage   weni^tens   für  Integrale   mit   ein- 
fachem Pole  in  bejahendem  Sinne  entschieden  ist. 

Wir   stellen  jetzt  das  Integral   zweiter  Gattung  fej   ^^^    '^en  ein- 
fachen Unstetigkeitspmikt  D  und  die  Perioden 

Ci,  C„  .  .  .  C,,     A,  Ds, . .  .  -Dy 
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hat,  zusammen  mit  dem  Integrale  dritter  Gattung  »0,0,,  das  die 
logaiithmisehen  Unstetigkeitspunkte  C^  nnd  Q3  mit  den  Residuen  —  1 
und  4- 1  und  die  Perioden 

besitzt. 

Sclmeidet  man  nun  aus  der  einfacli  zusammenhängenden  Fläche  3t", 
welche  aus  9i'  durch  Ausführung  der  Schnitte  \  und  \  hervorgegangen 
iet,  noch  den  Punkt  Q  und  seine  Umgebung  heraus,  so  ist  das  um 
die  gesamte  übrig  bleibende  Fläche  S  erstreckte  Integral 

nach  dem  Satze  Ton  Cauehy  gleich  Null.  Zunächst  erhält  man  vou 
der  Begrenzung  von  9i'  den  Beitrag 

während  die  von  den  beiden  Ufern  von  \  und  l^  herrührenden  Bei- 
träge sich  aufheben,  weil  (q  hier  keiDe  Differenzen  besitzt.  Es  bleiben 
also  blofs  noch  die  zu  den  drei  Unstetigkeitspunkteu  £l,  Qj,  Q5  ge- 
hörigen Residuen  zu  berechnen.  Nun  ist  in  der  Umgebung  von  Cl, 
wenn  wir  wieder  annehmen,  dafs  daselbst  keine  Veraweigung  vor- 
handen ist: 

*o  =  jzr^  H '     ^o.Q=  =  «o,c,(Sl)  +  räo,o,^(£l)(s  — a)  H , 

also 

Ebenso  ist  in  der  Umgebung  von  Dj  oder  O^: 

also 

Es  ergiebt  sieh  somit  die  Formel 

C^F^  -  D^F^  +  a,F^  -  D^E^  +■■■+  C^F„  -  D^E^ 
^^'>  =  2%i\m'n,al^)  -  ic(0O  +  *a(0.)]. 

Von  besonderem  Interesse  ist  auch  hier  wieder  der  Fall,  dafs  mau 
beide  Integrale  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  «,■  normiert  annimmt; 
es  ist  dann  r^mlieh  ^ 

(Ya)  <5Ja.ß,(5:i)  =  ^qCÖi)  "  ^(öa)  =  -Jdt^ 

Ol 
und  es  gilt  also  der  Sata; 
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Betrachtet  maa  ein  in  Bezug  attf  die  Querschnitte  a,  nor- 
miertes Integral  zweiter  Gattung  mit  einfachem  Pole 

bei  festgehaltenen  Grenzen  als  Funktion  des  Poles  Q,  ao   ist 
dasselbe  gleich  dem  Integranden  des  normierten  Integrals  dritter 
Gattung  mit  den  Unstetigkeitapunkten  Q^  und  £i^,  also  alge- 
braisch   von    O    abhängig.      Umgekehrt    iat    der    Integrand 
tübicCör)  des  normierten  Integrals  dritter  Gattung,  in  seiner 
Abhängigkeit  von   den   TJnstetigkeitspunkten  Q,    und   Qg   be- 
trachtet,    gleich    einem    Integrale    zweiter    Gattung,    dessen 
Grenzen  C^  und  D^  sind.     Der  Integrand  des  normierten  Inte- 
grals  dritter  Gattung  ist  also   eine  transcendente  Funktion 
seiner    logarithmischen  Unstetigkeitspunkte. 
Aus  diesem  Satze  folgt  noch  ein  bedeutsames  Resultat,  wenn  man 
die   Gleichung   (Va)   diiferenziert   und   den   vorigen  Satz  (IV)    in  An- 
wendung  bringt.     Fafst   man  nämHch   den  Integranden  in  seiner  Äb- 
häugigkeit   von  Dj    ins  Auge   und   bezeichnet   mit   S-^    eine   von    dem 
Punkte  Dl  abhängige  Variable  des  Körpers,  ao  ist 

d.h.  '^^' 

der  Integrand  des  normierten   Integrals  dritter  Gattung,   nach 
einem  seiner  Unstetigkeitspunkte  D^  differentiiert,  ergiebt  den 
Integranden  des  normierten  Integrals  zweiter  Gattung  mit  dem 
einfachen  Pole  D^. 
Ein  letztes  Resultat  gewinnen  wir,  wenn  wir  zwei  Integrale  dritter 
Gattung   röigjie,   und    (5ji,o,    zi""   Bildung    des   Integrals  I   verwenden. 
Damit   dieselben    eindeutige   Funktionen   des   Ortes   werden,   lassen 
wir    von    dem    Endpunkte   21    der    Berandung   von    5ft'   vier   Schnitte 
H,!  %iJ  'Qi>  ^o.   "aack  den  Punkten  ^^,  5pg,  Cli,  Dg   ausgehen  und  be- 
zeichnen die  so   entstandene  F^che   mit   91".     Führen   wir   dann   das 


ßt 


um  den  ganzen  Rand  von  Sft"  herum,  so  erhalten  wir  den  Wert  Null, 
da  beide  Funktionen  (5iß,3j,  und  Ma,Q,  innerhalb  5R"  eindeutig,  endlich 
und  stetig  sind,  Haben  nun  die  beiden  Integrale  an  den  Quer- 
schnitten Oj  und  bi  die  Differenzen 

-EJ«),  Ep, .  .  .  £(*!,     Fi^'^i,  Fp\  .  .  .  F<*1 
™^  £^p),  El^\  .  .  .  E^^\     Fp\  F^^\    .  .  i^(ö), 
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SO  erhält  das  Randintegral  zunächst,  von  diesen  QiierscSinitteu  her- 
rührend, den  Beitrag 

;ßmp(Q.)  ___f  (^)_E(Q)  _|_  _Ei$)_f|0)  _  _f  (*)£^lo)  -| |-  ßiW J^(ii)  —  J'l*l J5(C.). 

Sodann  erhält  man  von  den  "beiden  Ufern  des  Schnittes  1^^ 

2«i[-»io,n,(?i)  +  "B,B.{W)] 
und  ebeneo  von  dem  ScLnitte  l^ 

während,  ebenso  wie  auf  S.  353  die  von  den  kleinen  Kreisen  um  ^^i 
und  ^ßä  herrührenden  Integralbeiträge  bei  unendlicher  Abnahme  des 
Badius  in  Fortfall  kommen.  Führt  man  schlierslich  das  Integral  über 
die  beiden  Ufer  von  ^q^  und  ^o,  und  die  zugehörigen  Kreise  um  Ctj  und 
■SX,  so  sind  die  von  den  Schnitten  l  herrührenden  Glieder  Null,  und 
als  Resultat  der  Integration  über  die  Kreise  erhält  man  den  Wert 

Es  einlebt  sich  also  die  wichtige  Formel,  welche  als  der  Satz  von 
der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argitment  bei  den 
Integralen  dritter  Gattung  bezeichnet  wird: 

(VI) 


ii    j  däi^^^^  —  j  de 


In.  dem  besonderen  Falle,   dafs   die  Integrale  in  Bezug   auf  die  Quer- 
schnitte ßj  normiert  sind,  erhält  diese  Gleichung  die  einfache  Gestalt: 

r         }• 

(Via)  /  (iräfi^B,  =  /  (^räo^o,; 

Q,  % 

d,  h.  es  gilt  der  Satz: 

Ein  in  Bezug  auf  die  Querschnitte  a,  normiei-tes  Integral 
dritter  Gattung  erleidet  keine  Veränderung,  wenn  man  seinen 
ersten  und  zweiten  Unstetigkeifcspunkt  mit  seiner  unteren  und 
oberen  Grenze  vertauscht. 
Der  Satz  von  der  VertauBchung  von  Parameter  und  Argument  ist 
ein  rein  algebraischer  Satz;  wir  werden  dies  bei  einer  späteren  Unter- 
suchung erkennen,  bei  welcher  wir  die  Periodenrelationen  ohne  Benutzung 
der  analysis  situs  auf  direktem  Wege  erhalten  und  in  dem  Vertausehuugs- 
satae   die  Quelle   aller   übrigen  Relationen  finden  werden.    Dann  wird 
auch  die  hier  nur  gestreifte  Frage,  in  welcher  Weise  die  Integranden 
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und  die  Perioden  der  Integi'ale  zweiter  und  dritter  Gattung  von  ihren 
Unstetigkeitspimtten  abhängen,  eine  tiefere  nnd  eindringendere  Er- 
örterung findenj  und  ehenso  werden  wir  alsdaim  auch  auf  algehrais ehern 
Wege  Äufschlufe  über  die  Zusammenhangs  Verhältnisse  der  Riemaanachen 
Bäche  i 


§3. 
Wenn  wir  zu  den  in  dem  Körper  K(0,  n)  enthaltenen  algebraischen 
Funktionen  diejenigen  aus  K  hervorgehenden  Äbelschen  Integrale  hinzu- 
nehmen, welche  nur  polare  Unstetigkeiten  besitzen,  so  sind  die  Funk- 
tionen des  so  erweiterten  Bereiches  insofern  mit  einfacheren  Eigen- 
schaften ausgestattet,  als  wir  ihnen  die  Lage  ihrer  Pole  und  die  Haupt- 
teile der  zugehörigen  Reihenentwickelungen  ebenso  wie  bei  rationalen 
Funktionen  willkiirhch  vorschreiben  können,  während  dies  bei  den  Funk- 
tionen des  Körpers  K{s!,  it)  nach  den  Ei^ebnissen  des  §  4  der  zwanzigsten 
Vorlesung  nicht  möglich  ist.  Wollen  wir  dann  innerhalb  des  so 
erweiterten  Bereiches  wieder  die  Funktionen  des  Körpers  aussondern,  so 
geschieht  dies  nach  dem  Satze  auf  S.  113  voUstandig  durch  die  Forderung, 
daXs  die  Punktion  keine  Perioden  besitzen  solle,  also  auf  der  un- 
zersehnittenen  Riemannschen  Fläche  eindeutig  sei.  Wir  wollen  zeigen, 
dals  wir  unter  Zuhilfenahme  der  im  vorigen  Abschnitte  bewiesenen 
Periodenrelationen  auch  auf  diesem  von  dem  früheren  ganz  abweichenden 
Wege  die  Gesamtheit  der  durch  einen  gegebenen  Divisor  teilbaren 
Funktionen  des  Körpers  bestimmen  und  auch  so  zu  einem  Beweise  des 
im  Mittelpunkte  der  ganzen  Theorie  stehenden  Riemann-Bochschen 
Satzes  gelangen  können. 

Um  aber  den  Gang  der  nachfolgenden  Untersuchung  nicht  unter- 
brechen zu  müssen,  wollen  wir  vorher  einen  bekannten  Satz  über 
lineare  Gleichungen  iu  Erinnerui^  hi-ingen  und  gleich  in  der  für  unsere 
Zwecke  geeignetsten  Form  aussprechen.  Sind  m  lineare  homogene 
Gleichungen  gegeben: 

ffiiSi  +  «isiTa  -t- h  ai„x„  =  0 


so  brauchen  dieselben  nicht  alle  voneinander  unabhängig  zu  sein, 
sondern  es  kaun  der  Fall  eintreten,  dafs  ff  von  ihnen  eine  Folge  der 
übrigen  m  —  a  Gleichungen,  diese  letzteren  aber  voneinander  un- 
ablmngig  sind.     Dann  ist  der  Rang  des  Koeffizientensystems 
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gleicK  m  —  e,  A.  h.  anter  den  Determinanben  (m  —  e)"'  Ordnimg  ündet 
sieli  mmdestene  eine  von  Null  versclijedeue,  während  alle  Determinanten 
höherer  Ordnong  verschwinden.  Ebenso  grofa  ist  daher  der  Rang  der 
konjugierten  Matrix,  welche  aus  der  vorigen  durch  Vertauachung 
von  Zeilen  und  Spalten  hervorgeht.  Bilden  wir  daher  das  konjugierte 
CrSeichungssystera 


Oi^yi  +  <Hny2  A h  «n,«?/™  = 


so  besitzt  dasselbe  ebenfalls  den  Bang  m  —  ff,  und  da  man  somit  a.  B. 
über  die  letzten  ff  Unbekannten  «/^_a_|_i,  .  ■  ■  ym  frei  verfügen  kann, 
■wodurch  dann  die  ersten  m  —  s  Gröfsen  y^,y^, .  - .  ym—o  bestimmt  sind, 
so  können  die  sämtlichen  Lösungen  dieses  Systems  aus  ö  linear  un- 
abhär^igen  Fundamentallösungen  linear  komponiert  werden.  Es  gilt 
also  der  Satz: 

Wenn  in  einem  System  linearer  Gleichungen  ß  von  ihnen 
eine  Folge  der  übrigen,  voneinander  unabhängigen  Gleichungen 
sind,  so  besitzt  das  konjugierte  System,  welches  durch  Ver- 
tauschnng  von  Zeilen  und  Spalten  aus  dem  vorigen  hervorgeht, 
ö  linear  unabhängige  Fandamen tallosungen. 
Stellen  wir  nun  die  Aufgabe,  die  Dimension  der  durch  den  ganzen 
oder  gebrochenen  Divisor 

*^        O,  O,  -  .  .  Q. 

bestimmten  Klasse  Q  zu  ermitteln,  so  woUen  wir  zur  Vereinfachung 
der  folgenden  Betrachtimgen  voraussetzen,  daCs  der  Zähler  sowohl 
wie  der  Nenner  von  O  aus  lauter  verschiedenen  Primfaktoren  be- 
steht. Nach  den  trüberen  Auseinandersetzungen  wird  diese  Dimensions- 
bestimmung dadurch  geleistet,  dafs  wir  die  sämtlichen  Funktionen 
des  Körpers  aufstellen,  welche  durch  den  Divisor  -^  teilbar  sind, 
d.  h.  welche  die  Punkte  '^^,  ?ßa,  .  . .  ^r  höchstens  zu  einfachen  Polen  und 
die  Punkte  Q^ ,  Q^ ,  ...  Öj  zu  Nullpunkten  mindestens  erster  Ordnung 
haben.  Betrachten  wir  nnu  zunächst  allgemeiner  die  sämtlichen 
Integrale  zweiter  Gattung,  für  welche  ^j,  5ßj, .  . .  ^^  einfache  Pole  sind 
und  welche  au  den  Querschnitten  «;  keine  Differenzen  haben,  so  können 
dieselben  aus  den  *•  normierten  Elementarintegralen  zweiter  Gattung 

%i)     %ji  ■  ■  ■  %,. 
linear  zusammengesetzt  werden  und  sind  also  in  der  Formel  enthalten: 
1)  (  =  Co  4-  Ot%,  +  Gs%,  -H  ■  ■  ■  -f  C'r%^, 
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WO  Cy,  6\, . .  .  C-  T  +  i-  Konstanten  bedeuten.  Diese  Formel  spielt  in  der 
Theorie  der  allgemeinen  Abelselien  Integrale  zweiter  Grattung  genau  die- 
selbe Bolle,  wie  die  Partialbruchzerlegung  (vgl,  S.  17)  in  der  Theorie  der 
rationalen  Funktionen,  da  sie  ein  Integral  mit  gegebenen  polaren  Unstetig- 
keiten  aus  Element  irintegralen  mit  einem  Pole  zusammensetzen  lelirt. 
Dabei  sind  im  Unterschiede  von  der  etwas  allgemeineren  Partialbruch- 
zeilegung  m  §  3  der  20.  Vorlesung  die  Integrale  sämtlich  so  normiert, 
daf&  sie  au  den  Quei^chnitten  a/,  keine  Differenzen  besitzen;  lie£sen 
wji  diese  Voiaussetzung  fallen,  so  würde  auf  der  rechten  Seite  obiger 
Gleichung  noch  eiu  Integral  erster  Gattung,  also  eine  aus  p  GKedera 
beftehende  bumme  hinzutreten. 

boU  nun  die  Funktion  t  allen  vorher  gestellten  Forderungen  ge- 
nügen, so  müssen  die  in  der  Gleichung  (1)  auftretenden  r  +  l  Kon- 
stanten zwei  VPischiedene  Arten  von  Bedingungen  erfüllen:  es  müssen 
erstens  auch  die  Differenzen  des  Integrals  an  den  Querschnitten  6^  ver- 
schwinden und  zweitens  die  Punkte  Qj,  Qj,  .  . .  D»  Nullstellen  von  t  sein. 
Nun  ist  die  Ditteienz  eines  normierten  Integrals  %  am  Querschnitte  bt 
zufolge  der  Gleichung  (IIb)  auf  S.  352  gleich  -2niii't{^),  wo  Mt(?ß) 
das  fc'^  Normalintegral  erster  Gattung  bedeutet;  hierbei  mulsten  wir 
aber  die  Variable  s,  nach  welcher  differenziert  wird,  so  wählen,  dals 
weder  die  EJemannsche  Fläche  ?li,  im  Punkte  ^  verzweigt  ist,  noch 
auch  :e  in  ^  unendlich  wird.  Ea  kommt  also  keiner  der  Punkte 
^11  ^8)  ■  ■  ■  ^r  in  tlßiQ  zu  dem  Differentiale  ds  gehörigen  Divisor  — | 
vor.  Das  Integral  t  hat  also  keine  Perioden,  wenn  die  p  linearen 
homogenen  Gleichungen  erfüUt  sind: 

o,»',^^^)  +  o,»n%)  +■■■+  &»;(?,)  -  0 
„  o,»;(sp,)  +  o,«;(S|j,)  +  ■  ■  ■  +  G,»',m  -  o 


c,«;(sp,)  +  c,«n%)  + . . .  +  a,ui(%)  -  0. 

Aufserdem  müssen  aber  die  s  Gleichungen  bestehen: 

t{€k)  =  c,  +  cj^x^,)  +  a%(DO  +  ■  ■  ■  +  a%,(£iO  ^  0 
t(^)  =  (7„  -F  c,%(D,)  +  c,%,(o,)  +  ■■■+  a%xa,)  =  o 

*(a)  =  Co  +  Ci%.(Sl-)  +  Ca%,(0.)  +■■■+  Grt^X^;)  =  0. 
Daher  müssen  die  r  -f  1  Konstanten  C  p  +  s  linearen  Gleichungen  ge- 
nügen; unter  der  Voraussetzung  also,   dais   diese  linearen  Gleichungen 
unabhängig  sind,  ist  die  Dimension  der  Klasse  Q: 

{Q]  =  r  +  \-p-s^q-p+l, 
wo  2  =  r  —  s  die  Ordnung  der  Klasse  Q  bedeutet. 
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Wenn  aber  die  beiden  Systeme  (2)  und  (3)  zusammengenommen 
ein  System  voneinander  aldiangigei  Gleiclnu^en  dfnetellen  und  ff  von 
ihnen  eine  Folge  dei  übrigen  smd,  so  sind  sie  nui  ß  -{••'  —  ij  un- 
abhängigen Gleithnngen  ar|.«jTalent,  und  dann  ist 

{Q]^r+l-p-s+6^q-p  +  l  +  6. 
Hierbei  ist  nun  e  eine  ganze  nicht  negative  Zahl,  deren  Bedeutung 
für  obiges  Gleichungssystem  mit  Hilfe  des  vorher  aufgestellten  Hilfs- 
satzes miher  festgestellt  werden  kann.  Bei  dieser  Diskussion  müssen 
wir  aber  zwei  FäUe  unterscheiden,  je  nachdem  s,  die  Zahl  der  gegebenen 
NuUsteUen  der  Funktion  t,  gleich  Null  oder  grÖfser  als  Null  ist. 

I.  Ist  s  =  0,  so  kommt  das  System  (3)  in  Portfall,  und  unter  den 
p  linearen  Crleicbungen  (2)  sind  ö  eine  Folge  der  übrigen. 

Dann  besitzt  nach  unserem  Hilfssafee  das  konjugierte  Gleichungs- 
system 

x,ui(%)  +  «,«;(¥,)  +  ■  -  +  x>«i(f ,)  _  0 

v'[m  +  v',m + ■  ■  ■ + =«,«;»)  - » 

e  linear  unabhängige  FundamentallÖsungen.  Da  in  den  Punkten 
^11  ^2?  -  ■  ■  ^1-  "iie  ßieraanusche  Fläche  ^^  unverzweigt  und  s  endHch 
ist,  so  können  wir  durch  Multiplikation  mit  ds  =  ■  ^  zu  einem  völlig 
äquivalenten  Gleichungssysteme  übergehen,  in  welchem  an  die  Stelle  der 
Differentialquotienten  die  Differentiale  getreten  sind,  und  es  giebt  also 
genau  ö  linear  unabhängige  Differentiale  erster  Gattung 

da  =  x^ du^  +  x^ dii^  -\ \-  Xp dUp, 

deren  zugehörige  Divisoren  durch  D  =  ^1^3...^^  teilbar  sind;  denn  wenn 
der  Differentialquotient  ^  X/,iii  in  jedem  der  Punkte  ^j ,  ^3 , . .  ,  ^,.  ver- 
schwindet,  so   ist  der  zu  dem  Differentiale  ^laJ^dM/,    gehörige   Teiler 

durch  jeden  der  jenen  Punkten  entspreehenden  Priradivisoren,  also  auch 
durch  ihr  Produkt  D  teilbar,  und  da  dz  in  jedem  Punkte  S^^,  die 
Ordnungszahl  Null  hat,  so  folgt  aus  der  letzteren  Bedingung  wieder  die 
erstere.  Da  somit  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  ff  und  nicht  mehr 
linear  unabhängige  ganiie  Divisoren  vorhanden  sind,  welche  durch  D 
teilbar  sind,  so  ist  0  die  Dimension  der  Ergänzungsklasse  ö'— tj- 


n.  Wenn  der  Divisor  Q  gebrochen  und  die  Ordnung  seines  Nenners 
s  >  1  ist,  so  eliminieren  wir  zumchst  in  den  Gleichungen  (3)  die  Un- 
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bekannte  Og,  indem  wir  von  der  ersten  der  Reihe  nach  die  zweite, 
dritte, .  . .  s'^  Gleichung  subtrahieren.  Wenden  wir  nun  die  Relation  (Va) 
des  vorigen  Abschnittes  an,  so  können  wir  eine  Differenz  %(0i)  —  ff|j(Dy,) 
durch  den  Integranden  '5a,jQj(^)  des  normierten  Integrals  dritter  Gattung 
mit  den  Unetetigkeitsp unkten  Qi  D/,  und  dem  Argument  ^  ersetzen. 
Daher  ist  das  System  (3)  äquiTalent  den  folgenden  s  —  1  Gleichungen: 

3^^      c.^k^X%)  +  G,>^ka.m  +■■■  +  at5;^o,(^.)  =  0 

'/.n  welchen  noch  die  Gleichimg 

3b)  Ca  +  C^h  (Oll  +  G^h  K^d  +       +  <^rh  lÜi)  =  0 

zur  Bestimmung  der  Konstanten  C^  tritt  Diese  letzte  übt  aber  offen- 
bar auf  den  Wert  der  Zahl  ö  gii  keinen  Einfluls  ^ns,  sondern  sie  dient 
nui  dazu,  um  wenn  f\  f'2,  0  den  Gleichungen  (2)  und  (3  a) 
gemifs  bestimmt  sind    nun  auch  die  Konstante  Tg  festzulegen. 

Betiachten  wir  abei  letzt  das  System,  welches  ans  den  Glei- 
chungen (2)  und  (3a^  zusammengesetzt  ist  und  nehmen  wir  wieder  an, 
difs  von  diesen  p  -\-  b  —  1  Gleichungen  e  eine  Folge  der  übrigen,  von- 
t,inander  Imeii  unabhängigen  sind  Dinn  hit  nich  unserem  Hilfssatze 
das  konjugierte  System 

^lM;(¥l)  +  ■■■  +  ^«;(?i)+i^i»-^l^ao.(^l)  +  -■■-^  ^^+,~i»Ei,a,(^i)  =  0 
^iMl(?2)  +  --'+a;^MX^$0  +  ^j.-H»b,n,(^a)+--'+^i^+^-i'^a,oX?2)  =  0 

a^i  k;(^.) +■  - -F  a;^w;i,?|J.)  +  a:p+,  öb,o,(^.)  +  ■  ■  ■  +  ^i>-h'-i  ^o,  ü,(?r)  =0 
genau  ö  unabhängige  Lösungen,  Gehen  wir  wieder  durch  Multiplikation 
mit  äs  von  den  Differentialquotienten  zu  den  Differentialen  über,  so 
können  wir  diese  Thatsache  auch  dahin  aussprechen,  dafs  es  e  linear 
unabhängige  Differentiale  dritter  Gattung 

(?räQ,o,.,,a,  =  :^i'?Mi-| -h  XgdUf  -\-  «p^-ii^raa^a^  -| \-  Xpj^i—iääa^o., 

giebt,  für  welche  Q^,  Oj, . . .  O,  Pole  und  «ß,,  ^g,  .  .  .  %■  Nullpunkte 
erster  Ordnung  sind.  Der  zu  einem  derartigen  Differentiale  gehörige 
Teiler  ist  also  gerade  ein  Vielfaches  des  Divisors 

und  es  giebt  also  in  der  Klasse  W  der  Differentiale  0  linear  unabhängige 
Divisoren,  welche  Multipla   des   Divisors   O   sind;    d,  h,    es   ist   auch 
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Also  ist  im  Falle  (I)  und  (II),   wenn  Q'   die  Ergilnaungsklassc   von  Q 
bedeutet: 

5)  lei-s-ji  +  i  +  iöi 

Eine  besondere  Berücksichtigung  erfordert  noch  der  Fall  s  =  1. 
Dann  erlialten  wir,  da  das  System  (3)  nur  aus  einer  Gleichung  besteht, 
welche  blofs  zur  Bestimmung  der  Konstanten  Q  dient,  ebenso  wie  im 
ersten  Falle  ff  gleich  der  Dimension  der  Schar  derjenigen  Differential- 
teiler erster  Gattung,  welche  Multipla  von  ^^  ^g  .  .  .  ^,.  sind.  Bilden 
wir  aber  andererseits  die  Schar  dei-  Differentiale,  welche  höchstens 
in  Ol  einen  Pol  erster  Ordnung  besitKeu,  so  ist  diese  mit  der  Schar 
der  Differentiale  erster  Gattung  identisch;  denn  es  giebt,  wie  früher 
bewiesen  (S,  309),  keine  Differentiale  mit  einem  einzigen  Pole  erster 
Ordnung.  Daher  kann  auch  in  diesem  Falle,  wie  in  den  beiden 
anderen,  iw\ 

•-|«)  =  ie'i 

gesetzt  werden,  iind  die  Formel  (5)  gilt  also  ganz  allgemein. 

Die  Relation  (5)  kann  leicht  in  die  frühere  Form  des  Riemanu- 
Roehschen  Satzes  gesetzt  werden.  Denn  ist  (i'  die  Ordnung  der  Br- 
^nzongaklasse   Q',  so  hat  man 

iei-ie'i-«-(j)-i)-|(?-?') 

oder 

6)  {61- -I -!«')- f 

welches  die  frühere  Form  des  Satzes  ist. 

Bei  dieser  Herleitung  haben  wir  über  die  Natui-  des  Divisors  Sü 
eine  einschränkende  Voraussetzung  gemacht.  Es  hat  keine  prin- 
zipielle Schwierigkeit,  diese  Einschränkung  aufzuheben,  würde  aber 
den  Apparat  der  zum  Beweise  erforderlichen  Formeln  erhebhch 
vergröfsem.  Auch  haben  wir  mehrere  Fälle  unterscheiden  müssen, 
während  das  Resultat  ein  vollkommen  einheithches  ist,  Gerade  darin 
zeigt  sich  hei  dieser  Untersuchung  die  Überlegenheit  der  algebraischen 
Behandlung  des  Problems  über  die  analytisch -transcendente,  dafs  der 
Riemann-Rochsche  Satz  bei  der  ersten  sieh  sogleich  in  voller  All- 
gemeinheit als  naturgemäfser  Gipfelpunkt  der  systematischen  Ent- 
wickelung  darstellt,  während  bei  der  zweiten  der  Beweis  mehr  den 
Charakter  einer  nachträglichen  Verifikation  trägt  und  die  einheitliche 
Formulierung  des  Endresultates  etwas  Überraschendes  hat. 
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AlgebiaiBche  Kiu^cn  ü  lei  ireliild  —  Die  Uia  laahlen  an  Kune  —  Trans- 
formatioß  —  unendlich  ferne  Elemente  dei  Kurve  —  Mehifache  Punkte  der 
KuiTe  Terscliielpnp  Deflmtunen  —  Em  und  mehrzweigige  &ingKlariiaten; 
Tangenten  —  AufHathmg  dei  eiafichBten  '^ingnlantdten  —  Dpi  DiviBOi-  der 
Doppelpunkte  oder  der  Simfularifcuten  —  Zeileguns  dies  a  Divisors  in  seine  Eie- 
rn entaibestindteLle  —  Weientlittei  und  aufterweBentlicliei  Teilei  dei  Diskriminaute 
lei  KurvengkichunET 

§  1. 

Wir  haben  bisher  eine  algebraische  Gleichung  F(tt,  s)  =  0  stets 
als  Definition sgleichung  einer  algebraischen  Funktion,  u  der  un- 
abhängigen Variabein  s  betrachtet  und  unter  diesem  Gesichtspunkte 
alle  bisher  aufgestellten  Sätze  abgeleitet.  Anstatt  aber  eine  der  beiden 
Variabein  vor  der  andern  auszuzeichnen,  können  wir  auch  beide  als  gleich- 
berechtigt auffassen  und  den  Inbegriff  der  Wertsysteme  (w  =  Mo,  ^  =  ^o) 
ins  Auge  fassen,  welche  jener  Gleichung  genügen  und  sich  stetig  an- 
einander anschliefsen.  Diese  Anschauungsweise  entspricht  genau  der- 
jenigen, welche  in  der  analytischen  Geometrie  Üblich  ist;  wir  woUen 
daher  die  Gesamtheit  jener  die  Gleichung  befriedigenden  Wertsysteme 
auch  als  algebraisches  Gebilde  bezeichnen  und  durch  das  geometrische 
Bild  der  algebraischen  Kurve  interpretieren.  Hierbei  bringt  freihch 
das  Kurvenbild  nur  die  reellen  Punkte  des  algebraischen  Gebildes  zur 
Darstellung,  während  wir  natürlich  auch  überall  die  komplexen  Wert- 
systerae  betrachten,  die  der  Gleichung  genügen;  indes  ist  es  ja  auch 
in  der  analytischen  Geometrie  seit  langer  Zeit  üblich,  zum  Zwecke 
uneingeschränkter  Interpretation  algebraischer  Thateachen  von  imagi- 
nären oder  komplexen  Kurvenpuntten  zu  sprechen. 

Wir  werden  so  imter  Benutzung  der  bereits  gewonnenen  Resultate 
einen  Einblick  in  die  wichtigsten  Gesetze  erlangen,  von  denen  die 
Lehre  von  den  algebraischen  Kurven  der  Ebene  und  des  Raumes  be- 
herrscht wird,  und  wir  werden  finden,  dafs  die  Theorie  der  algebrai- 
schen Kurven  imd  die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  einer 
Veränderlichen  in  wichtigen  Teilen  miteinander  zusammenfallen.  Einige 
der  späterhin  aulzustellenden  Sätze  sind  in  der  That  nur  ein  anderer 
Ausdruck   für   Funktionseigenschaften,   die   wir  vorher  rein  analytisch 
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formuliert  hatten.  Daher  wird  auch  der  nächste  und  vornehmhehste 
Zweck  dieser  Vorlesung  darin  bestehen,  die  Definitionen  der  Kui-Ten- 
theorie  so  zu  fassen,  dafs  die  bisher  angewendeten  Begriffsbildungeu, 
YOr  allem  die  Lehre  von  den  Divisoren,  in  auanahmsloser  Allgemein- 
heit auf  sie  übertragen  werden  können. 

Bezeichnen    wir    jetzt    die   Variabein    mit   x   und   'Q,   so   bestehe 
zwischen  ihnen  die  irreduktible  Gleichung 

welche  in  x  vom  Grade  m,  in  y  vom  Grade  n  sein  möge.  Hierbei 
machen  wir  also  zunächst  keinerlei  besondere  Annahme  über  die 
Dimension,  welche  den  einzelnen  Gliedern  xf^y"  der  Kurvengleichung 
höchstens  zukommen  kann,  und  wir  werden  erst  späterhin  auf  die 
Modifikationen  eingehen,  welche  bei  unspieu  Begriffsbildungen  ein- 
treten, wenn  wir  mit  Kur\rn  emer  bestimmten  Ordnung,  d,  h.  von  be- 
stimmter Masimaldimension  zu  tliun  haben  DemgemäTs  wird  die 
Kurve,  wenn  wir  zunächst  von  allen  smgulaien  Vorkommnissen  ab- 
sehen, von  einer  Parallelen  zur  '  Achse  i/  —  ö  =  0  in  m,  von  einer 
Parallelen  zur  j/-Aohse  a;  — « =  0  m  n  Punkten  geschnitten,  deren 
Abscissen  resp,  Ordinaten  durch  die  Gleichungen  m''"'  und  m'™  Grades 

bestimmt  sind.  Da  nach  dem  auf  S.  246  bewiesenen  Satze  die  Funk- 
tion X  die  Ordnung  w,  die  Funktion  y  die  Ordnung  m  hat,  so  ent- 
sprechen die  m,  resp.  «  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  genau  den 
m,  resp.  n  Primdivisoren,  in  welche  die  Zähler  j^_s  und  J^;-«  der 
Funktionen  y  —  })  und  x  —  a  zerlegt  werden  können;  denn  nur  für 
diese  nimmt  y  den  Wert  6,  resp.  x  den  Wert  a  an. 

Für  die  Ziele  der  Kurventheorie  ist  es  oftmals  zweckmäßig,  an 
Stelle  des  soeben  angewendeten  einfachsten  Koordinatensystems  ein 
allgemeineres  au  Grunde  zu  legen  und  dadurch  eine  etwas  inhalts- 
reichere Interpretation  der  Gleichung  F{%,  jf)  =  0  zu  gewinnen.  Anstatt 
nämlich  die  Ebene  mit  zwei  Scharen  von  parallelen  Geraden  zur  %- 
und  zur  y-Achse  y  —  &  =  0  und  x  —  a  =  ^  zu  überspinnen,  können 
wir  ebensogut  von  irgend  zwei  Punkten  A  und  ^  der  Ebene,  die 
endlich  oder  auch  unendhch  fem  sein  können,  zwei  Strahlenbüschel 
ausgehen  lassen  und  jeden  Strahl  des  einen  oder  des  anderen  Büschels 
durch  das  Doppelverlmltnis  festlegen,  welches  er  mit  drei  festen 
Strahlen  ttj,  «j,  %  des  Büschels  A,  resp.  \,  \,  h^  des  Büschels  B  bildet. 
Sind  «  und  b  zwei  Strahlen  der  Büschel  A  und  B  (Fig.  28),  und  be- 
zeichnen  wir   mit   denselben,   aber   unüberstrichenen    Buchstaben,    die 
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Werte    der    Doppel  Verhältnisse,    welche    sie    mit    den    Gnindstrahlea 
bilden,  sind  also  die  Qaotienten 


"(""i)  siii(«,rf,) 


SO  wii'd  durch  das  Wertsjstem  {x==a,  y  =  h)  ein  Punkt  F  der  Ebene 
als  Schnittpunkt  der  beiden  Strahlen  Ä  P  und  BP  mit  den  Gleichungen 
X  —  a=^0,  resp.  J/  —  !i  ^=  0  bestimmt. 


Es  ist  klar,  dafs  das  gewöhnliche  Cartesische  Koordinatensystem 
nur  ein  spezieller  FaU  dieses  allgemeineren  ist,  denn  wählen  wir  das 
Büschel  der  Parallelen  zur  (/-Achse  als  das  erste  A,  so  ist  das 
Doppelverhältnis  (äj  »g  a^  ä)  gleich  dem  Doppelverhältnis  der  zu  den 
Geraden  fflj,«^,«^,«  gehörigen  Schnittpunkte  mit  der  3; -Achse  und 
dui-ch  dieses  zu  ersetzen;  es  ist  also 


(S.«,S.ä). 


{a-a^){a^-a^) 


WO  jetzt  a,  %,  «s,  «g  die  Cartesischen  Koordinaten  der  Schnittpunkte 
mit  der  ai-Acbse  bedeuten,  und  dieses  wird  für  »^  =  0,  Og  =  cx),  a^  —  1 
einfach  gleich  et;  ähnliches  gilt  für  das  Büschel  B. 

Halten  wir  nun  die  Mittelpunkte  der  beiden  Strahlenbüschel  A  und 
if  fest,  führen  aber  anstatt  der  drei  GSrundstrahlenö'jjMji^ai  resp, &^ ,  6^ ,  6, 
drei  andere  ßj,  «3,  äg,  resp.  b[,  b^,  63  ein,  so  sind  die  neuen  Koordinaten 
x',  resp.  j/' eines  Punktes  P  der  Ebene  nach  den  Grundlehren  der  analytischen 
Geometrie  lineare,  im  allgemeinen  gebrochene  Fimktionen  der  alten: 
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wobei  die  Determinanten  aS  —  ßy,  a'S'  —  ß'y'  von  Null  verschiecSen 
sind.  Es  gilt  nämlieh,  weim  «J,  a^,  ä^  in  dem  ersten  Koordinaten- 
system resp.  die  Grleichungen  x==  x^,  x^=x^,  x-=x^  haben,  z.  B.  für  w' 
die  Tranaformationegleichung 

welche  in  x  linear  ist.  öeht  durch  eine  solche  Transformation  die 
Gleichung  x^a  des  Strahles  AP  in  x'  =  a'  über,  so  ist  offenbar  der 
Divisor  Ji— 0  =  ä/— «'j  iMid  es  bleibt  also  die  Definition  der  Schnitt- 
punkte der  Geraden  und  der  KuiTC  von  einer  solchen  Transformation 
ganz  unberührt.  Das  gleiche  ist  mit  allen  späterhin  zu  gebenden 
Definitionen  der  Fall,  welche  stets  so  gefafst  sind,  dafs  sie  invariant 
sind,  wemi  wir  eine  oder  aut-h  beide  VTiid,be]n  irgend  welehei  linearen 
Substitution  unteiwerfen 

Legen  wii  dieses  illgemeiueip  Kooidinatensy stein  /n  Gnmde  so 
erscheint  die  Kurve  F(^,  ii)  =  0  ils  dis  Erzeugms  zweier  Str^hlen 
büsehel  .4  und  B  die  m  dei  ^^  eise  aufeinander  bezogen  sind,  dals 
einem  Stiahle  j,=ö;  des  eisten  Bu&chels  «  des  zweiten,  und  einem 
Strahle  y  =  h  des  zweiten  m  des  eisten  zn^eoidnet  sind  In  diesen 
Doppelveihaltniskooidmaten  ateUt  also  z  B  eine  Gleichung  welche 
in  X  und  m  !/  linear  ist,  den  allgemeinsten  KegeLchnitt  durch  die 
Grundpuntte    -1  und  B  dar 

Hiemach  ist  es  denn  luch  ohne  weiteies  eisichtlich,  wa«  wu  unter 
der  Geraden  t  =  oo,  resp  j/  =  oo  zu  veistehen  haben  Die  erste  dieser 
beiden  Geiaden  entspiicht  dem  DoppelTerhaltnisweit  <x>  und  ist  also 
dei  Grundstiahl  ög  Die  Gerade  x=  <x>  hat  also  n,  die  Gerade  ?/=cm 
»1  Punkte  mit  dei  Kurve  gemein,  und  der  zugeordnete  Divisor  ist  der 
gememsame  Nennei  der  Funktionen  x  —  a,  resp.  y  ~i,  also  Ux  resp.  U,j. 
Durch  lineaie  Tiansformation  kann  man  aber  stets  die  Gerade  a:  =  oc 
m  euie  Gerade  c' =^  a'  mit  endlichem  Doppelverhältnis  a'  überführen; 
denn  man  braucht  ja  nur 


zu  setzen.  Ähnliches  gilt  für  die  Gerade  y=co.  In  der  hier  an- 
gegebenen Weise,  also  durch  lineare  Transformation  einer  oder  beider 
Variahehl,  werden  wir  zunächst  durchweg  diejenigen  Punkte  der  Kurve 
untersuchen,  die  zu  unendiieh  grofsen  Werten  der  Variabein  gehören; 
erst  später  werden  wir  Veranlassung  haben,  hierin  eine  Modifikation 
eintreten  zu  lassen. 

Die  vorher  gegebene  Definition  der  Schnittpunkte  der  Kurve  mit 
einer  Geraden  der  Strahlenbüschel  Ä  und  B  kann  jetzt  ohne  weiteres 
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auf  beliebige  Sclmittkurveii  übertragen  werden,  wobei  wir  auch  Hier  noch 
zunächst  von  singulären  Vorkommnissen  absehen.  Ist  G(x,  y)  =  0  eine 
zweite  Kurve,  so  werden  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve  durch 
die  Primdivisoren  des  Zählers  ä«  der  Funktion  G{x,y)  geliefei-t;  in  der 
That,  zerlegen  wir  die  in  dem  Körper  K(x,  y)  enthaltene  Funktion 
G  =  G{x,  y)  in  Zähler  und  Nenner: 

so  gehören  die  Primdivisoren  des  Zahlers  zu  denjenigen  Punkten,  für 
welche  G  verschwindet  und  in  welchen  also  die  Kurve  G  ==0  die 
Grundkurve  schneidet.  Hierbei  ist  ein  Punkt  als  mehrfacher  Schnitt- 
punkt in  Anrechnui^  zu  bringen,  falls  der  Exponent  des  zugehörigen 
Primdivisors  grÖfser  als  eins  ist.  Es  ist  bemerkenswert,  dafa  sich  bei 
dieser  durch  die  Kurventheorie  gebotenen  Anschauungsweise  aunächst 
nur  die  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  der  Unterauchimg  darbieten 
und  hierdurch  eine  bevorzugte  Stellung  innerhalb  der  Gesamtheit  der 
Funktionen  des  Körpers  K{x,  y)  erhalten. 

«2- 

Fassen  wir  nun  irgend  einen  Punkt  der  durch  die  Gleichung 
F{x,  y)  =  0  laud  die  Variable  x  bestimmten  Biemannschen  Fläche  SRj,. 
ins  Auge,  so  gehört  zu  ihm  ein  gewisses  Wertsystem  (x^  a,  y  =  h). 
Jedem  Punkte  der  ßiemannschen  Fläche  entspricht  also  ein  und  nur 
ein  reeller  oder  imagimireT,  endhcher  oder  unendlich  ferner  Punkt  des 
algebraischen  Gebildes,  Wir  machen  nun  aber  die  wichtige  Bemerkung, 
dafs  umgekehrt  nicht  jedem  Punkte  der  Kurve  ein  einziger  Punkt  der 
Riemaunschen  Fläche  zu  entsprechen  braucht.  In  der  That  kann  es 
ja  sehr  wohl  eintreten,  dafs  zu  /c  Punkten  ^j,^^,...^!  der  ßiemann- 
schen FIä,che  dasselbe  Wertsystem  («  =  «,  i/  =  6),  also  auch  derselbe 
Punkt  P  der  Kurve  gehört;  und  zwar  ist  das  dann  und  nur  dann  der 
Fall,  wenn  äi— o  und  ä^_(  einen  gemeinsamen  Teuer  Ü?  von  der 
fc*""  Ordnung  besitzen.  In  diesem  Falle  werden  wir  den  Punkt  P  als 
einen  /e-fachen  Kurvenpunkt  zu  bezeiehaen  haben,  und  wenn  wir 
durch  P  eine  beliebige  Gerade 

hindurchlegen,  so  müssen  wir  uns  die  Vorstellung  bilden,  dafs  in  dem 
Schnittpunkte  P  der  Geraden  und  der  Kurve  k  einfache  Schnittpunkte 
zusammengefallen  sind.  In  der  That  würde  sich  ja  auch,  wenn  wir 
die  Gerade  unendlich  wenig  in  beliebiger  Bichtoug  verschieben  wollten, 
der  Punkt  P  in  7c  einfache,   unendlich  benachbarte  Schnittpunkte  auf- 
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losen,   wie   dies   aus    den  Reihenentwickelungen   der  Funktion  y  nacli 
Potenzen  von  x  -—  a  unmittelbar  hervorgeht.     Demgemäfs  treffen  wir 


Ein  Punkt  (x'=a,  y  =  h)  der  Kurve  heifst  ein  fe-facher 
Kurvenpunkt,   wenn   die  Zähler   der  Funktionen  x  —  a,  y  —  h 
einen  Divisor  ¥™  Ordnung  gemein  haben.    Ist  a  oder  h  gleich 
unendlich,  so  tritt  —  an  Stelle  von  x  —  a  oder  —  an  Stelle  von  w  —  i. 
Hierbei    ist   es   nicht   nötig,    dafs    die   /c   zu   dem    gemeinschaftlichen 
Divisor  U  gehörigen  Punkte  alle  voneinander  verschieden  sind,  viel- 
mehr  haben   wir    eben    verschiedene    Kurvensingularitäten    zn    unter- 
scheiden, je  nachdem  die  Iz  Primfaktoren  jenes  Divisors  alle  voneinander 
verschieden  sind  oder  zum  Teil  miteinander  zusammenfallen. 

Die  hier  gegebene  Definition  einer  Kurvensingularität  weicht  in 
ihrer  Form  von  derjenigen  ab,  welche  in  den  Lehrbüchern  der  analy- 
tischen Geometrie  gebräuchlich  ist.  Man  pflegt  nämlich  gewöhnlich  einen 
im  Endhchen  gelegenen  KuiTenpunkt  (ic  =  a,  j/  =  fe)  einen  Ä- fachen  Punkt 
zn  nennen,  wenn  für  ihn  nicht  blofs  die  Punktion  F(x,  y),  sondeni 
auch  alle  ihre  ersten,  zweiten, .  .  .{k  —  1)'™  Ableitimgen 

dF      8F^       d^F       d^F       S'F  _  d^-'^F        S*^^  F      _  _  ^   S^-'^F 

8x       dy  '        dx^     dxdy      By^'  ßa;*~^       dx^^^By  8y''~'- 

vei^chwinden,  während  die  K;**"  Ableitungen  nicht  mehr  alle  NuH  sind. 
Nach  dem  Taylorsehen  Satze  für  Funktionen  zweier  Veränderlicher 
kann  diese  Bedingung  auch  so  forrauhert  werden,  dafs  in  der  Ent- 
wickelung  der  Funktion  F(!c,  y)  nach  steigenden  Potenzen  von  x  —  a 
und  j/  —  6  die  (xheder  niedrigster  Dimension,  welche  auftreten,  von 
der  Äi'^  Ordnung  sind.     Setzen  wir 

y~h-  u{x  -  a), 
WO  M  eine  Unbestimmte   bedeutet,   so   können  wir   offenbar  dieser  Be- 
dii^ung  auch  folgende  Form  geben: 

Ist  {x  =  a,  y  =  V)  nach  der  gewöhnlichen  Definition  der 
analytischen  Geometrie  ein  Ä-facher  Punkt  derKuiTei^(fl;,j/)  =  0, 
"°'^'  F(x,l  +  „(x-a)) 

für  unbestimmtes  u  durch  (a;  — a)*,  aber  nicht  durch  {«!  —  «)*+' 
teilbar. 
Dafs  aber  diese  Definition  mit  der  unsrigen  wirklich  übereinstimmt, 
beweisen  wir  leicht,  indem  wir  die  ganze  Funktion 

F{x,  Y)  -  o.(s)  Y'  +  «._,(»)  F"-'  +  • .  ■  +  o,(ä!)  F+  a,{x), 
welche  die  linke  Seite  der  Kurven gleiehung  bildet,  wirklich  aufstellen. 
Bedeutet  nämlich  Y  eine  Unbestimmte,  y^,  y^,  ■■ .  y»  aber  die  Konjugierten 
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der   algebraisclieii   Fuaktion  y,    welche  der   Gleiclmng  F  =  0   genügt, 
so  ist  zuimclist,  wie  schon  auf  8.  116  gezeigt  wurde: 

-.a.{x)N{Y-y), 
also  ,  ,  ,  , 

±  F{x,  b  +  uix-a))^  ek,{x)  N(y  -i  -u(x-  a)). 

Wir  wollen  nun  diese  Funktion  noch  weiter  umformen  und 
geradezu  als  Norm  eines  hestimmten  Divisors  darstellen,  und  da  wir 
die  zu  untersuchende  Stelle  (x  =  a,  y  =  V)  als  im  EndUchen  gelegen 
YOrai:^setzen,  so  werden  wir  jetzt  und  bei  analogen  späteren  Unter- 
suchungen von  den  nach  (x  =  oo)  fallenden  Punkten  der  Riemannsohen 
Mäche  SÜj:  TöUig  absehen  und  daher  nicht  mit  den  eigentlichen,  sondern 
mit  den  Idealnormen  der  betreffenden  Divisoren  operieren  können 
(S.  221);  dabei  soll  die  Idealnorm  eines  Divisors  O  kurz  durch  N(€C) 
bezeichnet  werden.  Die  ganze  Funktion  a^i,^)  verschwindet  z.  B.  für 
diejenigen  endlichen  Werte  von  x,  für  welche  y  unendlich  wird  (S.  74), 
und  zwar  tritt,  wenn  ein  Punkt  ^^  A-mal  in  dem  Nenner  Kj,  erscheint, 
der  entsprechende  Linearfaktor  x  —  Xq  J,-mal  in  a,i{x)  auf;  daher  ist 
der  Koeffizient  «„(a;)  einfach  die  Idealnorm  von  Xi^: 

während 

N(n;)  =  1 

ist,  weil  die  Primdivisoren  von  xtx  für  die  Bildung  der  Idealnorm  ohne 
EinfluTs  sind.     Ferner  gelten  die  Divisorengleichungen 

Ux  % 

und    es    haben   der   Voraussetzung   zufolge    die   Zähler  ^^-a  und  äj,_i 

einen  Divisor  h^"'  Ordnung  St  gemein,  dessen  Norm  also  gleich  (x~ay 

ist.     Daher  ist  ^^  g^g 

^-«  =  -.,     y^h  =  —, 

wo  91  und  S  ganze  relativ  prime  Divisoren  sind,  also 

wobei  der  mit  der  Unbestimmten  m  gebildete  Zählerdivisor 

ist.     Somit  erliält  man  einfach  die  folgende  Darstellung: 

±F{x,h  +  »(a:-«))  _  N(ß,)N{t,  -  J,  -  «(«-«))  _  iV(S,.), 
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und  da  N{^)  =  {x~  d)*  und  2„  durch  Xf  teilbar  ist,  so  ist  in  der 
That,  wie  es  sein  soll,  iV(S„)  durch  (ic  — a)*  teilbar.  Diese  Potenz 
von  a;  —  «  ist  aber  auch  die  höchste  aufgehende  Potenz,  da  ein  weiterer 
in  dem  Divisor  S«  enthaltener  und  von  u  unabhängiger  Primdivieor 
von  ji_a  sowohl  in  Stltj,,  als  auch  in  35lta;  enthalten  sein  mürste.  Das 
ist  aber  unmöglich,  weil  keines  der  beiden  Divisorenpaare 

(%,  S),  (TV,  SB) 
einen  gemeinsamen  Teiler  hat  und  ein  Primfaktor  von  J^„a  nicht  in 
Ha  enthalten  sein  kann.  Aus  dieser  Deduktion  folgt  auch  umgekehrt, 
dafs,  wenn  die  Norm  von  S„  durch  (x  —  aY  teilbar  ist,  notwendig 
der  von  u  unabhängige  Divisor  St  vom  k^"  Grade  seia  mu(s.  Beide 
Definitionen  des  fc-fachen  Kurvenpunktes  sind  also  nur  formell  von- 
einander verschieden  und  laufen  sachlicli  auf  genau  dasselbe  hinaus. 
Wir  heben  noch  besonders  folgendes  Teilresultat  hervor,  welches  für 
die  Folge  von  Wichtigkeit  ist: 

Ein  im  Endlichen  gelegener  Punkt  (x^a,  y  =  h)  ist  dann 
und  nur  dami  vielfacher  Kurvenpunkt,  wenn  die  Funktionen 

für  x  =  a  und  j/  =  &  verschwinden.  Dann  und  nur  dann  haben 
%x~-a  und  äj,_r,  mindestens  einen  quadratischen  Teiler  gemein. 
Bei  der  zuerst  gegebenen  Definition  des  /c-fachen  Kurvenpunktes 
wurde  hervorgehoben,  dafs  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  ß  der  beiden 
Divisoren  äi— o  «ud  Jj,— i  ebensogut  aus  Tc  zum  Teil  gleichen,  wie 
aus  lauter  verschiedenen  Primdivisoren  bestehen  kann.  Hierauf  gründet 
sich  eine  erste  Einteilung  der  Kurvensingularitäten,  je  nach  der  Anzahl 
der  verschiedenen  Primdivisoren  ^i,  ^3, ...  ^;,,  welche  in  S  auf- 
treten.    Ist 

t  =  %'  %' . . .  ^:^ 

also 

«1  +  «3  H -J-  «K  =  ^, 

so  giebt  es  im  ganzen  an  der  Stelle  {x  =  d)  st  verschiedene,  durch  die 
Pimkte  ^j,  ^21  ■  ■  ■  ^z  charakterisierte  Reihenentwickelungen  der  Punk- 
tion y,  deren  Anfangsglied  gleich  h  ist.  Daher  gehen  von  dem  Kurven- 
puukte  P  Jc  verschiedene  Zweige  oder  Äste  der  Kurve  aus,  und 
man  kann  auf  jedem  dieser  %  Zweige  zu  henachbarten  Punkten  fort- 
schreiten; wir  werden  daher  die  Kurveusingularifät  als  eine  x-zweigige 
Singularität  bezeichnen.  Schreitet  man  auf  dem  ersten  Aste  vorwärts, 
welcher  dem  Punkte  ^^  der  ßiemannschen  Fläche  entspricht,  so  haben 
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die  Zähler  von  x  —  a  und  y  —  J),   also   auch  der  Zähler  jeder  1 
Verbindung  dieser  Funktionen: 

in  Sßi  die  Ordnungszahl  «,;  d,  h.  jede  Gerade  des  Strahlenhüschels 
|j  =  0  durch  den  Kurvenpvinkt  P  trifft  den  ersten  Kurvenast  in  «j  zu- 
sammenfallenden Punkten.  Die  Tat^ente  an  den  ersten  Kurvenast  ist 
dann  diejenige  Gerade  unseres  Sti-ahlenbüsehels,  für  welche  die  Ordnungs- 
zahl mindestens  a,  +  "l  wird,  und  es  giebt  also  im  ganzen  x  Tangenten 
im  Punkte  P,  welche  ihrerseits  verschiedene  oder  auch  gleiche  Rich- 
tungen haben  können.  Hierdurch  erst  erfährt  der  Begriff  der  Kurven- 
tangente  eine  für  alle  Fälle  ausreichende  Bestimmung,  und  wir  stellen 
daher  die  Definition  auf: 

Besitzt  die   Kurve   in  P  eine  x-zweigige  Singularität,  so 
verstehen  wir  unter   der   Tangente    eine  Gerade,   welche   mit 
dem  betreffenden  Kurvenzweige   einen   Schnitt   von  höherer 
Multiplicität  wie  jede  andere  Gerade  des  Strahlenhüschels  durch 
P  hat;  die  Kurve  hat  dann  in  pjt  verschiedene  oder  zusammen- 
fallende Taugenten, 
Wir    betrachten    nun    zunächst    diejenigen    Kurvensingularitäten, 
welche  in  gewissem  Sinne   die   einfachsten  sind,  weil  sich  auf  sie,  wie 
wir  sehen  werden,  alle  anderen  zurückführen  lassen.    Ist  (a:  =  a,  j/  =  &) 
ein  ft-facher  Kurvenpunkt,  so  treten  in  der  Entwickelung  von  Fix,  y) 
nach   steigenden  Potenzen  von  x  ■—  a  und  y  —-h  zunächst  Glieder   der 
■j^aa  Diniension  auf,  und  zwar  sei,  wenn  wir  die  Glieder  der  r*'"  Dimension 
in  Mr  zusammenfassen; 

F{x,  y)^Uk  +  ^k-^i  +  Mt-i-s  +  ■  ■  ■, 
wobei 

ui,  =  c^{x-ay  +  Ci{x-ay-^(S-V)  +•■■+  ct{y-hy 

ist.    Wenden  wir  nun  das  Diagramm  an  und  bezeichnen  die  Ic  Wurneln 

der  Gleichung 

1)  Ca  +  c^k  +  <!^}ß  +  ---+  ca'  -  0, 

in  welcher  wir  Ci  der  Einfachheit  halber  als  von  Null  verschieden  an- 
nehmen, mit  Xi,  J^,  . . .  Ik,  so  ergiebt  sich  X^(x  —  a)  als  erstes  Glied 
einer  Reihenentwickelung  an  der  Stelle  (a,  h).    Die  Geraden 

y~h-  X^(x-'a)  =  0  (9  =  1,2,. ..ft) 

haben  folgUch  mit  der  Kurve  in  P  nicht  blol's  wie  jede  andere  Cfe- 
i-ade  li,  sondern  mindestens  /s  +  1  koincidente  Punkte  gemein;  sie  sind 
also   die  Tangenten  an  die  Kurve,  da  jede  von  ihnen  wenigstens  mit 
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einem  der  x  Kurvemste  einen  Sehnitt  von  höherer  Multiplizität,  wie 

die  anderen  Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  P  besitzt.     Nehmen 

wir  insbesondere  an,  dafs  die  Wurzehi  i,,  l^,  X^,  ..-h  a^e  voneinaader 

I  verschieden  sind,  so  hat 

^v     \  /       /^  die  Kurve  in  P  einen 

\\  /    /^  ifc  -  fachen    Punkt     m  i  t 

Xv  //  getrennten  Tangen- 

X./^  ten,  wie  es  die  neben- 

^___-_^^    ^^^^^^^^^^  stehende  Figur  für  fc  =  3 

y^  ^f  \^  \,  darstellt.       In     diesem 

(         ^yy  ^^::~--^^         )  Falle      schreiten      die 

/  \,  Reihenentwickelungen 

\  der  Funktion  y  an  der 

i'ia-a»-  Stelle      {a,    b)      nach 

ganzen  Potenzen  von  x  -~  a  fort  und  entsprechen   der  Reihe  nach  den 

k  Wurzeln  Aj,  Aj,  . . .  It: 

~i-i,(x-a)  +  X[(x-«)'  +  -- 
j/j  —  i  =  ^2  (3;  —  a)  +  X'^{cc  —  ay-\ 


2) 

=  Xk{x~a)  +  i:k(x  —  ay^ 

Die  Riemannsche  Fläche  'B^  besitzt  also  für  («  =  «)  h  gewöhnliche 
Punkte  ^1,  5|Ja, . . .  ^j,  welche  gar  keine  Besonderheit  darbieten  und  in 
denen  nur  zufällig  die  Funktion  y  den  gleichen  Wert  b  erhält,  während 
die  Funktion  - —  in  ihnen  die  ]c  ungleichen  Werte  Z,,  A3, . .  .  i^  an- 
nimmtr 

In  diesem  einfachen  Falle  ist  es  auch  ohne  weiteres  möglich,   zu 

bestimmen,  in  welchen  Ordnungen  die  Ableitungsfunktionen  ^  und  -^  - 
in  den  Punkten  $(,  ^ßj, . . .  ^j,  verschwinden.     In  der  That,  da 
F{x,  y)  =  a„{x)  (>  - «/,)  (y-y^)  ■  ■ -(ü-  Vn) 

ist,  so  bat  die  Derivirte  x —  im  Punkte  5ßi  dieselbe  Ordnungszahl  wie 
das  Differenzenprodukt 

an{x)  {yu  -  ^1)  ivä-ys)---  (yi.  -  y/.-i)  {Vh  -  y^+i) ...  (^/i-  ?/*).. .  (</,.  -  »/„). 

Wir  wollen  in  dieser  nur  vorbereitenden  Auseinandersetzung  jetzt  und  in 
der  Folge  annehmen,  dafs  alle  Schnittpunkte  der  beiden  Geraden  ic=a  und 
j/=6  mit  der  Kurve  ins  Endliche  fallen;  dann  sind  die  gemeinsamen  Teiler 

(ä„„„,n^)    und    Cij_6,n^) 
beide    gleich  1,   und   es  ist  (/.„(x)  =  JV{ny)   nicht  durch  x  —  a  teilbar. 
Daher  erhalten  die  ersten  jt  —  1  Faktoren  des  obigen  Produktes 
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die  Ordnungszahl  eins,  wahreud  alle  übrigen  die  Ordnungszahl  Null  haben; 
denn  da  it^  und  i^-a  relativ  prim  sind,  so  ei^eben  sich  für  x  =  a 
aufaer  den  Ueihenentwickelungeu  (2)  noch  n  ~  k  weitere  Entwicke- 
langen, deren  Äaifangsglieder  alle  endlich  und  Yon  b  verschieden  sind. 
Somit  verschwindet  ^~  in  jedem  der  h  Punkte  Sß^,  S^^, . . .  $*  genau 
in  der  (Ä  — 1)""^  Ordnung,  und  da  auch  rix  und  ij,_6  teilerfremd  sind, 

so  trifft  das  gleiche  für  5—  zu:  in  diesem  Falle  sind  also  -5 —  und  5— 

^  dx         '  ex  öy 

beide  genau  durch  das  Produkt  {^1^3  .  . .  %y-^  teilbar. 

Viel  verwickelter  kann  diese  Untersuchung  in  dem  Falle  werden, 
dafs  die  Wurzeln  /^,  Ag, . .  .  ijt  der  Gleichung  (1)  nicht  alle  voneinander 
verschieden  sind  und  also  die  Je  Tangenten 
des  Pimktes  P  sämtlich  oder  teilweise  mit- 
einander zusammenfallen.  Beschränken  wir 
uns  zunächst  auf  den  Fall  des  Doppelpunktes 
(k  =  2),  so  hahen  wir  also 

F{x,y)^u,  +  u^  +  u^  +  ---, 
und  hier  ist  nach  der  Voraussetzung  %  ein 
Quadrat 

i(3  =  {■~l{x~a)  +  {y-l)y, 
während    die    folgenden   Glieder    die   Form 


\ 

^ 

\ 

\ 

\ 
\ 

«. 

W5  =  rt,(x-ay  +  r^{x~af(y- 


-b)+p,(x~ii)(s-b)'+P,(tl~t)' 
-V)  +  ---  +  lt{<l-W 


Stellen  wü-  mm  die  Reihenentwiekelimgen  für  den  Ktirvenpunkt  {a,  h) 

auf,  so  müseen  wir  eine  gaJiKe  ÄnzaM  von  Fällen  untersclieiden,    Sub- 

stituierb  man  nämlich  für  y  die  lineare  Funktion 

S)  ,_r,-6~l(i-o), 

so  genügt  Tj  der  neuen  Gleichung 

4)       yi'+p[t}{x-ä)'+p'(l){x-d)'^  +  i(,l)(x-aY-]--'--0, 

worin 

q{x)  =  20  +  ii^  +  Sä-^^  +  äsJ*-*  -i-  a*^-' 

gesetzt  ist.     Ist  also 

1)  p(^x)  =j=  0,  haben  also  %  und  Mg  keine   gemeinsamen  Wurzeln, 
so  ist  bei  Anwendung  des  Diagramms  (Fig.  30}  der  Pmikfe  %^  =  (2,  0) 
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auf  der  Absciseenachfie  mit  dem  Punkte  9l„  =  (0,  3)  auf  der  Ordinaten- 

actse  zu   verbinden;   die  Steigung   der  Sebne  ist  also  --'  ^''^^  ^^  ^'^^ 

somit   das   Anfangsglied    der    Entwickelung   Yon   tj    gleicli   e(x  —  a)   , 
wo  der  Koeffizient  e  durch  die  G-Ieichui^ 

bestimmt   ist.     Also   erhält   man   in  diesem  Falle  iür  y  —  b  die  Reihe 

)/-&=.  A (a; -«)  + e(«- «)'+■■ ., 
worin    e  =  y—p{^)  von  Null   verschieden   ist.     Die  Kurve  besitzt  als- 
dann in  P  einen  Rückkehrpunkt  (Fig.  31)  derart,  dafs  sie  von  einer 
beliebigen,   durch  P  gehenden   Ge- 
/  raden  in  zwei,   von  ihrer  Tangente 

/  ,^!,-»(a:-«)_0 

aber   in  drei  kobicidenten  Punkten 
...___  gg).j.Q£fg]j    T^jj-d;   denn   die    auf    der 
linken  Seite  dieser  Gleichung  stehende 
Funktion    vei^chwindet    in    dritter 
^8-  ä^-  Ordnui^,    während    eine    beliebige 

lineare  Verbindung  von  x  —  a  und 
y  —  &  im  allgemeinen  nur  die  Ordnungszahl  zwei  hat.  Die  Riemannsche 
Fläche  Sfti  besitzt  an  der  Stelle  (x  =  a,  y  =  J))  einen  Verzweigungs- 
punkt  $  von  der  ersten  Ordnung,  und  wenn  man  die  Ableitungs- 
funktion w—  bildet,  so  ergiebt  sich  für  sie  unter  den  vereinfachenden 
Annahmen,  die  wir  gemacht  haben,  daCs  sie  in  ^  in  dritter 
Ordnung  veraehwiadet. 

2)  Wenn  p(X)  =  0  ist,  so  gebt  die  obige  Öleiehung  (4)  über  in 
f  +  p'(_l)(x^afri  +  q{i.){x^ay  +  ---  =  0; 
in   dem    zugehörigen   Diagramm    enthält   die   letzte  Begrenzungssehne 
die    Punkte    %„^(0,A),   ^^  =  (2,2),   SI^  =  (2, 0),     sie    besitzt    also 
die   Steigung  2,   und   der  zugehörige   Anfangskoeffizient  e   wird  durch 
die  quadratische  Gleichung 
5)  e'+p'il)e^-q{X)  =  0 

geliefert.      Hat   also    die   quadratische    Gleichung   (5)    zwei    ungleiche 

Wurzeln  ft^  und  (ig,  so  findet  mau  zwei  verschiedene  Entwickelungen, 

welche  beide  nach  ganzen  Potenzen  von  x  —  a  fortschreiten: 

y  -b  =  k(x-a)  +  (i^i^-  o)'  +  ■■■ 

y  —  b  =  l(x  —  a)  +  (ii{x  —  aY  -\ 
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DieKurrehat  in  diesem  Falle  (Fig.  32)  einen  Selbstberührungspunkt; 
bricht  mau  nämlieh   eine  der  beiden  Reihenentwickelimgen   uacli  dem 
zweiten   Gliede  ab,  so  stellt 
jede  dieser  Gleichm^en  eine 
Parabel  dar,  welcbe  mit  dem 
einen    Kurvenaste    eine     ge- 
wöbnliche,   mit  dem   andern 
aber    eine    osculierende    Be- 
rührung hat,  und  die  Kurve - 
besteht  also  in  der  Umgebung 
der  Stelle  P  aus  zwei  parabel- 
fönnigen,   sich   daselbst    be- 
rührenden   Ästen,    zwischen 
welchen  unendlich   viele  Pa- 
rabeln hindurehgelegt  werden 

kömien.  Die  Biemannsche  Fläche  aber  besitzt  in  diesem  Falle  daselbst 
zwei  gewöhnliche,  übereinander  liegende  Punkte  ^^  und  ^^i  ™  denen 
beiden  y  =  h  wird,  während  die  Funktion 

in  ^,  und  ^  die  ungleichen  Werte  (ij  und  ft^  annimmt.  Die  Ab- 
leitung 5—  wird,  wie  man  ebenso  wie  früher  ermittelt,  in  iß,  und  ^^ 
je  in  zweiter  Ordnung  Null. 

3)  Wenn  aber  die  quadratische  Gleichung  (5)  zwei  gleiche  Wurzeln  (t 
hat,  so  hat  man  die  Gleichung  F=0  zunächst  durch  die  Substitution 
■^  =  y  —  ])  ~  3,(x  —  a)  ~~  n (x  —  ay  zu  transformieren  und  findet  alsdann 
bei   Anwendung   des  Newtonschen  Diagramms,   dafs  ij  im  allgemeinen 

von  derselben  Ordnung  wie  (x  ~  a)^  wird.  Es  ergiebt  sich  nämlich 
die  Reihenentwickelung  . 

worin  der  Koeffizient  v  aus  der  Gleiehtmg 

-  2v'  ^p"iX)q{X)  -  g'WW  +  2r{l), 
r(X)  =  »0  +  r^l  +  »"a^'  4-  »-3^1*  +  ni*  +  TrJ'- 
zu  bestimmen  ist  und  daher  im  aUgemeinen  nicht  verschwindet.  Die 
Kurve  besitzt  alsdann  in  P  (Fig.  33)  eine  sogenannte  Schnabelspifcze, 
der  Kurvenast  gabelt  sich  nämlieh  wie  heim  gewöhnlichen  Rückkehr- 
punkte in  zwei  Teile  mit  gemeinsamer  Tangente,  aber  diese  beiden 
Kurvenzüge  liegen  auf  derselben  Seite  der  Tangente  in  P,  denn  für 
hinreichend  benachbarte  Kurvenpunkte  nimmt  die  Funktion 
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y  ~  h  ~  X{x  —  a)  =  iiix  —  df  +  v{x~d)^  H 

stets  das  Vorzeichen  von  ,«  an,  einerlei,  ob  man  auf  dem  einen  oder 
dem  andern  Knrventeile  von  P  aus  fortschreitet.*)  Konstruiert  man 
hingegen  die  hyperosculierende  Parabel 

y  ~h  —  l(x  —  a)  —  ii{x  —  <if  =  Q, 
so    geht   diese   zwischen   den   beiden  Kurvenzügen  hinduich,    da   mau 
offenbar  für  kleine  Werte  von  x  —  a  zwei  GrÖfsen  verschiedenen  Vor- 
zeichens erhält,  je  nachdem   man  der  Potenz  (x  —  a)     den  einen  oder 
den  andern  Wert  sjuerteilt.  Die  Riemannsehe  Fläche  hat  für  {x  =  a,  y^^h) 


einen  Windungspunkt  ^  erster  Ordnung,  und  die  Ableitungafunktion  -^ 
vereehwindet  in  ^  in  fünfter  Ordnung. 

Wie  man  sieht,  erschöpfen  die  hier  aufgeführten  Singularitäten 
nicht  einmal  den  Fall  Z.'  =  2  vollständig,  da  ja  der  Koeffizient  v, 
welcher  vorher  als  von  Null  verschieden  vorausgesetzt  wurde,  seinei"- 
seits  wieder  Tersch winden  kann,  was  zu  neuen  Singularitäten  Ver- 
anlassung ^be.  Behandelt  man  die  hier  eintretenden  Möglichkeiten 
nach  gleicher  Methode  und  setzt  alsdann  die  Untersuchung  für  den 
Fall  ft  >  2  fort,  so  erhält  man  immer  neue  Singularitäten  ver- 
schiedenen Charakters,  deren  Aufzählung  zu  einer  unübersichtlichen 
und  verwirrenden  Vielheit  fähren  würde.  Wir  gelangen  aber  zu  einer 
alle  Möglichkeiten  umfassenden  Übersicht  der  verschiedenen  Kurven- 
singularitäten, wenn  wir  von  der  Erwägung  ausgehen,  dafs  die  bereits 
behandelten  Spezialfälle  sich  vor  allem  auch  dadurch  unterscheiden, 
dafs  die  Ableitunssfunktionen  -5—  und  „--  in  den  zu  P  sehöriaen 
Punkten  der  Uiemannschen  F^ehe  ganz  verschiedenes  Verhalten  zeigen, 
Wii-   werden   so    darauf   geführt,    die    diesen  Funktionen    zugehörigen 

*)  Allerdings  Betaen  diese  Ausfülirungeii  fi  ^=  0  vorans.  Wenn  fi  =  0  ist, 
untersclicidet  sicli  die  Schnall  elspitae  üuTaerlioli  von  ciaem  gewölmliclieii  Rückkelit- 
punkte  nur  dadurch ,  dafs  die  beidca  nach  verschiedenen  Seiten  laufenden  Kuryea- 
züge  sich  näher  an  die  Tangente  anschmiegen. 
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einer  rräheren  Untersuclmiig  zu  unterziehen  und  von  hier 
aus  eine  Einteilung  und  einen  "Überblick  Über  die  sämtlichen  bei  einer 
Kurve  möglieben  i 


Es  werde,  um  die  vorher  angekündigte  Untersuciinng  vorzunehmen, 
die  linke  Seite  der  Kurvengleichung  nach  Potenzen  von  x  oder  y 
geordnet;  dann  ist,  wenn 


1) 


F{^,^)='^  ^c^rX"y^ 


=  a„{x)r  +  tt„-i(a;)r~'  +  ■  ■  ■  +  a,{x)y  +  a^ix) 
=  K{y)x"'  +  K-r(y)x'"-^  +■■--[-  \{y)x  +  h^ 
ist,  entweder 

ia^{x)  =  C^rX'"  +  Cm-i.ra;'"^'  H h  co* 
oder 
\{y)  =  c,.«r  +  c^,"-i  ?/"""'  +■■■+  Cf,i,. 
Dann  handelt   es  sich  im  ■wesentlichen  nur  um   die  Untersuchung  des- 
jenigen Divisors,  welcher  der  dem  Körper  K(x,  y)  angehörigen  Funktion 

3)       If  -  ««.wr-'  +  (»-  i)».-iWr-  +  •■•+».« 

SF 
zugeordnet  ist,  da  die  andere  Äbleitungefunktion  -^  mit  dieser  in  ein- 
fachem Zusammenhange  steht.    Betrachten  wir  nun  in  der  Gleichung  (1) 
X  als   unabhängige  Variable   und  bezeichnen  die  Konjugierten  der  ab- 
hängigen Variabebi  tf  mit  yi,y^,  ■  ■  -y^,  so  ist,  wie  wir  wissen: 

F{x,y)  =  a„{x){y -y^{y -y^) . . .  (y-yn), 
also  die  h*"  Konjugierte  von  -^ : 

und   dieses  Differenzenprodukt   ist   also    für   eine   beliebige   Entwicke- 
lung  «/a  der  Funktion  y  zu  untersuchen. 

Diese  Betrachtung  wollen  wir  zuimchst  in  der  Weise  verein- 
faelieji,  dafs  wir  jede  der  beiden  Variabeln  einer  passenden  linearen 
Ti-ansformation  «1  +  ö  a'ri4-  S' 

*^ylT*'     ^^  y'v  +  S' 
unterwerfen   und   uns   gestatten,   an  Stelle  der   Gleichung  F(_x,  y)  ^0 
die  transformierte  Gleichung   *(!,  ij)==0   zu  bebandeln.     Wir  werden 
dann  nachträglich  die  Wirkung  einer  derartigen  Transformation  unter- 
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sueheü  und  aeigen,  daCe  dieselbe  für  unsere  Zwecke  überhaiipt  ganz 
unwesentliclier  Natur  ist.  Damit  wird  also  das  zunächst  unter  ver- 
einfachten Annalimen  abgeleitete  Resultat  als  allgemein  giltig  erwiesen 
sein. 

Diese  Vereinfachung  besteht  aber  in  zwei  Abnahmen  verschiedenen 
Charaktei^.  Betrachten  wir  die  Gerade  (x  =  oo),  so  schneidet  dieselbe 
die  Kurve  in  n  Punkten,  welche  gewöhuliche  oder  singulare,  getrennte 
oder  zusammenfallende  Punkte  sein  können;  wir  wollen  annehmen,  dafs 
sie  die  Kurve  in  n  getrennten,  gewölmlidien  Punkten  achneidet, 
und  dafs  die  zugehörigen  Werte  ßj,  ß^,  . . .  ß„  von  y  endlich  sind. 
Ebenso  soll  die  Gerade  (»/  ^=  co)  die  Kurve  ia  m  getrennten  ge- 
wöhnliehen  Punkten,  schneiden,  zu  welcher  endliche  Werte  Kj,  Kj,  .  - .  k™ 
von  X  gehören. 

Die  zweite  Annahme  ti-ifft  eine  Pestsetzung  über  die  Koordinaten 
derjenigen  Kurvenpunkte,  welche  dem  Verzweigungsdivisor  3^  öi'-t' 
sprechen.  Die  geometrische  Bedeutung  dieses  Verzweigungsdivisors 
bei  der  auf  S.  367  gegebeneu  Interpretation  des  Koordinatensystems 
ist  leicht  zu  erkennen.  Verbinden  wir  das  Centram  Ä  des  ersten 
Strahlenbüsehels  mit  einem  Kurvenpunkte  P,  so  hat  die  Gerade  AP 
im  allgemeinen  mit  der  Kurve  in  P  nur  einen  einfachen  Schnitt- 
punkt, einen  mehrfachen  vor  allem  aber  dann,  wenn  die  Gerade 
AP  in  P  die  Kurve  berährt,  und  diese  Berührungspunkte  P  der 
Kurve  liefern  also  einen  Beitrag  zum  Verzweigungsdlvisor  Q^,  da  ja 
in  allen  Punkten  dieses  Divisors  je_n  ^on  höherer  als  elfter  Ordnung 
verschwindet.  Aufser  diesen  Berührungspunkten  der  von  A  an  die 
Kurve  gelegten  Tangeuten  können  nur  noch  die  singulären  Punkte 
einen  Beitrag  zum  Divisor  Q^  geben;  diese  komplizierteren  Verhältnisse 
sollen  später  eine  ausführhche  Erörterang  finden,  für  jetzt  genügt  die 
Bemerkung,  dafs  durch  den  Divisor  3*  jedenfalls  eine  endliche  Anzahl 
von  Punkten  auf  der  Kurve  bestimmt  wird,  und  dafs  dieselben  nur 
von  der  Wahl  des  Centrums  A,  aber  nicht  von  der  Auswahl  der  Grund- 
strahlen des  Büschels  abhängen.  Denn  führen  wir  durch  lineare 
Transformation  a;  in  |  über,  so  ist,  wie  schon  auf  S,  249  bemerkt  wurde, 
3^  '^  3li  was  eben  der  Inhalt  unserer  Behauptung  ist.  Wir  wollen 
nun  die  Annahme  machen,  dafs  in  den  durch  den  Divisor  3i  be- 
stimmten Kurvenpunkten  P  und  in  ihren  konjugierten,  welche  durch 
die  s'ämtlichen  Strahlen  j4P  auf  der  Kurve  ausgeschnitten  werden,  die 
Variable  y  endhch  ist. 

Man  überzeugt  sich  sehr  leicht  davon,  dafs  man  wirklich  durch 
lineare  Transformation  den  sämtlichen  Annahmen  genügen  kann.  Denn 
da  man,   wenn  die   Punkte  A  und  B   gewählt  sind,  jede  Gerade   der 
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beiden  Strahlenbtiechel  zur  Greraden  {x  =  oo),  resp.  {y  =  oo)  maclieu 
kanii,  so  läTst  sieh,  nachdem  die  zum  Verzweigvmgsdivisor  ß^  gehörigen 
Punkte  P  nnd  ihre  konjugierten  hestimmt  sind,  zunächst  die  Gfexade 
(j/  =i  oo)  so  wählen,  dafs  sie  an  diesen  Punkten  vorbeigeht  und  überdies 
die  Xurve  in  m  gewöhnlichen  nnd  distiukten  Punkten  schneidet;  nach- 
dem dies  geschehen,  kann  man  alsdann  die  Gerade  {x  =  oo)  so  wählen, 
dafs  sie  ebenfalls  die  Knrve  in  n  gewöhnlichen,  distinkten  Punkten 
schneidet  und  die  Gerade  (?/  =  oo)  nicht  auf  der  Kurve  trifft.  Weim 
diese  Bedingungen  sämtlich  erfüllt  sind,  so  ist  also 

1)  der  grÖ&te  gemeinsame  Teiler  (ii^:,  nj,)  =  1; 

2)  bestehen  n^  imd  n^  aus  lauter  verschiedenen  Primteilern; 

3)  sind  die  gröüten  gemeinsamen  Teiler  {^x,  llj)  und  (ßa,,  n,,)  =  1 
nnd  es  sind  auch  die  zu  den  Primfceüem  von  ßi  konjugierten 
Divisoren  in  Jt^;  nicht  enthalten, 

Wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  ist  die  Art  des  Unendlich- 
werdena,  der  Funktion  -tt—   sofort   festzustellen.     Die   Funlction  besitzt 

"^y        .  . 

offenbar  nur  in  den  Punkten  einen  Pol,  in  denen  x  oder  j/  unendlich 
wird,  also  in  denjenigen,  welche  den  n,  resp.  m  Primfaktoren  von  n.^ 
und  Hy  entsprechen;  diese  sind  aber  nach  unserer  Voraussetzung  alle 
voneinander  verschieden.  Die  Gerade  {y  =  oo)  schneidet  aber  die  Kui-ve 
in  m  verschiedenen  Punkten  (a;  =  Kj,  «g, ...  ff^),  in  denen  die  Eiemannsehe 
Fläche  9ti  unverzweigt  ist.     Also  ist  die  Idealnorm 

JV"(lt^)  =  a„{x)  =  {x- «i) (w-R^)  ...{x~ «,„), 
und  wir  erhalten  für  x  ~  a^  eine  Reihenentwickelung,  welche  nur  ein 
Glied  mit  dem  negativen  Exponenten  —  1  enthält: 

während  die  konjugierten  Eeihenentwickelimgen  y^,  y^,  ■  ■  •  y^  aach  den 
getroffenen  Annahmen  nur  Potenzen  mit  positiven  Exponenten  erhaltefi. 
Das  Produkt     .gp, 

(■^\ ■=  »«(3^)  (^1  -  2/s)  (yi  ~  ys)  ■  ■  ■  («/i  -  J/«) 

besteht  somit  aus  n  Faktoren,  von  denen  der  erste  in  unserem  Punkte 
die  Ordnungszahl  1,  die  letzten  w  —  1  die  Ordnungszahl  —  1  besitzen. 
Die  Punktion  -^  enthält  also  jeden  der  m  Primdivisoren  von  n^  in  der 
—  («  —  2)'°"  Potenz  und  ihr  Nenner  ist  also  ein  Vielfaches  von  n"~^. 
Noch  einfacher  ist  die  Feststellung  der  Ordnungszahlen  für  die 
Primfaktoren  von  n^.  Für  3;  =  oo  erhalten  wir  die  n  konjugierien 
Reihenent  Wickelungen  ^ 

yr  =  ß^  +  i^:^i  +  ---  (*  =  1,2,3,,,,«). 
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welche  zufolge  unserer  Voraussetzung  sämtlich  gewöhnliclie  Potenz- 
Teiheu  und  deren  Anfangsglieder  ß^,  ß^, . . .  ßa  voneinander  verscHedeu 
sind.     Folglich  hat  in,  dem  Produkte 

(~8y)k^  «"(^)  iyi^  -  ?/i)  ■  ■  ■  (y^  -  y«) 

der  erste  Faktor  die  Ordnungszahl  —  m,  weil  er  eine  ganze  Funktion 
m'*"  Grades  ist,  während  alle  folgenden  Einheitsfunktionen  sind;  die 
Derivirte  -w—  enthält  also  jeden  Primdivisor  von  n^r  in  der  —  m^^"  Potenz 
und  ihr  Nenner  ist  also  genau  n^'n"~^. 

Gehen  wir  jetzt  dazu  üher,  das  Verhalten  der  Punktion  -^  in  ihren 
Nullpunkten  festzustellen,  so  ist  klar,  dal's  sie  in  jedem  a- blättrigen 
Verzweigungspunkte  der  Riemannaehen  F^che  ^Ji  mindestens  die 
Ordnungszahl  ß  —  1  besitzt;  denn  in  dem  Produkte 

a.(^)  {yi  -  y^)  O/i  -  j/s)  ■  ■  ■  (yi  -  y«) 

erhalten  die  a  ersten  Entwiekelungen  y^,  y^i  ■  •  •  V"  ^'^'i"  Potenzen  mit 
positivem  Exponenten  und  dasselbe  Anfangsglied,  die  a—1  Differenzen 
yi~y%i  ■  •  ■yi~y'^  haben  also  positive  Ordnungszahlen,  während  die 
Ordnungszahlen  der  übrigen  Paktoren  nach  der  letzten  von  uns  ge- 
troffenen Annahme  jedenfalls  nicht  negativ  sind.  Indem  wir  eine 
genauere  Untersuchung  dieser  Verhältnisse  auf  später  verschieben, 
genügt  es  für  jetzt  festgestellt  zu  haben,  dafs  der  Zähler  von  -p— 
durch  den  Verzweigungsdivisor  Qi  teübar  und  der  Nenner  gleich  dem 
Produkte  n™Il"~^  ist,  so  dafs  wir  setzen  können: 
dF  ^     ^3^ 

wo  %  einen  ganzen  Divisor  bedeutet.  Derselbe  Divisor  S)  tritt  auch 
im  Zähler  der  Ableitungsfunktion  -g—  auf;  denn  berücksichtigen  wir,  dafs 

dF  ^  _  dFdy 

ox  ~         dy  dx 
und  nach  dem  auf  S.  292  bewiesenen  Satze 

ist,  so  nnden  wu- 

SF  S)S„ 

4a)  -  g^  =  ^^^- 

Es  erübrigt  nun  noch,  die  Wirkung  einer  linearen  Ti-ansformation 
der  Variabein  zu  untersuchen;  hierzu  genügt  es  offenbar,  nur  eine  der 
beiden  Variabein  !e  einer  Hubstitution 
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ZU  unterwerfen,  da  wir  ja  hintertäreiu  aueli  auf  die  andeie  eine  ganz, 
ebensolche  Transformation  ausüben  können  Geht  nun  duicli  (5)  F=0 
in  (J)  =  0  über,  so  ist,  da  die  Variable  x  bia  zum  h?'^"  Gratle  auf- 
steigt, identisch  „,      %  ,  *  ,  »,        *  ,<.     x 

also  wenn  man  differenziert  und  ad  ~  ßy  =  1  annimmt: 
9*        SFf  t  LAW 

Nun  ist  j'l  +  ö  Null  in  den  Punkten,  für  die  a;  =  oo  ist,  und  hat  die- 
selben Pole  wie  ^,  also  hat  man  die  Diviaorenzerlegung 

ferner  ist  3.t  =  3e)  '^^^^  schon  früher  bemerkt  ^Yi.irde,  und  folglich 
findet  man  -., 


38 -»r^.; 

Diese  Formeln  haben  aber  genau  dieselbe  Form  für  das  Gebilde 
'i>{^,  y)  =  0  wie  die  ursprünglichen  für  das  Gebilde  F(x,  y)  =  0. 
Eine  lineare  Transformation  einer  oder  auch  beider  Variabein  M'efc 
somit  deai  Divisor  SD  ganz  unberührt,  und  es  ist  also  gleichgültig,  ob 
man  den  Divisor  S  durch  die  Formeln  (4)  und  (4a)  für  das  ursprüng- 
liche oder  für  irgend  ein  durch  lineare  Transformation  der  Variabein 
aus  ihm  hervorgehendes  GfebiWe  definiert. 

Der  Divisor  3)  hat  hiemach  die  Eigenschaft,  dafs  in  den  ent- 
sprechenden Punkten  der  Riemannschen  Fläche  sowohl  -g—  als  auch  -j- 
Null  wird,  vorausgesetzt,  dafs  die  zugehörigen  Werte  von  x  und  y 
endlich  sind,  was  durch  lineare  Transformation  stets  erreicht  werden 
kann;  jeder  Primteiler  von  2)  entspricht  also  einem  vielfachen  Punkte 
der  Kurve  F{Xf  y)  =  0.  Umgekehrt  lehrt  die  nachfolgende  Diskussion 
dieses  Divisors,  dafs  alle  Punkte  der  Eiemaimschen  Fläche,  welche 
Singularitäten  der  Kurve  entsprechen,  in  23  auch  wirklich  vorkommen, 
und  zwar  in  einer  bestimmten  Multiplizität,  welche  von-  der  Beschaffen- 
heit der  Singulai-ität  bedingt  ist.  Aus  diesem  Grunde  bezeichnen  wir 
S)    als    den    Divisor    der    Doppelpunkte    oder    der    singulären 
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Punkte  der  Kurve  F(x,y)  ^0.  Er  spielt  in  der  Theorie  der 
algebraischen  Kurven  eine  Bolle  von  ähnhcher  Wichtigkeit,  wie 
der  Yerzweigungsdivisor  in  der  Theorie  der  Riemannschen  Fachen; 
hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs,  während  der  Verzweigungs- 
teiler Qi  nur  Ton  der  Variabehi  x  abhängt  und  derselbe  bleibt,  gleich- 
viel welche  abhängige  Variable  y  man  innerhalb  des  Körpers  K{x,  y) 
gewählt  haben  mag,  der  Divisor  S  von  beiden  Variabein  x  und  y, 
also  von  der  Kurve  abhängt  und  sich  im  allgemeinen  auch  bei 
birationalen  Transformationen  nur  einer  dieser  beiden  Variabein  ver- 
ändert.    Nur  lineare  Transformationen  sind  auf  ihn  ohne  Einflufs, 

Der  Divisor  ®  ist  durch  die  Gleichung  (3)  als  ein  Teil  des  Zählers 
von  -R—  defimert;  nachdem  nämlich  festaeatellt  ist,  dafs  die  Funktion  ^— 
für  ein  algebraisches  G-ebilde  mit  den  Ordnui^szahlen  m,  n  den  Nenner 
n^n""^  oder  einen  Teiler  hiervon  erhält,  ist  er  derjenige  Teil  des 
Zählers  dieser  Funktion,  welcher  nach  Absonderung  des  hier  immer 
als  Faktor  auftretenden  Verzweigungsdivisors  3^  übrig  bleibt.  Die 
nachfolgenden  Betrachtungen  werden  die  Zweckmäfsigkeit  dieser  Defi- 
nition erweisen.  Unstatthaft  wäre  es,  den  Divisor  Sl  als  den  grofsten 
gemeinsamen  Teiler  der  Zähler  der  Ableitui^funktionen  -g—  und  -g—  be- 
stimmen zu  wollen,  weil  diese  aufs  er  S)  noch  weitere  gemeinsame 
Teiler  haben  können,  wenn  nämlich  ^^  und  3^  solche  besitzen.  Dagegen 
kann  man  die  Einführung  des  für  diese  Untersuchungen  überflüssigen 
Yerzweigungsteilers  vermeiden,  wenn  man  von  dem  Divisor  ausgeht, 
welcher  dem  Differential 
5)  (^^  _  _^  =.  _  _^ 

d^  oy 

zugeordnet  ist.  Denn  da  nach  den  Ausführungen  des  §  3  der  neun- 
zehnten Vorlesung  dem  Differential  dx  der  Divisor  -|  zugehört,  so 
erhält  man  nach  Formel  (4)  * 


dy 

so  dafs  sieh  der  Verzweigungsteiler  3^  forthebt.     Es  ergiebt  sich  also 
der  Satz: 

Der  Divisor  %  der  Doppelpunkte  ist  der  Nenner  des  dem 

Differential  d<p  zugehörigen  Differentialteilers,  wenn  äff  durch 

Gleichung  (5)  definiert  ist. 
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Die  Ordnung  des  Divisors  ®  ist  stets  eine  gerade  Zahl  2d,  denn 
ans  den  Grleichungen  (4)  und  (4a)  ergiebt  sich,  weil  Zähler  njjd 
Nenner  der  Fnjiktionen  -^  «nd  5-  von  gleicher  Ordnung  sind: 

=  2  (w  —  1)  m  —  Wx, 
und  da  die  Verzweignngszahlen  w^  und  Wg  gerade  Zahlen  sind,  ao  ist 
es  auch  2d,     Führt  mai  an  ihrer  Stelle  lieber  das  Geschlecht 

^  =  Y  -(w-l)=  f -(m-1) 
ein,  so  findet  man  die  symmetrische  Formel 
6)  ä  '^  (m  —  V)  {ii  —  1)  —  p. 

Da  p  nicht  negativ  ist,  so  ergiebt  sich  für  d  die  obere  Grenze 

<ig(».-i)(»-i), 

ein  Öebilde  mit  den  Ordnungszahlen  m,  n  kann  also  nie  mehr 
als  {m  —  V)[n  —  X)  Doppelpunkte  haben,  und  diese  Zahl  nur 
dann,   wenn  p  =  i),  das  Gebilde  also  rational  ist. 


Will  man  jetzt  für  eine  gegebene  Kurve  F{x,  y)  ~0  den  Bei- 
trag berechnen,  welchen  eine  bei  (j"  =  «,  y  =  h)  liegende  Singularität 
zum  Divisor  der  Doppelpunkte  Hefert,  so  kann  man  einfach  in  der 
Weise  verfahren,  dafs  man  in  allen  Punkten  der  Raemaunschen  FMehe, 
die  diesem  Kurvenpunkte  entsprechen,  die  Reihenentwickelungen  der 
Funktion  y  aufstellt,  aus  ihnen  dai  Difierenzenprodukt  -—  bildet  und 
sodann  die  Formel  (4)  des  vorigen  Abschnittes  anwendet.  Dabei 
können  und  wollen  wir  überall  voi^aussetzen,  dafs  die  Zahlen  a  und  h 
endheh  sind  und  dafs  das  Gleiche  aneh  von  den  übrigen  tm  x  =  a 
gehörigen  Werten  von  y  gilt;  denn  dies  kann  durch  lineare  Trans- 
formation der  Variabehi  stets  erzielt  werden.  Dann  besitzt  also  auch 
der  Faktor  a„{x]  =  J^(Hj),  der  in  -^r—  auftritt,  an  den  zu  unter- 
suchenden Stellen  stets  die  Ordnungszahl  Null  und  kann  daher  fort- 
gelassen werden. 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  zunächst  in  dem  Falle  durch- 
führen, dafs  dem  singulären  Punkte  P  der  Kurve  nur  ein  Punlut  ?ß 
der  Riemannschen  F^che  entspricht,  die  Singularität  der  Kurve  also 
nach  Art  des  Rückkehrpunktes  und  der  Schnabelspitze  einzweigig  ist. 
Es  mag  r^mlieh  im  Punkte  ?|J  die  Reihenentwickelung  gelten: 

Hanaal  u,  LandaTjerg,  Algebriiischo  Tunktignen  ütt.  25 
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i/i  -  h  ="  Kx  —  aY  +  }.^{x  —  ay  +  X^{x-~-ay  -\ , 

so  dafs  die  Riemannsclie  Pläehe  St^,  daselbst  einen  r-blättrigen  Win- 
dimgspunkt  besitzt.  Bezeichnen  wir  nun  mit  m  eine  primitive  r*'  Ein- 
heitawurael,  so  entspringen  ans  der  Reihenentwickelimg  r  ~  1  konjugierte : 

worin  h  die  Werte  1,  2, ...  r~  1  annimmt.  Dann  hat  die  Funktion  -g— 
in  ^  dieselbe  Ordnungszahl,  wie  das  Differenzenprodukt 

(?fi  -  y%)  dfi  -ys)---  (yi  -  y-), 

denn  die  übrigen  Faktoren  ffnCa^),  J/i  —  «/r+ij  ■  ■  .  ^i  — ^n  sind  sämtlich 
EinheitsfuuttJonen,  weil  yr-\-i,  ...)/„  fflr  9:  =  a  endliche  und  von  ö  ver- 
schiedene Werte  erhalten.  Bezeichnen  wir  nun  den  gröfsten  gemein- 
schaftlichen Teiler   von  r  und  s  mit  (r,  s)   und  bilden  der  Reihe  nach 

{tj  s)  =  »*i,     (rj,  Sj)  =  »2,     (»"g,  Sg)  =^  »"3, . . ., 
90  müssen  wir  in  der  Bildung   dieser  Zahlen  so  weit   gehen,  bis   der 
Teiler  eins  erreicht  ist.     Berechnen  wir  nämhch  die  r  —  1  DifPerenzen 

yi-yi<+i  =  A(l-w"')  (a; -»)'■  + Ai(l-ra'"')(.:c- a)'  +-■■ 

(fi-  1,  2,  .  ,  .  J--1), 

so  liefert  eine  solche  zu  dem  Differenzenprodukt  -tt-  als  Beitrag  den 
Fabtor  (a;  —  et)"",  wenn  nicht 

ist.    Wenn  aber  diese  Gleichung  für  einen  Wert  von  Ji  erfüllt  ist,  so  ist 

hs  PE  0     (mod.  r), 
also 

fel-^O     (mod.-^), 

und  da  —  und  —  teilerfremd  sind,  so  mufs  Ji  ein  Vielfaolies  von  --> 
also  h  eine  der  Zahlen 

sein.  Schaltet  man  zunächst  diese  r,  —  1  Differenzen  aus,  so  liefen] 
die  übrigen  den  Beitrag  sjj'f''~''i\ 

Betrachten  wir  jetzt  die  vorher  ausgeschalteten  Differenzen,  so  hat 

jede  derselben  deu  Faktor  (x  —  äy ,  wenn  nicht 
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/iSj  =  0     (mod.  r) 
ist.     Da  aber 


ist,  wo  \  eine  der  Zahlen  \,2, .  .  .v^  —  l  ist,  so  nmfs  alsdann  -^ 
eine  ganze  Zahl,  also  \  ein  Vielfaches  Ton  -^  sein..  Sieht  man  also 
wieder  von  diesen  r^  — 1  Differenzen  ab,  für  welche 

also 

ist,  so  ergeben  die  übrig  bleibenden  den  Beitrag  Sß''''"'"'''"'^  umJ  durch 
Fortsetzung  dieses  A^erfahrens  findet  man,  dafs  -g—  genau  durch  ^^ 
teilbar  ist,  worin  der  Exponent 

1)  e  =  s{r-r;)  +  s,{r,-r^)  +  s^ir^-r^)  +  •■  ■ 

ist  und  die  Summe  soweit  fortzusetzen  ist,  bis  der  Teiler  r,,  =  1  auf- 
tritt. Andererseits  erhält  der  Verzweigungsdivisor  Q,,  die  folgende 
Potenz  von  ^: 

Zufolge  der  Formel  (4)  des  vorigen  Paragraphen  tritt  also  im  Divisor  ® 
der  Doppelpunkte  der  Primteiler  ^  in  der  Potenz 


auf,   deren   Exponent   in   eine    der   beiden   folgenden   Formen    gesetzt 
werden  kann; 

, -(s- !)(,-,•,)  + fe-l)(r,-r,)+ {s,-l)(r,-0+.. ■ 
2)       oder 

.-(s~l)(r~  1) +(»,-8)(r,- 1)  +  (s,-s,)(f,-l) +... 

Aus  dieser  Formel  ergiebt  sich  u.  a.  auch,  dafs  jeder  Punkt  ^,  welcher 
sowohl  in  Q^  wie  in  ß^  vorkommt,  auch  im  Divisor  ®  der  Doppelpunkte 
auftritt;  denn  in  der  Eeihenentwickelung  au  dieser  Stelle  sind  alsdann 
die  Zahlen  r  und  s  gröiser  als  eins,  woraus  folgt,  dals  der  eben  be- 
stimmte Exponent  e  positiv  wird.  Aus  diesem  Grunde  ist  auch,  wie 
schon  auf  S.  383  angegeben  wurde,  jeder  Primdivisor,  für  welchen  y- 
und  -jr-  verschwinden,  notwendigerweise  Teiler  von  ®;  denn  aus  den 
Formeln  (4)  des  vorigen  Paragraphen  geht  hervor,  dafs  ein  derartiger 
Teuer  andernfalls  in  ^^  und  Q,j  enthalten  sein  miifste,  und  dies  kann 
nicht  der  FaU  sein,  wenn  er  in  S)  nicht  enthalten  ist.  Andererseits 
sieht  man   auch,   dals   ®   im   allgemeinen  nicht  mit  dem  gröfsten  ge- 
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meinsameii  Teiler  der  Z'äUer  von  -2-  und  -=—  identisch  ist,  nämlieh 
immer  dann  nicht,  wenn  für  einen  Punkt  5ß  die  Zahlen  r  und  s,  welche 
nach  S.  248  die  OrdnungSKahlen  von  x  —  a  und  ff  —  h  in  Sß  sind,  heide 
grölser  als  eins  sind. 

Die  durch  die  Formel  (2)  liestimmte  Zahl  e  ist  stets  eine  gerade 
ZtihL     Denn  in  der  Smnme 

•  ~  («-!)(>■-»■.)  +  (h-i)(',-',)  +  {s,-l) (.■,-.-.)  +  ■■■ 

ist  jeder  einzelne  Summaud  gerade.  Wäre  mmlieh  z.  B.  der  erste 
Summand  ungerade,  so  wäre  s  gerade  und  r  —  r^  ungerade;  das  ist 
aber  unmöglich,  weil,  wenn  s  gerade  ist,  der  gröfste  gemeinsame 
Teiler  j-j  =  (»■,  s)  gleichzeitig  mit  /  gerade  oder  ungerade,  also 

r  =  r^     (mod.  2) 

ist;   ganz   daa   gleiche   gilt   auch   für  jeden  der  folgenden  Summanden. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  üher,  den  Einflufs  einer  Kurvensingularifät 
auf  den  Divisor  der  Doppelptinkte  zu  bestimmen,  welche  dadurch 
entsteht,  dafs  mehrere  Kurvenziveige  sich  in  dem  Punkte  P  durch- 
setzen oder  berühren.  Es  genügt  aber,  wenn  wir  den  Fall  einer 
zweizweigigen  Singularität  vollständig  erörtern,  denn  wir  werden  nach- 
träglich leicht  zeigen  können,  dais  jede  behebige,  noch  so  verwickelte 
Singularität  als  tjbereinanderlagerung  einer  Anzahl  einzweigiger  und 
zweizweigiger  Singularitäten  aufgefafst  werden  kann,  in  dem  Sinne,  dala 
der  Anteil,  welchen  die  Singularität  zu  dem  Divisor  S)  liefert,  einfach 
das  Produkt  der  von  den  Komponenten  gelieferten  Beiträge  ist. 

Die  Singularität  komme  dadurch  zu  stände,  dafs  die  beiden  Reihen- 
ent  w  ickelungen 

>P,((«-«)')     oiiä    ?,((»=-«/) 

der  algebraischen  Funktion  y  in  den  beiden  Paukten  ^j  und  5ßj,  welche 
resp.  ein  k-  und  ein  |S-blättriger  Punkt  der  E-ieraannschen  Fläche  sein 
mögen,  eine  Anzahl  von  GrUedem  gemein  haben.  Wir  bezeichnen  nun 
die  erste  Entwickelung  und  ihre  konjugierten  durch  y-^,  y^,  . . .  y^,  die 
zweite  mit  ihren  koujugierten  durch  y^-^-i,  ya+S;  ■  ■  ■  y^+^i-  Wenn  wir 
nun  den  durch  diese  partielle  Übereinstimmung  der  beiden  Reihen 
hervorgerufenen  Anteil  zum  Divisor  der  Doppelpunkte  feststellen,  so 
ist  es  klar,  dafs  der  Primteiler  ^j  in  S)  ebenso  oft  wie  in  dem  für 
y  =  y^  gebildeten  Produkte 
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der  PrimtÜYisor  ^ßj  aljer  ebenso  oft,  wie  in  dem  für  y  ~  j/^+i  gebil- 
deten Produkte 

^^{y)  -{y-yi)(s~yd---  {y-y<) 

vorkommt,  indem  alle  übrigen  Faktoren  von  -^  für  den  Pimkt  '^^ 
resp,  ^3  entweder  Einheitsfunktionen  sind  oder  wenigstens  nicht  von 
den  beiden  zu  SjJ,  und  ?ßg  gehörigen  Kurvenzweigen   lierrübren. 

Man  kn.TiTi  aber  zmmchst  leicht  erkennen,  dafs  der  Divisor  ^p^ 
in  dem  ersten  Produkte  den  gleichen  Exponenten  erhält  wie  der 
Divisor  Sß^  in  dem  zweiten.  Führen  wir  nämlich  die  erste  Multiplikation 
aus,  so  erhalten  wir 

r, W  -  /  +  A W/~'  +  ]},(':)¥•-'  +  ■  ■  ■  +  Bf(x), 
worin   die    Koeffiaienten   Ji^ix)    als    symmetrische    Verbindungen    der 
konjugierten  Entwickelungen   j/a-fi,  Va+i,  ■  ■  •  Va+fi   gewöhnliche,   nach 
ganzen  Potenzen  von  x~a  fortschreitende  Reihen  sind.     Betzen  wir 
jetzt  für  3/  die  Reihenentwickelung  y^  ein,  so  mag  sich  ergehen: 

r.(9,)-«(«-«r+--, 

50  dafs  S3  den  Beitrag  ^\  erhält.  Setzen  wir  aber  für  y  eine  der 
konjugierten  Entwickelungen  j/g,  J/g,  -  -  ■  y«,  so  erhalten  wir  für  das  erste 

A 
Glied  cta*(a;  — «)",   wo    et    eine   primitive    k"*  Einheitswurzel  ist,   also 
ist  das  Produkt 

^löi)  ?!&,)  i'.fc)  ■  ■  ■  yi(y.)  -  +  »"(»  -o)'  +■ . 

Führen  wir  die  analoge  Untersuchung  für  das  zweite  Produkt  durch, 
so  mag  sich  ergeben:  i 

!'!(•(.+.)-»'(»:-«/  +  ■■■, 
"^^         Y,^.+,)  Y,{y.+,)  . .  .  r,(s.+p)  _  +  .'(>(^-  „)■  +  .. . 
Nun  aber  sind  die  beiden  so  berechneten  Produtte  bis  aufs  Vorzeichen 
einander  gleich,  weil  sie   beide  die  Resultante   der  beiden  in  y  ganzen 
Funktionen  Y^iy)  und  Y^(^)  sind;  es  ist  nämhch 

r.Wr.W .  ■  ■  r,fc)-n(s,-!,.)  C:l+V,V.°,,+(i)' 

y.(fc+.)i',(!/.+.)--- y>(!(.+f)-nfe,-!/,-)  C:r,t*';;.°+0' 

folglich  sind  die  Exponenten  h  und  l  einander  gleich,  d.  h.  es  hat  die 
Entwiekelung  Yfy^  im  Punkte  ^i  dieselbe  Ordnungszahl  wie  die 
Bntwickelung  ^'^(j/a+i)  im  Punkte  ^ßj,  was  zu  beweisen  war, 

Die   wirkliche   Berechnung   des   Exponenten  (  kann  aber  alsdann 
sehr   viel   einfacher   erfolgen   und  unmittelbar   aus   den   in  ^j  und  ^^ 
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geltenden  Reihenenfcwickelungen  abgelesen  werden.   Beide  Reihen  haben 
einen  gewissen  Bestandteil  gemein,  welchen  wir  in  der  Form  darstellen: 

(?(a;)  =  i{a;-«)'-l- A,(a:~a) '■-!---■  + ;i._i(3;-«()"^. 
Hierbei    mögen    die    Exponenten     auf    einen    kleuisten    gemeinsameu 
Nenner  r  gebracht  sein,  so  dafs  die  Zahlen  r,  s,  s^,  .  . .  s^-i  teilerfrerad 
sind;  der  Generabienner  r  mnfs  aladann  ein  gemeinsamer  Teiler  von  a 
und    ß    sein,    da    der    Bestandteil    G    sowohl    in    der    eTSten    Reihe 

$i\(a;  — «)"j,   als   auch   in   der  zweiten  '^^[(x  —  ay)   auftritt.     Diese 
Reihen  lassen  sieh  daher  in  die  Form  setzen: 

j/i      =  G(x)  +  ii{x~d)''  -\ 

wo    die    Glieder   iA,{x~a)"    und   v{a;  — «)■*    nicht    mehr    gleich    sind. 
Bilden  wir  daher  die  Differenz 

so  ist  /'  der  kleinere  der  beiden  Brüche  —  und  4-: 

/=-(f'  f)- 

Um  jetzt  das  Produkt 

Yiivi)  =  ivi-yo+i)  iyi-y«+^)  ■  ■  ■  (*/i  -  y^+i^d  =YJ(yi  -  y-+'-+'') 

(Ä  =  0,  I,  3,  .  .  .  ß-l) 
auszuwerten,  empfiehlt  es  sieh,  vorerst  die  Faktoren  zu  berücksichtigen, 
für   welche   der   Bestandteil    Q(x)   beim   Übergang    von  ya+i.   zu    der 
konjugierten  Entwickelung  ya+i+h  keine  Änderung   erfaliren  hat.     Ist 
nun  p  eine  primitive  (3*"  Binheitswurzel,  so  ist 

y^+h+i  =  ^&  "^  (x  —  ay  +  l^^  ''   {iC'-ay  -\ 

+  K-iQ7"^'~\x~a)~^+  vQ'>"{x-ay  -\-  ■■■, 
und   es   werden   daher  die   ersten  v  Potenzen  von  q,  welche  hier  auf- 
treten, dann  und  nur  dann  gleich  Eins,  wenn 

sh  ~  s,fo  =  ---  =  s„_i7i  1=  0     (mod.  r) 
ist;   da   aber   /■,  s, . . .  Sv— i   teUerfremd  sind,   so  mufs  h  ein  Vielfaches 
von  »',  also  eine  der  Zahlen 

0,     r,     2r,  ...  ß-  r 
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sein.  Für  diese  -7-  Differenzen  y-^_  —  ya-^-i-^i,  ergiebb  sich  alsdann  das- 
selbe Anfangsglied  c{x  —  a!)f  der  Eeihenentwiekelmig,  also  für  das 
Produkt  aller  das  Glied 

,-„)^', 

und  da  (x  —  af  die  Ordmmgszahl  eins  bat,  so  erbaitcn  wir  von  hier 
aus  zur  Zalil  l  den  Beitrag 

ff. 

welcher   sbets   eine    ganze   Zahl   ist,   weil  der   Bruch  f  entweder   den 
Nenner  a  oder  den  Nenner  ß  erhält  und  r  sowohl  in  a  als  in  ß  aufgeht. 
Berücksichtigen  wir  jetzt  eine  der  r  —  1  Differenzen 

welche  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten  der  bisher  in  Rechnung 
gezogenen  Differenzen,  nämlich  zwischen  ?/i  — -  J/o+i  und  y^  ^y„j^ij^,, 
auftreten,  so  kann  man  diese  auch  so  schreiben: 

C'A-y«+i)  +(j/«+i-?/"+ä),     (yi-;/a+i)+(i/a+i-y„+3), ... 

und  wenn  man  nun  hier  z.  B.  die  Differenz  ^«4.1  —  ?/n-i-a  bildet,  so 
ujiterscheiden  sich  bereits  die  Bestandteile,  welche  von  der  Funktion  G{x) 
herrühren,  und  es  hat  also  f/a+i  —  J/a+a  eine  kleinere  Ordnungszahl 
als  j/^  —  j/«4i.     Daher  liefert  das  Produkt 

denselben  Beitrag  wie  das  Produkt 

(2/«+i-»/«+a)(y«+i-y«+3)  .  . .  (ya+i  -  y«+.), 
wenn   man   das   letztere   auf  den    ersten  Bestandteil  0{^x)  beschi'änkt. 
Für  ein  solches  Produkt  haben  wir  aber  im  Vorhergehenden  den  Anteil 
bereits  bestimmt;  wir  fanden  nämlich  als  erstes  Glied  der  Entwickelung 

{x  —  aY ,  wo 

1)  e_s(r-r,)+s,{f,-r,)  +  ..^  +  s._,(.w-l) 

und  fj  =  (s,  r),  r^  =  (s^,  r^  u.  s.  w.  ist.     Wenn  wir   schliefslieh  irgend 

eines  der  folgenden  aus  r  —  1  Faktoren  bestehenden  Produkte  nehmen, 

welche  nach  den  Differenzen 

eingeschaltet  sind,  so  liefert  jedes  derselben,  wie  man  leicht  sieht, 
immer  wieder  denselben  Beitrag  wie  das  erste,    das  wir  soeben  unter- 
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sucht  haben.  Daher  erhalten  wir  von  allen  noch  fehlenden  Produkten 
zusammen  den  Beitrag 

±1. 
{x  —  aY  ", 

also  da  [x  —  a)"  die  Funktion  erster  Ordnung  ist,  so  liefern  jene 
Produkte  zur  Zahl  Z  den  Anteil  e-^y- 

So  erhalten  wir  schliefslich  die  einfache  Endformel  für  den 
Exponenten  l: 

3)  l-"}f  +  <'i:^  =  ^{f+-i)' 

WO  der  Bruch  f  die  kleinere  von  den  beiden  Zahlen  —  j  -f-  ist  und  die 
ganze  Zahl  e  allein,  durch  den  beiden  Reihenentwickelungen  genieui- 
samen  Bestandteil  Gix)  yermoge  der  Formel  (1)  bestimmt  ist.  Da  in 
diese  Formel  die  beiden  Reihenentwickelungen  J/^  und  i/a+i  in  völlig 
symmetriBcher  Weise  eintreten  und  keine  vor  der  andern  einseitig 
bevorzugt  ist,  so  erhalten  wir  aufs  neue  eiueu  Beweis,  dafs  die  beiden 
Punkte  ^1  und  ^^  denselben  Exponenten  in  dem  Divisor  ®  der 
Doppelpunkte  besitzen. 

Haben  wir  jetzt  eine  beliebige  Kurvensingularität  P,  in  welcher 
X  KuTVenzweige  zusammenlaufen,  so  entsprechen  dem  Kurvenpunkte  P 
z  verschiedene  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  9ß^,  ^j, . .  .  'ißr.j  dann 
können  wir  den  Anteil,  den  der  Punkt  P  zum  Divisor  der  Doppel- 
punkte liefert,  stets  in  folgender  Weise  ermitteln.   Wir  wenden  zuvörderst 


eine  lineare  Transformati 
alle  seine  konjugierten, 
liehe  fallen.    Sodann  besti 


durch  welche  der  Punkt  P  und  auch 
in  denen  x  denselben  Wert  a  erhält,  ins  End- 
immen wir  für  jeden  der  Punkte  ^^,  ^g, . . .  ^k 
vermöge  der  Formel  (2)  die  Potenzen  ^ßj^',  Sß^',  -  - .  ^^"j  welche  durch 
jeden  Kurvenast  einzeln  geliefert  werden.  Zweitens  bestimmen  wir 
durch  die  Gleichung  (3)  die  Beiträge,  welche  durch  das  Zusammen- 
treten je  zweier  Kurvenäste  entstehen: 

».«".  (?.«", .  ■  ■  (SP.-.*.)'— .', 

wobei  die  Anzahl  dieser  Potenzen  gleich  der  Anzahl  der  Kombinationen 
von  X  Elementen  zu  je  zweien,  also  gleich  -^^(''-  —  1-)  i^*-  Hierdurch 
haben  wir  offenbar  den  von  dem  Punkte  P  hervorgerufenen  Beitrag  zum 
Divisor  S  vollkommen  erschöpft,  da  jede  Differenz  zweier  konjugierten 
Reihenentwickelungen  ^j  ~  j/j,  welche  überhaupt  den  Divisor  der  Doppel- 
punkte beeinflufst,  in  einem  der  Teilprodukte  und  auch  nur  in  einem 
einzigen  auftritt.     Bilden  wir  endlich  das  Produkt 
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in 

und  erstrecken  iiassell)e  über  alle  Punkte  P  der  Kurve  (nicht  über  ciie 
Punkte  der  Riemannachen  F^che),  so  ist  dieses  ofi'enbar  mit  dem 
Divisor  S  der  Doppelpunkte  Tollkoranien  identisch,  und  wir  haben  so 
eine  schöne  und  theoretisch  vollkommen  durchsichtige  Darstellung  des 
Divisors  'S)  gewonnen. 

Der  einfachste  Fall  einer  jc-zweigigen  Singularität  ist  der,  wenn 
in  der  Formel  (4)  die  Exponenten  s^,  Sj,  ,  .  .  s^  gleich  Null,  die 
Exponenten  l^^,  ^g,  -  -  •  h^t,-^  gleich  eins  werden.  Dieser  Fall  tritt,  wie 
schon  in  dem  vorigen  Absclmitfee  ausgeführt  wurde,  dann  ein,  wenn 
die  Kurve  einen  x- fachen  Punkt  mit  getrennten  Tangenten  hat.  Aus 
der  Gleichung  (3),  durch  welche  die  Exponenten  bestimmt  werden, 
fo^  aber  auch  umgekehrt,  dafs  er  nur  für  eine  solche  Singularität 
eintritt,  dafs  also,  wenn 

ist,  die  Kurve  notwendig  bei  F  einen  jc-fachen  Punkt  mit  getrennten 
Tangenten  besitzt.     Ist  nämlich 

80  ist,  da  beide  Summanden  nicht  negative  ganze  Zahlen  sind  und  der 
erste  seiner  Bedentung  nach  nicht  Null  sein  kann,  notwendig 

^/■=1     und     e  =  0. 

Wenn  aber  e  =-  0  ist,  so  ist  notwendig  r  =^  »"j  =■•■=  ri.—i  =  1,  also 
lautet  der  den  beiden  Reikenentwickelungen  gemeinsame  Teil 

G(x)  =  X{x-ay  +  Ai(3;-fl.y'  +  ■■■+  A_-i(a;-ay— '■ 

Nun   ist  f  die  kleinere  von  den   beiden  Zahlen  — '  -|-'   Biso  entweder 

ßp=l     und     ^^j>        oder        «3=1     und     j<^; 

im  ersten  Falle  ist  /3=p=l,  und  die  beiden  Reihenentwickelungen 
lauten  also  i  q 

y,  =  G{x)  +  n{x-ay+-  ■  -,    y.+i  =  Gix)  ^  vix-aY  +  ■  ■  ■; 

dann  aber  ist  G{x)  notwendig  eine  Konstante,  und  da  die  zweiten 
Glieder  der  beiden  Reihenentwickelungen  bereits  verschieden  sind,  so 
können  die  Tangenten  an  beide  Kurvenzweige  nicht  Übereinstimmen. 
Es  gilt  also  der  Satz: 
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Sind  ^,,  ^2,  ...  1p/:  h  verschiectene  konjugierbe  Punkte 
der  Rriemarmsehen  Fläche  Üt^,  und  ist  der  Divisor  der  Doppel- 
punkte genau  durch 

(Slä.<15,...W-' 

teilbar,  so  entapricht  den,  h  Punkten  %,  ^3, . .  .  ^4  ein  einziger 
Punkt  P  des  algebraischen  Gebildes,  und  dieser  ist  ein  /c-fecher 
Punkt  mit  getrennten  Tangenten, 
Dieser  Satz  ist  die  TJmkehrtu^  desjenigen,  der  auf  S.  375  erwähnt 
wurde.     Für  fc  =  2   hat   man   den    gewöhnlichen   Doppelpunkt;    es   ist 
hiemach  klar,  daTs   der  /c-fache  Punkt  mit   getrennten  Tangenten  als 
Übereinanderlagerung  toii  ~'k{h~V)  Doppelpunkten  aufgefafst  werden 
kann.     Ein  fe-facher  Punkt  mit  getrennten  Tangenten   ist  daher  auch 
als   eine   Singularität   Yon   gleicher   Einfachheit  wie  ein  Doppelpunkt 
anzusehen.    Bin  ft-faeh.er  Punkt  hingegen  mit  Tangenten,  die  alle  oder 
zum   Teil   zusammenfallen,   darf,  wie  die  obige   allgemeine  Formel  (4) 
zeigt,  im  allgemeinen  nicht  in  gleich  einfacher  Weise  als  blofse  Über- 
einanderlagerung von  Doppel-  oder  Bückkehrpunkten  aufgefalst  werden 
und  ist  daher  eine  Singularität  höherer  Art. 


Gehen  wir  jetzt  zur  Idealnorm  des  Divisors  ®  für  die  Variable  x 
über,  so  erhalten  wir,  da  die  Idealnorm  aller  konjugierten  Primfaktoren 

¥.,  %,■■■% 

gleich  X  —  a  ist: 

jv(si)  =  J7(^  -  «)''"^''^'  ■  ■+''+'-*% 

worin  ZL,  über  aUe  Kombinationen  zu  zweien  der  m  Primdivisoren 


zu  erstrecken  ist,  welche  dem  Kurvenpunkte  P  entsprechen.  Diese 
ganze  Funktion  von  x  heifst  nach  Kronecker  der  aufserwesentliehe 
Teiler  der  Diskriminante  D  der  Kurvengleichung;  da  die 
Exponenten  «„  £g, .  .  .  b-^,  wie  früher  bewiesen,  gerade  Zahlen  sind,  so  ist 
sie  stets  das  volle  Quadrat  einer  ganzen  Funktion  X: 


der  Grad  von  X  ist  offenhai-  die  schon  in  Formel  (6)  des  S 
Zahl  d. 


yGoosle 


§  5.    Wee entliehe)'  und  aHfserwesentliclier  Teiler  der  Diakriminante.      395 

Ini  Gegensätze  hierzu  heifst  die  Idealnorm  des  Verzweigungs- 
divisors  Qx  der  -wesentliche  Teiler  der  Diskriminante  der 
KurTengleichung  oder  die  Diskriminante  A  des  Körpers  K,  die 
somit  durch  die  Gleichung  erklärt  wird: 

A-ff(8.). 
Gehen  wir  nun  in  der  Formel  (3)   des  §  2  zur  Norm  üher,  so  finden 
wir,   da  die  Diskriminante  3  der   Kui-vengleichung  in  Beziehung  auf 
die  Variable  y  hekanntlieh*)  durch  die  Gleichung 

^=«.w"-6f).(a-{f). 

bestimmt  ist,  und  da  femer  nach  Gleichung  (4)  desselben  Pai-agraphen 

also 

ist: 

D=AX\ 

Dieses  wichtige  Resultat  fassen  wir  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Die  Diskriminante  D  einer  Kurvengleichung  F(x,  j/)  =  0 
in  Beziehung  auf  die  Variable  y  besteht  stets  aus  zwei  Faktoren. 
Der  erste  derselben  A  ist  die  Idealnorm  des  zur  Variabein  x  ge- 
hörigen Verzweigungsdivisors  Q^  oder  die  Körperdiskriniinante, 
sein  Grad  gleich  der  Verzweigungszahl  w.  Der  zweite  so- 
genannte aufaerwesentliche  Teiler  ist  die  Idealnorm  des 
Divisors  5)  der  Doppelpunkte  und  als  solche  das  Quadrat  einer 
ganzen  Funktion  X;  der  Grad  dieser  Funktion  X  ist  die  vorher 
bestimmte  Zahl  ä.  Diese  Gradbestimmungen  sind  an  die  Vor- 
aussetzung gebunden,  dals  die  Werte,  welche  die  Variable  x 
in  den  Punkten  von  ^^  und  von  S)  erhält,  sämtlich  endlich 
ausfallen;  andernfalk  treten  Grademiedriguugen  der  ganzen 
Funktionen  ein. 
In  der  älteren  Litteratur  geht  alles  auf  die  Untersuchung  dieser 
ganzen  Funktionen  D,  A,  X,  also  auf  die  Untersuchung  gewisser 
Normen  von  Divisoren  hinaus.    Bei  unserer  Art  der  Betrachtung  treten 


*)  Vgl,  z.B.  Baltaer,  Thooiie  ua.d  Anwendung  der  Determinanten,  5,  Aufl., 
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diese  Divisoren  selbst  in  den  Vordergrand,  und  die  Sätze  über  die 
Nonnen  erscheinen  als  blofse  Folgerungen  dieser  Analyse  der  Divisoren. 
In  dieser  von  Dedekind  eingeleiteten  Wendung  der  Untersuchung  ist 
ein  wesentlicher  Portschritt  zu  erblicken;  denn  zu  bestimmten  Divisoren 
gehören  bestimmte  Normen,  aber  zu  bestimmten  Normen  gehören,  wie 
schon  auf  S.  150  erwähnt  wurde,  im  al^emeiuen  mehrere  verschiedene 
Divisoren.  AuTserdem  verhalten  sich  die  Divisoren,  wie  wir  wissen, 
bei  jeder  Transformation  invariant,  die  Normen  aber  kommen  über- 
haupt erst  dadurch  zum  Vorschein,  dal's  man  eine  bestimmte  Variable  x 
bevorzugt  und  in  Beziehung  auf  sie  das  Produkt  der  Konjugierten 
bildet.  Kurz,  die  Divisoren  sind  hier  wie  Überall  das  Wesentliche, 
obgleich  oder  eben  weil  sie  nicht  analytische  Gebilde,  sondern  diesen 
zugeordnete,  invariante  Symbole  sind;  die  Sätze  über  Funktionen,  ins- 
besondere über  Normen  sind  interessante,  aber  beiläufige  KoroUarien 
der  für  die  DiTisoren  geltenden  Gesetze. 
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AnflöHung   der   Srngularitäten.  —   Erste   Methode    —  Zwfitp   Methode    —   Funk- 
tionenringe.  —  Die  Bedeutung  des  Dm^ors  dei   Doppelpuni-te  fui    Funktionen- 
ringe. —  Adjungierte  Kurven  und  Diffeientiale  eistei  Gattung   —  Die  biiationale 
Transformation  als  allgemeinstes  Abhildungspiin^ip  algebraiiLbfr  Knayon 

§  1. 

Anstatt  die  Bestimimmg  des  Divisors  der  Doppelpunkte  durch 
direkte  Bildung  eines  der  beiden  Diiferentialquotienten  -^  oder  -p— 
voraunehmen,  kann  man  auch  einen  anderen  Weg  einacklagen,  welcher 
zugleich  ein  geometrisch  bedeutsames  Resultat  ergiebt.  Man  kann 
nämlich  durch  eine  successive  Folge  einfacher  Transformationen  die 
gegebene  Kurve  .F(fl;,  )/)=0  in  eine  andere  überführen,  welche  an  all 
den  Stellen,  an  denen  die  Singularitäten  der  ersten  Kurve  gelegen 
sind,  gewöhnliehe  Punkte  besitzt  und  welche  an  SteUe  dieser  verlorenen 
Singularitäten  nur  vielfeclie  Punkte  mit  getrennten  Tangenten  ein- 
getauscht hat;  diese  letzteren  können  aber  nach  dem  Früheren  als  ein- 
fache Singularitäten  angesehen  werdeiL  Das  hier  einzuschlagende  Ver- 
fahren, welches  als  Auflösung  der  singularen  Punkte  der  ge- 
gebenen Kurve  bezeichnet  wird,  kann  dann  auch  dazu  dienen,  für 
die  ursprüngliche  Kurve  den  Divisor  der  Doppelpunkte  zu  berechnen; 
denn  jede  eiuzelne  der  anzuwendenden  Transformationen  besteht  iu 
einer  bestimmten  und  leicht  zu  übersehenden  Reduktion  dieses  Divisors. 
Die  Kurve  7^(3^,  y)  =  0  werde  zu  diesem  Zwecke  zuiüchst  durch 
eine  lineare  Transformation  der  Variabein,  welche  ja,  wie  wir  wissen, 
den  Divisor  der  Singularitäten  unberührt  lafst,  so  umgeformt,  dafs  sieh 
für  die  Gerade  (a;=  oo)n  vei^chiedene  endliche  Werte  {y  =  ßi,  ß^,  --.^n) 
ergeben,  und  dafs  die  singu^en  Punkte  der  Kurve  sämtlich  ins  End- 
liche fallen.  Dann  haben  zufolge  der  ersten  Voraussetzung  die  Divi- 
soren iij  mid  Hj  keinen  Teiler  gemein,  und  in  der  Kurvengleichung 

1)  F{x,y)  =  gx^r  +  ---  =  ^ 

hat  das  Glied  höchster  Dimension  notwendig  einen  von  Null  ver- 
schiedenen Koeffizienten  g;  denn  immer  dann,  wenn  S'  —  0  ist,  wird 
für  x  =  oo  auch  einer  der  Werte  von  y  unendlich,  wie  dies  unmittelbar 
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aus  dem  auf  S.  75  bewiesenen  Satze  oder  auch  durch  direkte  An- 
wendung des  Diagramms  folgt.  Zufolge  der  zweiten  Voraussetzung 
sind  die  Divisoren  lt.r  und  n„  beide  zum  Divisor  ®  der  Doppelpunkte 
teilelfremd 

Ist  nun  bei  [x  =  a,  1/  =  b)  ein  ft-facher  Kurrenpimkt  P  gelegen, 
so  wollen  wir  zumiclist  annehmen,  dafs  die  Gerade  cc  —  a  =^Q  die 
Kurve  aufser  m  P  in  n  ~k  von  P  und  voneinander  versciliedenen 
Punkten  sclmeidet;  wir  wollen  dann  nachträglieli  zeigen,  in  welcher 
Wei&e  sieb  difse  Voraussetzung  realisieren  läfst,  wenn  sie  nicht  von 
vomheiein  erfüllt  sein  sollte.     Setzt  man  dann 


so  haben  (vgl.  S,  372)  die  Zähler  J^:-«  und  ä^_(,  den  dem  Kurvea- 
punkt  P  entsprechenden  Divisor  h^"  Ordnung 

S  -=  ^T  %'  ■■■  %' 
gemein,  und  in  den  Gleichungen 

sind  nicht  hlofs  die  Divisoren  2  und  50!  zu  einander  teilerfreind,  sondern 
ea  mufs  auch  vermöge  unserer  Voraussetzung  der  Divisor  Ö  aus  n  —  k 
ungleichen  Primdivisoren  bestehen,  welche  alle  von  ^,  ^ß^,  ■  ■  .^x  ver- 
schieden sind.  Wir  unterwerfen  nun  die  Kurve  der  einfachen  Trans- 
formation 

und  zeigen,  dafs  hierdurch  in  demjenigen  Teile  des  Divisors  der  Doppel- 
punkte, welcher  von  S  herrührt,  eine  Reduktion  hervorgebracht  wird. 
Die  Variable 

hat  den  Grad  m  +  n  —  k,  denn  Zähler  und  Nenner  haben  den  Faktor  St, 
aufser  diesem  aber  keinen  weitereu  Teiler  gemein,  da  nach  Weghebung 
des  Faktors  Sf  1      « 

und 

"''  =  —^  =  "^^ 
relativ  prim  sind;  es  sind  nämlich  alle  vier  Paare  von  Divisoren 

{n.,it,),    {i,W),    (n.,S),    iny,m) 
ohne   gemeinsamen  Teiler.     Demzufolge   mufs   die  durch  die  Substitu- 
tion (2)  transformierte  Gleichung  C>  (x,  ij)  ~  0  in  3;  den  Grad  m  +  «  —  fr, 
in  fj  den  Grad  n  haben. 
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i  ergiebt  sich  aueK,  wenn  man  die  Funkfcion  F(x,  y)  nach 
Potenzen  von  x  —  a  und  y  —  J>  entwickelt  und  dann  t}  an  Stelle  von  y 
durch  die  Gleichung  (2)  eioffihrt;  denn  weil  P  ein  /c-faelier  Punkt  ist, 
80  hat  man 

H^>y)  =  c,{x-ay  +  c^{x~af-'(s,-V)  +  ■  ■  ■  +  c.(j/-&y-  +  ■  ■  ■ 
J,gix-ay{y-hy, 
wo  g  derselbe  Koeffizient  wie  ia  Gleichung  (1)  ist.     Ersetzt  man  nun 
hier  y  —  h   durch  ^ix  —  d),   so   hebt  sich  der  Faktor  {x  —  af   heraus, 
und  man  findet 

F{^,  1/)  =  (a;  -  »y  (co  +  c^ij  +■  ■  ■  4-  Ciij*  4 \-g{x-  (()"'+"-"'ij"); 

es  ist  also  identisch 

F(x,  y)-°  (x  —  «)*  *  {x,  -rf) 
und  es  steigt  in  der  That  in  der  transformierten  Gfleiehung 

<t.  (x,  1))  =  0 
X   bis    zum    (m  +  n -—  fc)*""  Grade   auf.     Hieraus    ergiebt    sieh    durch 
Differentiation  nach  y  die  Identität 

—  =.(■   —    V-i^*- 

Bezeichnet  man  nun  den  Divisor  der  Doppelpunkte  der  transformierten 
Kurve  (]>  ==  0  mit  S,  so  hat  man  nach  der  Formel  (4)  in  §  3  der 
vorigen  Vorlesui^ 

^Z  —    ^9^       3^  __        ^8^ 

folglich,  wenn   man  diese  Divisorengleichungen   in  die  vorige  Fonnel 


Die  Bedeutung  dieser  wichtigen  Formel  ist  folgende:  Es  hat  zunächst 
der  Divisor  ®  gegenüber  S)  eine  Reduktion  erfahren,  da  aus  ®  der 
Paktor  S'~'  entfernt  worden  ist;  sind  nämlich  die  Primfaktoven 

5Pi,    %,■% 
des  Divisors  Ü  in  dem  Divisor  33  der  Eeihe  nach  mit  den  Exponenten 
ö„  tfg,  -  .  .  äy.  behaftet,  so  tritt  der  Punkt  ^^  in  dem  neuen  Divisor  S 
der  Doppelpunkte  in  der  Multiplizität 

,„  =  ö, -(&-!)«. 
auf,  und  es  wird  also  durch  unsere  Transformation  eine  Verringerung  der 
Exponenten  hervorgebracht.    Andererseits  sind  in  den  Divisor  (£  hierfür 
zwei  neue  Paktoren,  nämlich  ttj^^  und  £"--"— ^  eingetreten.   Diese  neuen 
Singularitäten    sind   aber,   wie   aus  dem  auf  S.  394  aufgestellten  Satze 
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folgt,  nicMs  weiter  als  ein  w-facher  und  ein  (w  — fc)-facher  Punkt  mit 
getrennten  Tangerten,  die  dadtircli  hervorgerufen  sind,  dal's  die  Trans- 
formation den  n  Schnittpunkten  der  Geraden  x  =  co  denselben  Punkt 
(x  =  oo,  ij  =  0)  und  den  n  —  k  Punkten,  in  welchen  die  Gerade  x  =  a 
die  Kurve  aufeer  in  P  schneidet,  denselben  Punkt  (x^a,  i/=oo)  zu- 
ordnet. Das  Gleiche  folgt  auch  daraus,  dafs  in  den  n  Punkten  von  1I3; 
die  Eeihenentwiekelungen  gelten: 

y  =  ^  +  V  +  --'  iv=l,2,...n). 


und  da  ßj^,  ß^,  ■  ■  ■  ßn  voneinander  verschieden  sind,  so  erhält  man  hier 
einen  gevröhnlichen  »-fachen  Punkt.  Andererseits  ergiebt  sich  in  den 
Punkten  des  Divisors  S 

worin   die   Koeffizienten   2.^,  A^, . . .  Xa-jc  nach   unserer  Voraussetzung 
alle  Toneiaander  und  von  6  verschieden  sind.     Folglich  ist 
Xr-i    , 

oder  wenn  wir,  da  1]  für  x  =  a  unendhch  wird,  zum  reoiproken  Werte 
übergehen : 

die  Kurve  hat  also  hier  in  der  That  einen  (n  ~  7i:)- fachen  Punkt  mit 
getrennten  Tangenten. 

In  der  hier  angegebenen  Weise  kann  durch  eine  Folge  von  Trans- 
formationen jede  beliebige  noch  so  komphaierte  Kurvensingularität 
aufgelöst,  d.  h.  durch  einfache  Singularitäten  der  transformierten 
Kurve  ersetzt  werden,  vorausgesetzt,  dafs  die  Gerade  x  =  a  wirk- 
lich der  Bedingung  genügt,  die  wir  gestellt  haben,  und  die  Kurve 
aulser  in  P  in  n  —  k  von  P  und  voneinander  yerschiedenen  Punkten 
schneidet.  Wenn  diese  Bedingung  nicht  erfüllt  ist,  so  müssen  vrir  der 
Transformation  (2)  erst  eine  andere  vorausschicken,  welche,  ohne  die 
Siugularitäten  wesentlich  zu  verändern,  jene  Voraussetzung  für  die 
neue  Kurve  statthaft  macht. 

Wir  gelangen  zu  dieser  Hilfstransformation,  wenn  wir  berück- 
sichtigen, dafs  sieh  in  dem  Strahlenbüschel 

X  —  a  —  X(j/  —  i)  —  0 
offenbar  solche   Geraden  befinden,  welche  die  Kurve  aufser  in  P  nur 
in  lauter  von  P  und  voneinander  verschiedenen  Punkten   treffen.     Be- 
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stimmen  wir  nun  -t  dieser  Fordenmg  gemäls,  so  wollen  wir  die  Trans- 
formation 


2)  1=  ^ 

anwenden,  wobei  die  Grofse  b'  so  gewählt  werden  möge,  dafs  die 
Gerade  y  —  b'  =  0  die  Kurve  in  m  voneinander  und  YOn  den  Sclmitt- 
punkten  der  Zählergeraden  verschiedenen  Punkten  schneidet;  hierbei 
hat  die  Einftllirung  des  l^enners  y  ~b'  den  Zweck,  die  für  (§  ^  oo) 
sich  einstellenden  Singularitäten  der  transformieren  Kurve  ku  möglichst 
einfachen  zu  machen.  Wir  wollen  zeigen,  dafs  diese  Transformation 
wirklich  den  gewünschten  Erfolg  hat,  und  nehmen  hierbei  wieder  an, 
dafs  die  Nenner  a^  und  tt^  aus  n  resp.  m  verschiedenen  Primfaktoreii  be- 
stehen und  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben. 
Die  Variable  |  erhält  die  Divisorenzerlegung 

worin  @  einen  ganzen  Divisor  bedeutet;  sie  ist  also,  da  der  Bruch 
bereite  die  reduzierte  Form  hat,  vom  Grade  m  +  n,  und  ihr  Nenner  ist 

Setzen  wir  nun  in  der  Kurvengleichung  unter  Benutzung  von  (2) 

x^a-i-^(i)-b-)  +  Hy-b), 
so  erhalten  wir 

F{x,y)  _  F(a+U<J-'>')  +  Hll-t>),ll)  -  *«,</), 
also  durch  Differentiation  nach  |: 
3)  ^  ^-^(y-b'). 

Bezeichnen  wir  nun  den  Divisor  der  Doppelpunkte  für  die  ursprüng- 
liche und  für  die  transformierte  Kurve  mit  2)  und  33,  so  haben  wir 
zufolge  der  Formel  (4a)  auf  S.  382 

dF  _     ^3^  3^  _        ^S.j       _ 

Trägt  man  diese  Divisorenzerlegungen  in  die  Gleichung  (3)  ein 
und  berücksichtigt,   dafs  —  =  Jj,-*'  ist,  so  ergieht  sich  schliefsHch 

Die  Wirkung  dieser  Transformation  ist  also  nur  die,  dafs  zum 
Divisor  der  Doppelpunkte  der  Faktor  ä"'~jill"'~^  hinzugetreten  ist, 
und    dies    besagt    nach   dem    auf  S.  394   bewiesenen   Satze,    dafs    die 

Hcnanl  -a.  Lancläbsrg,  Algsbraiüclie  rmWiojien  etc.  36 
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m  Sclmittpuiikbe  der  Geraden  y^-—  6'  =  0  auf  einen  einzigen  m  -  fachen 
Punkt  mit  getrennten  Tangenten  (|  =  oo,  j/  =  &')  und  ebenso  die 
m  Schnittpnnkte  der  Geraden  j/ =^  cxj  auf  einen  m- fachen  Punkt 
{i  =  —  k,i/=  oo)  abgebildet  worden  sind.  In  der  That  hat  man  auch, 
wenn  man  y  ala  unabhängige  Variable  ansieht,  bei  (y  =  V)  die  m  schon 
in  den  ersten  Gliedern  verschiedenen  Reihenentwiclrelungen 


«    ~a-l{b'-l) 


{p  = 


m). 


folgt,  und  ebenso  für  (y  =  cx>)  die  i 


;  Reihenentwickelungeu 
j  +  ---  ((^  =  1,2,. 


-l  +  - 


^a^l(b'~b) 


-+■ 


durch  -wölehe  die  aufgestellte  Behauptung  aufs  neue  bewiesen  wird. 
Abgesehen  von  diesen  einfachen  hinzutretenden  Singularitäten  ist  der 
Divisor  der  Doppelpunkte  unverändert  gebhehen,  aber  die  transformierte 
Kurve  'i>  —  0  hat  in  der  That  die  geforderte  Eigenschaft,  dafs  die 
Gerade  |  ^=  0  aufserhalb  des  aufzulösenden  vielfachen  Punktes  in 
m  -\-  n~h  voneinander  und  von  P  verschiedenen  Punkten  schneidet. 
In  dieser  Weise  fortgehend,  kann  man  also  eine  gegebene  Kurve 
F{x,  y)  =  0  mit  noch  so  komplizierten  Singularitäten  durch  eine  Folge 
umkehrbarer  Substitutionen  Punkt  für  Punkt  eindeutig  auf  eine  Kurve 
mit  einfachen  Singularitäten  abbilden,  und  es  gilt  also  der  Satz: 

Jede  Kurve  kann  durch  umkehrbar  eindeutige  Trans- 
formation auf  eine  andere  abgebildet  werden,  welche  nm-  viel- 
fache Punkte  mit  getrennten  Tangenten  besitzt. 


§  2. 
Anstatt  die  Singularitäten  der  Kurve  suceessive  durch  passend  ge- 
wählte Abbildungen  aufzulösen,  wie  das  im  vorigen  Paragraphen 
geschehen  ist,  können  wir  auch  ein  allgemeineres  Verfahren  anwenden, 
indem  wir  eine  ganze  Schar  von  Transformationen  betrachten  und 
zeigen ,  dafs  dieselben  bis  auf  gewisse  Aasnahmeelemente  sämtlich 
die  Eigei^chaft  haben,  die  Kurve  auf  eine  andere  mit  gewöhnlichen 
Doppelpunkten  abzubilden.  Diese  für  die  Zwecke  der  Praxis  weniger 
geeignete  Methode  hat  gegenüber  der  ersten  den  Vorzug,  die 
Auflösung   der   Singularitäten   mit  einem   Schlage   zu   bewerkstelligen 
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und  einen  theoretisch  vollkommeneren  Einl>iick  in  das  Wesen  der  auf- 
lösenden Transformationen  zu  gewähren. 

Wir  nehmen  zu  diesem  Zwecke  das  algehraische  Gehilde  F{x,  yj  =  0 
bereits  in  solcher  Gestalt  an,  dafs  die  Primfaktoren  des  Nenners  ii^ 
der  Variabeln  x  n  verschiedenen  und  unverzweigten  Punkten  der  Kiemami- 
sehen Fläche  Sij:  entsprechen,  und  betrachten  alsdaon  dasjenige  Ideal  von 
Punktionen  des  Körpers  K(x,  y),  welches  zu  einem  Divisor  -g  gehört, 
wobei 

ein  ganzer  Divisor  der  Ordnung 

sein  soU.  Dabei  behalten  wir  uns  vor,  die  Ordnungszahl  q  hinreichend 
grols  zu  wählen,  und  nehmen  überdies  zur  Vereinfachung  der  folgenden 
Untersuchung  au,  dafs  auf  der  Riemannsehen  FEche  SRj  die  Punkte  ^„ 
^j,  ■  .  .  ^1  und  ihre  in  Bezug  auf  x  konjugierten  Punkte  unverzweigt 
sind  und  dafs  auch  keine  zwei  von  ihnen  einander  konjugiert  sind. 
Die  Idealnormen  dieser  Primfaktoren 

sind  daher  aUe  voneüiander  verschieden,  und  an  der  SteUe  (x  =  ti,)  Hegt 
niemals  ein  Verzweigungspunkt,  und  es  gehört  ihr  immer  nur  ein  Prim- 
teiler ^i  des  Divisors  Q  zu.  Es  sei  nun  rj^^\  ij<^', . ,  .  ^j'"'  ein  Fundamental- 
system jenes  Ideals,  dann  wollen  wir  aus  dem  Komplex  aller  Funk- 
tionen 1)  des  Ideals 
1)  ij  =  u^rp  +  «a»;*^'  H b  W..!?""', 

wobei  %,  «2, . . .  M„  ganze  Funktionen  von  x  sind,  diejenigen  aussondern, 
welche  sich  im  Unendlichen  regulär  verhalten  und  also  Vielfache  des 
Divisors  -jr  sind.  Wir  werden  dann  zeigen,  dafs,  wenn  wir  die 
Variable  x  festhalten  und  an  Stelle  der  Variabehi  y  eine  Funktion  tj 
einführen,  das  transformierte  Gebilde  <J>  {x,  ij)  =  0  im  allgemeinen,  d.  h. 
bei  Vermeidung  gewisser  spezieller  Funktionen  >j,  keine  anderen  Sin- 
gularitäten als  Doppelpunkte  besitzen  kann. 

Da  die  Idealnorm  des  Nenners  einer  Funktion  i;  des  Ideals  gleich 
der  Norm  von  D,  also 

JV(n,,)  =  N(£i)  =  (a;  -  a^f'  (x-a^)'' . .  .(x-  a,f''  =  Ä(x) 

ist,  so  lautet  die  Gleichung  der  Funktion  ij,  wenn  man  die  Neuner 
der  Koeffizienten  beseitigt; 

<J>(ai,  rs)  =  A{x)  (ij  -  %)  (n-V^)  ■  ■ -{V"  Vn)  =  0, 
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WO  %,  ija,  -  .  .  Tjn  die  Konjugierten  bedeuten.     Die  Diskriniinante  dieser 
Grleioliimg  ist 


also  ein  Produkt  Ton  n  («  —  1)  Linearformen  der  GrÖfsen  u^,  Mg, , . .  *(„, 
welches  bei  Aueführaiig  der  Multiplikation  ganze  Funktionen  von  x 
zu  Koeffizienten  erhält.  Andererseits  iat  nach  der  schon  oft  henutzten 
Formel  (4)  auf  S.  382,  welche  Funktion  'yj  unseres  Ideals  auch  gewählt 
worden  sein  mag,  ~  5,0 

wobei  r  ein  positiTer  Exponent  ist,  der  für  uns  unwesentlich  ist.  Also 
erhält  maa  beim  Übergang  zur  Idealnorm,  da  N{n,^  =  Ä(x),  JV"(lli)  ==  1 

Die  Gleichungediskriminante  B  besteht  somit,  wie  wir  schon  früher 
erkannt  haben,  aus  zwei  Faktoren,  Ton  denen  der  eiae  die  Eörper- 
diskriminante  A  =  JV(3i;),  also  von  den  Unbestimmten  ii  unablmngig 
und  eia  gemeinsamer  Teiler  der  Koeffizienten  von  D  ist,  während  der 
andere  die  Norm  des  Divisors  S)  der  Doppelpunkte  ist  und  mis  hier- 
durch über  die  Beschaffenheit  dieses  Divisors  Anfschlnfs  gieht.  Wir 
■werden  nämlich  aeigen,  dafs  dieser  zweite  Faktor,  welcher  eine  ganze 
homogene  Funktion  von  m^,  u^,  .  . .  Un  des  Grades  n (n  —  1)  mit  ganzen 
Funktionen  von  a:  als  Koeffizienten  ist,  das  Quadrat  einer  Form  U  ist, 
welche  keinen  von  den  Unbestimmten  u  unabhängigen  Teiler  besitzt 
und  hei  Spezialisierung  der  u  im  allgemeinen  lauter  verschiedene 
"Wurzeln  erhält.  Es  können  sich  also,  wenn  man  den  Parametern  an- 
gemessene individuelle  Werte  erteilt  und  zunächst  von  den  Prim- 
faktoren von  tla^  absieht,  für  die  Kurve  *(«,  t;)  =  0  in  der  That  nur 
Doppelpmikte  einstellen,  da  ja  alsdann  jedem  einaehien  der  cLuadratischen 
Faktoren  von  -^  ein  und   nur  ein  Doppelpunkt  entspricht. 

Zum  Beweise  dieser  Thatsache  haben  wir  die  Diskriminante  D  für 
alle  mögliehen  Linearfaktoren  x  —  azn  untersuchen  und  unterscheiden 
hierbei  zwei  Fälle,  je  nachdem  x  —  a  ein  Faktor  der  Körperdiskri- 
minante  A  ist  oder  nicht. 

1)  Wenn  x  —  a  ein  Faktor  der  Körperdiskriminante  A  ist,  so 
mögen  etwa  bei  {x  =  a)  drei  Punkte  Sß«,  fß^i,  ^y  der  ßiemannschen 
Fläche  übereinander  liegen,  in  denen  resp.  e,  ß,  y  Blätter  der  F^che 
zuaammenMngen.     Dann  kann  man   ebenso   wie  auf  S.  207  u.  flg.  das 
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Fmidamentalsy stein  -j)'^*,  ij'^', . .  .  ij*"'   in  ein   normales  |'^*,  ^<^', ,  . .  ^'"'   so 
umformen,  da& 

n  =  u^TiW  +  M^Tjtä]  +  , , .  +  i(„^(")  =  1,^^(1)  +  «^^W  +  . . .  4.  ^^|W  =  I 
ist,   worin   v^,  v^,  ■  ■  ■  Vn   lineare   Funktionen   der  ti  mit  uuimodularer 
Determinajite   sind;   und   da   nach   unserer  Voraussetzung    die   Punkte 
3Ja,  %,  S5y   in   dem   Divisor  D   nicht   auftreten,    so   gehören   zu  dem 
ätem  |lil,  |(21, .  . .  g'")  die  Ordnungsz 


|(1)    |(a)^  . 

.  e->; 

l(ä+l) 

i 

™+ä), . 

.4'"  +  ^'; 

^("+f+i). 

p 

+^+ä). 

.  .  !'"> 

». 

0,    1,  . 

.«-1 

00, 

CO,       . 

..      co; 

00, 

CO, 

.  .      CO 

ißf 

CO,  CO,  . 

.     cc; 

0, 

1,   . 

..fi-li 

00, 

OD, 

..  00 

SB, 

CO,  <X),   , 

•    '^'l 

CO, 

00,  . 

..     00; 

0, 

1, 

..,-1 

Also  erhalten  bis  auf  beliebig  hohe  Potenzen  von  x  —  a  die  Kon- 
jugierten von  ^  folgende  Darstellnngen: 

5,-11,+  ..(s-o)" +■■■+  i>._,(l-o)  " 

1,-%+         s>i,(x~o)"  +  ...+     Q—'Vn-i(x-a)  ' 

§.-«,  +  ?— '<',(«-o)"+---+e'"-"'».-i(it-»)  " 

lg  =  R  "  / 

L  ^-^ 

E.+i  — ».+1+  <;.+,(a!-o)' H h  ti.+f(a;-ii)  ' 

S.+I  — ».+1+         ou.+j(ai-o)'H h     «-'-'s.+j(a:-o)  ' 

5.+,-».+. +  «'-'».+,(»:-«)''  +  ■■■+ <!'P-"«.+f(2i-«)  ' 


L+f+,-v,+f+t+      tti,+j+i(a;-o)' +■■■+     ti-H,(x-a)  ' 

i,  -«.+,+  , +  t'-'».+f+!(a:-o)'  +  .--;-Tl'-')'»,.(a;-o)  ' 
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Berechnen  wir  nun  die  Diekriminante  D,  so  verfahren  wir  in  der 
Art,  dafs  wir  zuerst  das  Differenzenprodukt  der  ersten  cc  Konjugierten 
^^,l2,...|n  bilden;  jedes  der  k(o:  — 1)  Glieder  dieses  Produktes  ist, 
wemi  wir  uns  auf  das  erate  Glied  besehränken,  von  der  Form 

worin  c  jetzt  «nd  in  der  Folge  eine  von  Null  verschiedene  Konstaute 
bedeutet.  Ebenso  liefern  die  Faktoren  der  beiden  aus  ia+i,  ■  ■  ■  ta+fi, 
resp.  aus  |„^^+],  . .  .  |«  gebildeten  Differenzenprodnkte  Anfangsglieder 
der  Form  i  i 

cva+iix—  ay ,     resp.     cva^^^.s{x  —  ay . 
Wenn   man  sodann  eiae  der  a  ersten  Konjugierten  von  einer  der  fol- 
genden ß  abzieht,  so  ist  das  Anfangsglied  »j  —  Va+i,  und  ebenso  geben 
Differenzen  wie  |^~  ^a+ß+i,  resp.  wie  la^-i—  ^a+ß+i  Anfangs glie der 

der  Form 

Vi-Va+^+i,    resp.    Va+i~-i)o,+fi+i. 

Da   femer   die   ganze   Funktion   A{x)    nach   den  von   uns  getroffenen 

Voraussetzungen  den  Faktor  x  —  a  nicht  enthalt,   so   ergiebt  sich  für 

die  Diskriminaate 

+  höheren  Potenzen  von  x  —  a. 
Diese  Formel  ist  zunächst  unter  der  Annahme  abgeleitet,  dafs  jede  der 
Zahlen  k,  /i,  j'  >  1  ist;  sie  gilt  aber  auch  in  dem  Falle,  dafs  eine  der- 
selben gleich  eins  ist,  da  ja,  wenn  z.  B.  «  =  1  ist,  v^  den  Exponenten 
Null  erhält  und  also  wirklich,  wie  es  sein  muts,  aus  dem  Produkt 
ganz  fortfällt. 

Da  die  Körperdiskriminante  A,  wie  wir  wissen,  den  Faktor  (x  —  a) 
ebenfalls  in  der  Multipiizität  («  —  l)  -f  ((3  —  1)  +  (j»  —  1)  entMlt,  so 
besitzt  die  Gleiehungsdiskriminante  D  alle  diese  Faktoren  in  gleicher 
Ordnung  wie  A,  und  bei  Spezialisierung  der  Unbestimmten  m  oder  v 
ist  es,  damit  keiner  dieser  Faktoren  in  einer  höheren  Potenz  aus  der 
Diskriminante  heraustritt,  notwendig  und  hinreichend,  den  folgenden 
Ungleichungen  zu  genügen: 

il,  =1=  Va+l,      V^  ^=  Uo  +  (3  +  l,       «o-l-l  =^Va  +  fi+l       (mod.    X  —  «), 

und  wenn  resp.  «,  |3,  y  >  1  bt,  den  weiteren  Ungleichungen 
V2  ^  0,    Va+s  ~\b  0,    Va-i-ß^i  ='^  0    (mod.  X  —  a). 
Wenn   diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  so  erhält  das  Gebilde  bei  a;  =  « 
keine  Singularität. 
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2)  Wenn  x  —-  a  nicht  in  der  Korperdiakriininante  enthalten  ist, 
so  ersetzen  "wir  ebenfalls  das  Pundamentalsystem  ^*^',  rp-^, . . .  ij'"*  durch 
ein  normales  |'^',  '^^,  . . .  |'"'.  Da  nun  der  Zähler  Ton  ä  —  a  aus 
n  Yerschiedeneu  Primteilem  besteht  und  nach  Voraussetzung  entweder 
einer  oder  gar  keiner  von  diesen  in  dem  Divisor  D  enthalten  ist,  so 
hat  das  System  der  Ordnungszahlen  die  Form 


|M 

p) 

pl. 

.|W 

* 

~l 

oo 

oo  . 

.  oo 

% 

oo 

0 

oo  . 

.   CO 

?, 

oo 

oo 

0   . 

.oo 

f. 

CO 

oo 

CO. 

.  0 

wobei  k  einfach  die  Ordnungszahl  von  A{x)  für  ,«  =  a  ist;  denn  wenn 
x  —  a  nicht  in  Aix)  vorkommt,  so  ist  i  =  0,  wenn  aber  x~a  ein 
Faktor  von  ^(fl^)  ist,  so  ist  X  positiv  und  gleich  dem  zugehörigen 
Exponenten  von  x~a.  Folglich  ist  bis  auf  Grlieder  beliebig  hoher 
Ordnung  m  x  —  a 

Femer  ist,  wenn  E  eine  Einheitsfnnktion  für  die  Stelle  x=^a  bedeutet, 
D^E-{x^  ft)""'-^' JT(g.  - 10      (S,  fe  =  1,  2,  . , ,  «), 

also  erhält  man  durch  Einsetzen,  wenn  man  die  Potenzen  mit  nega^ 
tivem  Exponenten  von  x  —  a  beseitigt,  bis  auf  Glieder  höherer  Ordnung: 
D^E{x\d)  ■  {v^-{x-ayvsf{vi-(x~ayvsf  .  . .  [v^-ix-afv^^x 

Diese  Gleichung  zeigt,  dafs  bei  unbestimmten  «j,Dg,  ...v»  die 
Diekriminante  D  den  Faktor  x  —  a  nicht  enthält.  Bei  Spezialisierung 
der  Grröfsen  %,  Cg,  ,  .  .  v„  erhält  D  an  einzelnen  Stellen  (x^^a) 
allerdings  quadratische  Faktoren,  wenn  i^mlich  z.  B.  v^  —  v^  oder 
v^—  {x  —  aYv^  durch  x  —  a  teilbar  wird;  aber  dann  wird  im  all- 
gemeinen eben  nur  ein  Faktor  {x  -—  äf  und  keine  höhere  Potenz  in  D 
auftreten  können,  weil  in  "(/D  nlir  ein  Faktor  und  dieser  nur  durch 
die  erste  Potenz  von  x  —  a  teilbar  wird.  Die  Kui-ve  erlüilt  somit,  wenn 
man  die  Funktionen  v^,  %, . . .  w„  geeigneten  Ungleichheitshedingungen 
unterwirft,  nur  Doppelpunkte  an  solchen  durchweg  ins  Endliche  fallen- 
den AusnahmesteUen.    Da  die  Nullpunkte  der  ganzen  Funktion  von  x: 


^-n- 
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die  stellen  (x  =  a)  bestimmen,  an  welche  die  Doppelpixnkte  fallen,  so 
■wäre  es,  damit  diese  Stellen  alle  ungleicli  auaf allen,  aur  wirkliclien 
Aufstellung  jener  Ungleichheitsbedingungen  erforderlich,  in  Beziehung 
auf  X  die  Diekriminante  der  Funktion  U,  welche  nicht  identisch  Ter- 
Bchwinden  kann,  zu  bilden  und  die  Gröfsen  u^,  u-^, . .  .  m„  so  als  ganze 
Punktionen  von  x  zu  bestimmen,  dafs  diese  zweite  Diskriminante  einen 
von  Null  verschiedenen  Wert  erhält. 

Das  Ergebnis  dieser  Untersuchung  ist  hiemach  folgendes:  Die 
Diskriminante  D  der  sogenannten  Fundamentalgleichung  d>(a^,  Ti)  =  0 
des  Gehildee  F{x,  y)  =  0  besitzt  die  Zerlegung 

worin  A  die  Körperdiskriminante  bedeutet,  ?7al}er  eine  ganze  homogene 
Funktion  der  Unbestimmten  %,  Mj,  . .  .  w„  von  der  Dimension  -  «(n  — 1) 
ist,  deren  Koeffizienten  ganze  Funktionen  Ton  x  ohne  gemeinsamen 
Teiler  sind,  und  welche,  als  Funktion  von  x  betrachtet,  bei  unbestimmten 
« lauter  einfache  Wurzeln  besitzt  und  daher  auch  bei  Spezialisierung  diese 
Eigenschaft  behalten  kann.  Hierausfolgt,  dafs  die  Bildkurve  <I>(a:,);)  =  0 
aufserhalb  der  Geraden  cc  =^  oo  nur  Doppelpunkte  als  Singularitäten 
hat.  Es  bleibt  also  sehliefslich  nur  noch  übrig,  das  Verhalten  der 
Kurve  in  den  Schnittpunkten  mit  der  Geraden  ^  =  od  zu  regeln. 
Hier  nun  können  und  woRen  wir  es  einfach  so  einrichten,  daCs  die 
Gerade  x  =  co  die  Kurve  'P(x,tj)  =  0  ia.  n  verschiedenen  gewöhnlichen 
Punkten  vj  =  ßi  mit  endlicher  Ordinate  ßi  schneidet.  Damit  eine  der- 
artige Verfügung  möglieh  sei,  mufs  es  innerhalb  des  Ideals  l(-^j 
Funktionen  geben,  welche  nicht  blofs  für  das  zu  endlichen  Werten 
von  X  gehörige,  sondern  für  das  ganze  Gebiet  SK^  VielEaehe  des 
Divisors  -^^i  also  von  der  Form  jr  sind,  wo  @  einen,  ganzen  Divisor 
bedeutet.  Zur  Erreichimg  dieses  Zieles  müssen  wir  aber  vor  allem 
Sorge  tragen,  dafs  die  Ordnungszahlen  des  Fiindamentalsystems 

1^(11,  5j(ä), . .  .  ^1") 
für  x=oo  sämtlich  nicht  negativ  ausfallen;  denn  sonst  könnte  es 
eintreten,  dafs,  wenn  wir  innerhalb  des  Ideals  diejenigen  Funktionen 
aussondern,  welche  sieh  im  Unendlichen  regulär  verhalten,  einige  der 
Koeffizienten  «j,  «t^,  . . .  m„  gleich  Null  gesetzt  werden  müssen  und  dafs 
diese  Gleichungen  in  Widerspruch  mit  den  vorher  aufgestellten  Un- 
gleichheiten treten,  Ist  aber  diese  Bedingung  erst  erfüllt,  so  werden 
wir  es  auch  stets  erzielen  können,  dafs  die  Anfangsglieder  jSj,  ß^,  ,  .  .  j3„ 
der  n  Reihenentwickelungen  der  Funktion  rj  bei  {x  —  oo),  also  auch  die 
Schnittpunkte  der  Geraden  x  '^  <x>  mit  der  Kurve  alle  verschieden  sind. 
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Wir  genügen  aber,  ivie  Mir  nun  /aigeu  wollen  obigei  Fordei 
ong  einfach  dadurcli,  data  wir  die  Oidnuu^ezalil  (/  des,  Divisoi-i  D 
grÖfser  als  die  Verzweigungszalil  Wj.  dei  K.ieiiiaiLii&chen  Fliciie  31^  au 
nehmen.  Es  sei  nämlich  das  Fnndimental^iystem  if^\  tf-  \  tf  I  für 
{x  ~  oo)  normal  und  besitze  an  dief-ei  Stelle  die  Ordnungsziblen 
e^,  0^, .  .  .  e„.  Ist  nun  ^W,  ^1^*  ^l"'  das  koniplementaie  System,  so 
ist  dieses  nach  dem  Satze  V  auf  S  231  em  Fundameotal&ystem  für 
den  Divisor  -5-  i^id  hat  die  Ordnungszahlen  —  Tj,  —ff^,  —  ff„  Da 
aber  die  Ordnung  von  £l  gröfeer  als  w^t,  also  der  Divisor  -g-  von 
positiver  Ordnung  ist,  so  köimeii  sich  die  Funktionen  ^W,  ^'^1,  .  .  .  ^(") 
im  Unendlichen  nicht  regulär  verhalten,  weil  sie  sonst  mehr  Null- 
stellen  wie  Pole  erhalten  würden,  und  folglich  sind  —61,  — ff^, . . .  — ffn 
negative,  also  e^,  ß^,  .  . .  e„  positive  Zahlen.  Bilden  wir  jetzt  diejenigen 
Funktionen  des  Ideals 

welche  im  Unendlichen  regulär  sind,  so  ergiebt  sich  als  Dimension 
dieser  Schar  nach  S,  224  und  S.  226: 

(öl  +  1)  +  (62  +  1)  +  ■  ■  ■  +  (s„+  1)  =  3  -  .|  +  »  >  I  +  n. 

"Wir  können  also  für  %,  Mg,...«,  irgend  welche  ganze  Funktionen 
resp.  von  den  Graden  ö^  +  1.  Ö3  +  Ij  ■  ■  ■  ö„  +  1  nehmen,  und  da  das 
System  j;'^',  ij'-^\  . . .  jjl"*  für  «  =  00  normal,  nach  dem  Satze  auf  S.  167 
also  die  Determinante  [  an,  \  der  Anfangskoeffizienten  der  konjugierten 
Eeihenentwickelungen  der  n  Funktionen  von  Null  verschieden  ist,  so 
lassen  sich  die  Koeffizienten  der  höchsten  Glieder  in  %,  Mg, . . .  u^  stets 
so  wählen,  data  die  Anfangsglieder  ß^,  ß^, . . .  ß„  der  Eeihenentwicke- 
lungen von  7}  beliebige  vorgegebene,  also  auch  voneinander  verschiedene 
Gröfsen  werden.  Damit  ist  unsere  Behauptung  vollständig  erwiesen. 
Es  gilt  also  der  wichtige,  zuerst  von  Kronecker  bewiesene  Satz: 

Jede  Kurve  F(x,  J/)  =  0  kann  durch  eine  Transformation 
■tj  = 'l'(a:,  j(),  bei  welcher  die  eine  Variabele  ungeändert  bleibt, 
umkehrbar  eindeutig  auf  eine  Kurve  0(3;,  7;)— 0  abgebildet 
werden,  welche  nur  im  Endlichen  liegende  Doppelpunkte  als 
Singularitäten  besitzt. 

§  3. 

Nachdem  wir  in  den  vorhergehenden  Paragraphen  untersucht 
haben,  in  welcher  Weise  für  eine  beliebig  gegebene  Kurve  F(x, «/)  =  0 
der  Divisor  der  Doppelpunkte  ermittelt  und  reduziert  werden  kann, 
wollen   wir   nimmehr   erörtern,   welche   Bedeutung   diesem   Begriffe  in 
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der  Theorie  der  algebraischea  Kurven  zukommt,  und  einen  für  alle 
Anwendungen  der  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  auf  Kurven 
grundlegenden  Satz  aufstellen. 

Geht  man  von  dem  geometrischen  Bilde  der  Gleichung  F(a!,j/)=0 
aus,  so  bieten  sich  als  nächstes  und  unmittelbarstes  Objekt  der  Unter- 
suchung, wie  schon  auf  S.  369  bemerkt  wurde,  die  ganzen  i^nnk- 
tionen  von  a;  und  y  dar;  denn  eine  solche  ganze  Funktion  G{x,y) 
stellt,  gleich  Null  gesetzt,  eine  zweite  Kurve  dar  und  giebt  also  in 
Verbindung  mit  der  Gleiehimg  2*'=  0  ein  Schnittpunkteeystem  auf  der 
Grundkurve.  Wir  werden  so  darauf  geführt,  innerhalb  des  Funttionen- 
kÖrpers  K{x,  y)  dasjenige  engere  Grofsengebiet  auszuBondem,  welches 
aus  ganzen  Funktionen  von  x  und  y  gebildet  wird;  ein  solches  Gebiet 
bezeichnen  wir  mit  Herrn  Hilbert  als  einen  in  dem  Funktionen- 
körper enthaltenen  Funktionenring.  Nun  hat  eine  ganze  BVmk- 
tion  Q-ix,y)  offenbar  die  Eyei  schaff  nui  in  den  Stellen  unendlich 
zu  werden,  in  denen  entwedei  i  oder  y  unendlich  i'^t  es  entsteht  also 
die  Frage,  ob  oder  inwieweit  diese  Eigensehift  fm  die  m  dem  Körper 
enthaltenen  ganzen  Funkt  onen  von  t  und  y  ehaiakteristisch  ist  und 
zur  Definition  verwendet  weiden  kann  Es  i&t  aber  von  vornherein 
ersichtlich,  dafs  es  eine  unstatthafte  Umkehr ung  des  Satzes  wäre 
zu  behaupten,  dafs  jede  Funktion  des  Körpers,  welche  nur  für 
X  oder  y  ^:  co  Pole  besitzt,  sich  als  ganze  Funktion  von  x  und  y  müsse 
darstellen  lassen;  denn  es  kann  sehr  wohl  eintreten,  dafe  eine  solche 
Funktion  bei  ihrer  Darstellung  in  x  und  y  notwendig  in  gebrochener 
Form  erscheint.  Betrachten  wir  z.  B.  die  kubische  Parabel  y^  =px^, 
so  hat  offenbar  die  Funktion  -  jene  Eigenschaft,  da  sie  nur  einen 
einzigen  Pol  (erster  Ordnung)  bei  «  =  oo  besitzt,  und  sie  ist  offenbar 
doch,  auch  wenn  man  die  Kurvengleichung  selbst  zu  Hilfe  nimmt, 
niemals  als  ganze  Funktion  von  x  und  y  darstellbar.  Daher  ist  es 
wichtig,  Bedingungen  kennen  zu  lernen,  unter  denen  man  sicher  sein 
kann,  dafs  eine  Grö&e  des  Körpers  als  ganze  Funktion  von  x  und  y 
darstellbar  ist  und  also  dem  Ringe  angehört;  eiu  solches  System  von 
hinreichenden,  wenn  auch  nicht  notwendigen  Bedingui^en  wird  aber 
durch  folgenden  wichtigen  Satz  geliefert: 

"Wenn  in  der  Gleichung  F{x,  y)  =  Q  x  bis  zum  m^"", 
y  \nB  zum  w*'"  Grade  aufsteigt  und  n^  und  TXy  die  Nenner- 
divieoren  von  x  und  y,  ffi  aber  den  Divisor  der  Doppelpunkte 
bedeutet,  so  ist  jede  Funktion  des  Körpers  K{x,  y),  welche 
ein  Vielfaches  des  Divisors  ,„_^  „„-^-  ist,  als  ganze  Funktion 
von  X  und  y  darstellbar.        ^        " 
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Wesentlicli  in  diesem  Satze  ist  also  vor  allem  die  Voraussetzung, 
dafe  der  Zähler  der  Funktion  den  DiTisor  der  Doppelpunkte  enthalten 
soU;  aufserdem  haben  wir,  um  den  Satz  in  den  Grenzen  seiner  späteren 
Anwendungen  zu  halten,  eine  weitere,  aber  nebensächliche  Voraus- 
setzung über  die  Ordnung  des  Unendlich  Werdens  der  Funktion  für 
(«  =  00)  oder  ()/=cio)  hinzugefügt. 

Beim  Beweise  des  Satzes  haben  wir  Öfter  von  einer  dem  Körper 
angehörigen  Funktion  ffi{x,y)  die  Summe  der  konjugierten  Gi-öfsen 

Sirp)  =  fpi -{■  *p^  H 1-?-" 

zu  bilden.  Für  diese  Gröfse,  welche  nach  S.  117  die  Spur  der  Funk- 
tion rp  heifst  und  stete  eine  rationale  Funktion  von  x  ist,  gelten  nun 
einige  einfache  Gesetze,  von  denen  wir  jetzt  und  später  Crebranch  machen 
und  welche  wir  deshalb  dem  Beweise  der  vorher  ausgesprochenen  Be- 
hauptung vor  auf  schicken. 

Hat  man  bei  der  Divisorenzerlegung 


so  ist  der  Nenner  der  Spur  S{if)  im  allgemeinen  offenbar  die  Ideal- 
norm von  n^,  weil  diese  ja,  wenn  man  von  den  nach  (x  =  00)  fallenden 
Punkten  absieht,  das  Produkt  aller  Konjugierten  von  n,^  ist.  In  be- 
sonderen Fällen  erhält  man  aber  viel  einfachere  Resultate,  denn  es 
gilt  der  folgende  Satz,  der  übrigens  auch  später  für  den  Beweis  des 
Äbelschen  Theorems  von  grundlegender  Bedeutung  ist: 

Wenn   der   Nenner  von   (p   ein  Teiler  des  Verzweigungs- 
divisors 3^  ist,  so  ist  die  Spur  von  97  eine  Konstante. 
Denn  ist  , 


so  gelten  in  einem  «-blätti'igen  Verzweigungspunkte  S3„  der  ßiemann- 
schen  Fläche  Reihenentwickelungen  der  Form: 


-^^1     -^ 


+  ...-I-  ^+.. 


—  ^  + -^ ^  +  ■  ■  ■-!- T  +  ■  ■ 
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wobei  €i)  eine  primitive  ß'^  Einkeitswurzel  bedeutet.  Da  nun  für  jede 
ganze  Zahl  r,  die  nicbt  durch  a  teilbar  ist, 

1  4-  W  +  (o«'-H (-«("->)'■  =  0 

ist,   so  fäUt  in  der  Summe  q:"!  +  ^2  H \-  <Pa  der  Hauptteil   der  Ent^ 

Wickelung  fort.  Also  mufs  aucli,  wenn  bei  (x  =  a)  mehrere  Punkte  der 
Riemannschen  Fläche  übereinander  liegen,  die  Spur 

eine  bei  ( /■  =  a)  reguläre  Funktion  sein  dies  gilt  aber  für  jede  beliebige 
endkt.he  odei  unendlich  ferne  Stelle  (r  —  a),  da  man  für  unendlich  ferne 
Punkte  nui  r  —  a  duich  —  zu  ersetzten  hat,  folglich  ist  S{cp)  eine 
Konstante    was  /u  beweisen  war 

Ganz  dasselbe  Eei^ultat  fliefst  luch  ohne  Anwendung  von  Beiheu- 
entwittelungen  aus  dei  einfachen  Erwägung,  dafs  die  Funktion  fp 
nach  Multii likation  mit  1  —  a  lesp  mit  —  für  die  Primfaktoren  von 
äi— o,  resp,  von  It^  positive  Ordnungszahlen  erhält.  Folglich  hat  auch 
die  rationale  Funktion 

S{ix~a)<p)^{x~a)8(<f),     resp.     S (^  y)  = -^ S (q?) 

für  {x  =  ffl),  resp.  {x  ^  co)  eine  positive,  S(^)  also  an  jeder  beliebigen 
Stelle  eine  nicht  negative  Ordnungszahl.     Folglich  ist  S  (q^)  =  const. 
Dieser  Satz  läfst  sich  leicht  in  folgender  Art  erweitern: 

Wenn  der  Nenner  der  Funktion  ip  das  Produkt  aus  dem 
Yerzweigungsdivisor  3*  ^^^  einer  positiven  Potenz  von  n^;  ist, 
so  dafe 

m  =  — '^-- 

ist,  so  ist  S{<p)  eiae  ganze  Funktion  fi'*"  Grades  von  x. 
Denn   zunächst   trifft  für  alle   endlichen  Werte  von  x  die  gleiche 
Deduktion   wie  vorher  zu,   und  folglich  hat  S((f)  im  Endlichen  keiue 
Pole    und   ist   also    eine    ganze   Funktion.     Der    Grad    dieser    ganzen 
Funktion  ist  aber  notwendig  gleich  ji,  weil  die  Fmiktion 


für  [x  =^  00)  die  Überlegung  des  vorigen  Absatzes  gestattet  und   sich 
hierdurch  als  regulär  für  diese  Stelle  erweist. 

Nach    dieser  A'^orbereitung    schreiten    wir    ku    dem    Beweise    des 
Hauptsatzes   und   gehen   hierbei   von   der   Überlegung   aus,   dafs   jede 
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Funktion  Y  des  KörpeTs  auf  eme  imd  nur  eine  Weise  in  die  Form 
gesetzt  werden  karm: 

V  =  *■(,  +  Tj^y  -f  r^y''  -\ -|-  r^—iy""^, 

wobei  *•(,,  i\, .  . .  r,_i  rationale  Funktionen  von  x  bedeuten;  es  ist  also 
nur  zu  beweisen,  dafs  unter  der  angegebenen  Voraussetzung  die  Funk- 
tionen r/i  ganz  werden.  Zur  Bestimmung  derselben  wenden  wir  nun, 
wie  auf  S.  233,  die  Lagrangesehe  Interpolationsformel  an,  welche,  wenn 
M  eine  Unbestimmte  und  F{x,  J/)  =  0  die  Km'vengleicliung  bedeutet, 
ergiebt: 

V       J'fe  11)  V»      Fix.  u) 

\Sy),  \dyh 

wobei  ¥^,  -  .  .  H*«  die  Konjugierten  der  Funktion  V  sind.  Setzen 
wir  alBO 

so  ist  für  beliebiges  »: 

j-o  +  r,M,  +-  ■  ■  +  r„_iM.''-^  ^-  8{<p). 
Wir  haben  nun  zu  zeigen,  dafs,  falls  @  ein  ganzer  Divisor  und 

ist,  die  rationale  Funktion  S(ip)  fui  unbestimmte'-  n  eine  ganze 
Funktion  (m  —  1)'*"  Grades  von  a:  ist  Hierdurch  ist  unsei  Satz  be 
wiesen,  da  dann  notwendig  auch  alle  Koeffizienten  >^,^l  t  i  gan^e 
Funktionen  (m  —  1)""^  Grades  sind.  Zu  diebem  Zviecke  steUeu  iMr  den  zu 
q)  gehörigen  Divisor  dar  und  betrachten  zun  k  hst  den  darin  auftretenden 
Faktor  f(3),m) 

Da  der  Zähler  eine  ganae  Funktion  m*"""  Grades  von  x,  der  Nenner 
eine  ganze  Funktion  ersten  Grades  von  y  ist,  so  tritt  im  Zähler  n^, 
im  Nenner  XV"  auf.  AuTser  bei  (x  =  oo)  könnte  obige  Funktion  noch 
bei  j/  =  M  unendUeh  werden;  dafs  das  aber  nicht  der  Fall  ist,  erkennt 
man,  wenn  man  berücksichtigt,  daTs  F(x,  y)  ~0  ist  und  daher  unser 
Quotient  auch  in  die  nennerfreie  Form  gesetzt  werden  kann: 


Fj^.u)  _  F(^.u)~F(x,y) 


=  a,((r)(w''-^  +  M«-^j;H V  y"'') 


+  a^-iix) («"-ä  + . . .  +  j/"-ä-,  +...^a,{x)(u  +  y)  +  a,  {x), 


yGoosle 


aus   welcher   heryorgeht,   dafs   die  Funktion  bei  y  = 
Daher  erhält  die  Fuiiktioii  die  DiTiaorendarstellung 


wo  §  ein  ganaer  Divisor  ist.  Tragen  wir  also  die  Divis orengleiehung  ( 
imd  die  nach  Formel  (4)  auf  S,  382  für  -^  geltende  Gleiehang 


m(l)  . 


Nach  dem  voraufgeschickten  Hilfsaatze  ist  also  S(<p)  eine  ganze 
Funktion  {m  —  Vf^"  Grades  von  x,  und  damit  ist  unser  Satz  bewiesen. 
Man  kann  um  noch  leicht  in  der  Weise  erweitem,  dafs  man  etwas 
allgemeinere  Voraus  Setzungen  über  die  Ordnung  des  Unendlich  wer  deus 
der  Punktion  ^'  einführt.     Es  gilt  nämlich  der  Satz: 

Wenn  ii  <m   und   v  <n  ist,   so   ist   eine  Funktion  M*  des 
Körpers,   welche    ein   Vielfaches    des   Divisors   — — -  ist,   eine 

ganze  Funktion  von  x  und  y,  welche  in  x  den  Grad  ft,   in  y 
den  Grad  v  hat. 
Denn   sind  it  und  v  zwei  unbestimmte  GrÖfsen,   so  liat  man  nach 
dem  vorher  bewiesenen  Satze: 

V  ix  —  uy-'^-'-  (y  -fj)"-!""  =  j-Q  +  ^jj/  +  . .  -  4-  r„_,i/''-S 

wo  *■(,,  »"i, . . .  r„_i  ganze  Funktionen  {m  —  1)'*'^  Ordnung  sind.  Das  ist 
aber  bei  unbestimmten  m,  v  nur  möglich,  wenn  die  Funktion  rechter 
Hand  identisch  den  Faktor  (a:  — M)™~^~''(!t/  — o)"~^~"''  enthält;  nach 
Weghehung  desselben  findet  man 

^  =  ro  +  riy-|--.-+r;r, 

wo  fg,  rj,  .  .  .~rr  ganze  Funktionen  fi'"'  Ordnung  von  x  sind,  was  zu 
beweisen  war. 

Zufolge  dieses  Satzes  ist  es,  wenn  man  von  kurventheoretischen 
Vorstellungen  ausgeht,  überall  möglich,  sich  auf  den  geschlossenen 
Ereis  derjenigen  Gröfsen  des  Körpers  zu  beschränken,  welche 
sich  als  ganze  Funktionen  von  x  und  y  darstellen  lassen  und  deren 
Zählerdivisor  eich  daher  als  das  volle  Schnittpunktsjstem  einer  Kurve 
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interpretieren   läi'st.     Handelt   es   sicli   z.  E.   um   die   Bestimmung  der 
p  Integnde  erster  Gattung 

u^  =  jipWdx,    Mä  =  {(f'-^'idx,  .  ..Up=  l<p<p'>dx, 
so  wissen  wir  aus  dem  Früheren  (8.  300),  dafs  eine  solche  Funktion  y('' 
c  also  das  Produkt 


SO  ist  jede  dieser  Funktionen  ein  Vielfaches  des  Divisors  -^rrg  "iträ  ■ 

Auf  Utund  des  TOrher  aufgestellten  Satzes  ist  hiernach  f '''  eine  ganze 
Funktion  Yon  x  und  y,  welche  in  x  den  Grad  m  —  2,  in  ^  den  Grad 
n  —  2  hat;  es  ist  also 

f„  -  i^k-L^!.^  ^  =  0, 1,  2,  . . .  «i-2\ 

^  BF  V?i  =  0,  1,  3,  ..  .  n~'l) 

w 

Dahei  muls  also  die  Zählerkurve  Zftjj,  x"»/' =  0  noch  der  Forderung 
geniigen,  dafs  sie  durch  die  Doppelpunkte  der  Kurve  1<'—  0  hindurchgeht, 
und  da,  wie  wir  wissen,  genau  p  linear  uuahh'angige  Integrale  existieren, 
so  sind  diese  den  (w  —  1)  (w»  ~  1)  Koeffizienten  a^/,  auferlegten  Be- 
dingungen nur 

(m  —  1)  (w*  —  1)  —  ß  —  (7 

linearen  unahhängigen  Gleichungen  äquivalent.  Während  also  die 
Ordnung  des  Divisors  ®  gleich  2d  ist,  reduziert  sich  die  Anzahl  der  von 
den  Koeffizienten  a^;,  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  auf  die  Hälfte  d. 

Eine  derartige  Kurve,  wie  sie  hier  im  Zähler  auftritt,  hezeichnet 
man  als  eine  der  Grundkurve  F(x,y)  ^0  adjungierte  Kurve.  Sie 
ist  durch  die  Bedingung  charakterisiert,  dafs  sie  durch  die  Doppel- 
punkte der  Grundkurve  hindurchgeht,  wohei  im  Falle  höherer  Sin- 
gularitäten diese  Fordenmg  allerdings  erst  durch  die  früheren  Aus- 
einandersetzungen ihre  voUe  Bestimmung  erfährt;  eine  zur  Grundturve 
adjungierte  Kurve  ist  nämlich  eine  solche,  für  welche  der  dem  Schnitt- 
punktesystera  zugeordnete  Divisor  durch  den  Divisor  3)  der  Doppel- 
punkte teilbar  ist. 

Die  Anzahl  der  Schnittpunkte,  welche  eine  derartige  adjungierte 
Kurve  mit  der  Grundkurve  gemein  hat,  ist,  da  x  im  Grade  m  —  2, 
y  im  Grade  n —- 2  auftritt,  gleich 

{m-2)n  +  {n-2)m  =  2{m-l){n-i)  -  2  =  2d  +  2p  -  2. 

Von  diesen  entfallen  2d  Schnittpunkte  auf  den  Divisor  'S)  der  Doppel- 
pimkte,   während   die  Kurvenschar,  wie  wir  nun  noch  aeigen  wollen, 
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andere  feste  Schnittpunkte  nicht  besitzt;  eine  derartige  adjungierte 
Kurve  hesitzt  also  2ß  —  2  freie  oder  variable  Schnittpunkte  mit  der 
Gnmdkarve,  Die  letzten  2^  —  2  Schnittpunkte  der  Kurvenschar  mit 
der  Grundkurve  entsprechen  nämlich  genau  den  2p  —  2  Primdivisoren 
der  Differentiale  erster  Gattung.     Denn  ist 

wo  3S  der  ganze  Divisor  der  Ordnung  2p  —  2  ist,  der  den  freien 
Schnittpunkten  der  Kui-ve  Y  =  0  entspricht,  so  ist  zufolge  des  Satzes  auf 
S.  384  der  zu  dem  Differentiale 

dy 
gehörige  Divisor  gleich  Sß;  der  Divisor  2B  ist  also  ein  ganzer  Divisor 
der  Klasse  W  der  Differentiale,  und  da  diese  primitiv  ist  (8.  308),  so 
besitzt  die  Schar  der  adjungierten  Kurven  auch  keine  weiteren  festen 
Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve,  was  zu  beweisen  war. 


Die  im  Vorhergehenden  angewendeten  Methoden  zur  Auflösung 
der  Singularitäten  einer  gegebenen  Kurve  beruhen  sämtlich  darauf, 
dafs  man  die  Kurve  durch  eine  umkehrbare  Transformation  auf  eine 
andere  abbildet.  Derartige  birationale  Transformationen  allgemeinster  Be- 
schaffenheit spielen  nicht  blofs  iu  der  Theorie  der  Funktionen,  sondern 
auch  in  der  der  höheren  algebraischen  Kurven  eine  überaus  wichtige 
Eolle.  Wir  wollen  daher  nunmehr  die  geometrische  Bedeutung  derartiger 
umkehrbar  eindeutiger  Abbildungen  in  ihren  Grundzügen  erörtern. 

Wenn  man  eine  gegebene  Kurve  F{x,  J/)  =  0  durch  eine  Trans- 
formation der  Form 

l  =  r{x,y),    '>i=r^(x,y), 

welche  umkehrbar  ist  und  somit  die  Auflösung 

besitzt,  in  eine  andere  <t'(§,'»;)  =  0  überführt,  so  ist  eine  derartige 
Abbildimg  die  allgemeinste,  durch  welche  algebraische  Kurven  ein- 
deutig aufeinander  bezogen  werden  können.  Bei  einer  solchen  ändern 
sich,  wie  wir  gesehen  haben,  im  allgemeinen  die  Gradzahlen  m 
und  n,  die  Singularitäten  der  Kurve  ujid  überhaupt  die 
meisten  Anzahlen  und  Besonderheiten,  welche  der  Kurve  im  ge- 
vröhnlichen    Sinne    eigentümlich   sind.     Es   giebt    aber   trotzdem    eine 
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AazaLl  von  Eigensckaften,  welehe  aucK  durch  derartige  allgeraeiüste 
Abbildimgen  niclit  zerstört  werden  können,  und  gerade  diesen  bei  be- 
liebiger Transformation  invarianten  Elementen  der  Kurve  wird  natur- 
gemäfs  eine  ganz  besonders  wichtige  Rolle  in  der  Kurventheorie 
zufallen.  Nach  unseren  früheren  Auseinandersetzungen  besitzt  z.  B, 
die  ursprüngliche  und  die  Bildkurve  stets  dasselbe  Greschleelit,  und 
es  erweist  sieh  also  vor  allem  das  Geschlecht  der  Kui-ve  als  eine  in- 
variante Anzahl.  Wenn  wir  femer  durch  die  Doppelpunkte  der 
Kurve  F^O  eine  adjungierte  Kurve 


^=2  2"'"*'^'^ 


hindurchlegen,  so  schneidet  dieselbe  nach  den  Äuaeinanders 
des  vorigen  Paragraphen  die  Grundkurve  aufser  in  den  Doppelpunkten 
noch  in  2p  ~  2  freien  Punkten,  welche  den  Primdivisoren  eines  zu  der 
Kurve  gehörigen  Differentialteilers  erster  Gattung  entsprechen.  Bildet 
man  daher  die  Kurve  durch  eine  birationale  Transformation  ah,  so 
entsprechen  diesen  2p  —  2  Pimkten  ebenso  viele  Punkte  der  Bildkurve, 
und  da  der  Differenti  alt  eiler  hierbei  ganz  unverändert  bleibt,  so 
mÜBsen  auf  ihr  solche  2p  — 2  Punkte  ebenfalls  mit  den  Doppel- 
punkten auf  einer  adjungierten  Kurve  liegen.  In  diesem  Sinne  ent- 
sprechen also  den  zu  .F  ^  0  adjungierien  Kurven  die  adjimgierten 
der  Kurve  0  =  0,  so  dafs  sich  die  Schar  dieser  adjungierten  Kurven 
oder  vielmehr  der  von  ihnen  ausgeschnittenen  Schnittpunktsysteme 
bei  beliebiger  Transformation  invariant  erhält. 

Die  Beziehung  zwischen  den  beiden  Kurven  ist,  wie  oftmals  her- 
vorgehoben, im  allgemeinen  eine  eindeutige.  Nur  in  den  singul'ären 
Stellen  der  Kurven  geht  diese  Eindeutigkeit  verloren;  denn  da  zu 
einem  ft-fachen  Punkte  der  Kurve  F=0  Ic  Primdivisoren  gehören,  so 
können  einem  solchen  Punkte  mehrere  der  Bildkurve  entsprechen; 
eben  diese  Eigenschaft  war  es,  welche  dazu  benutzt  werden  konnte, 
eine   derartige   Singularität   in   h   einfache  Punkte   der   Bildkurve   auf- 


Die  hier  auseinandergesetzten  Prinzipien  sind  nicht  auf  ebene 
KuiTon  beschränkt,  sondern  sie  können  nnmittelbai-  auf  Eaumkurven 
übertragen  werden.  Ist  nämlich  s  =  x{^,  v)  irgend  eine  Funktion  des 
Körpers,  und  trägt  man  in  jedem  Punkte  der  Kurve  F{x,  y)  ~0  die 
zugehörige  .s-Koordinate  auf,  so  gehört  zu  jedem  Punkte  der  ebenen 
Kurve  Ji^—  0  im  allgemeinen  ein  und  nur  ein  Punkt  einer  ßaumkurve, 
welche   so    auf  die    ebene   Kurve   eindeutig  bezogen  ist.     Noch  etwas 

ncueel  «.LuudaDecg,  Algetasische  Funklion™  iiH:  27 
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allgemeiner  ist  folgende  Bestimmung:  Ist  F{X,y)  =  0  die  Grandkurve, 

irgend  drei  Funktionen  des  KÖi-pers,  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dafs  zu  einem  Wertsystem  (i,  i],  g)  im  allgemeinen  nur  ein  Wertsystem 
(Xf  y)  gehört;  dann  ist  der  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  |,  i},  % 
identisch  mit  dem  Körper  der  rationalen  Fuattionen  von  x  und  y,  also 

und  es  lassen  sich  umgekehrt  auch  x  und  y  rational  durch  ^,  t/,  £ 
darstellen: 

x  =  <p{l,'ri,l),     y  =  t{^,V,t)- 

Durch  die  obigen  Gleichungen  wird  nun  eine  Raumkurve  definiert, 
fitr  welche  der  zu  dem  M'^ertsystem  (x,  y)  gehörige  Punkt  der  Biemann- 
sehen  Fläche  die  Rolle  eines  Parameters  spielt,  und  welche  so  um- 
kehrbar eindeutig  auf  die  Grundkurve  abgebildet  ist.  Die  Definition 
des  Geschlechtes  kann  alsdann  unmittelbar  von  der  ebenen  auf  die 
Eaumkurve  übertragen  werden. 

Ist  (I  =  a,  tj  =  ?>,  £  =  c)  ein  Punkt  der  Raumkurve,  so  haben  die 
Zähler  der  Funktionen  |  —  «,  ij  —  Ö,  £  —  c  nach  unserer  Äonahme  im 
allgemeinen  nur  einen  Primdivisor  gemein.  Für  eine  endliehe  Anzahl 
von  Punkten  (a,  h,  c)  können  aber  Ausnahmen  einti-eten,  und 
wenn  dann  ä?-»,  ;.,-(,  Jt-o  einen  Divisor  h*"  Ordnung  gemein  haben, 
so  erhält  die  Raumkurve  daselbst  einen  fe-fachen  Punkt.  Es  ist  nun 
fast  unmittelbar  zu  sehen,  dafs  zu  einer  gegebenen  Kurve  F(x,y)=0 
eine  räumhche  Bildkurve  stets  so  bestimmt  werden  kann,  dafs  sie  von 
Doppelpunkten  frei  ist;  man  kann  also  eine  vollkommene  Beseitigung 
der  Singularitäten  durch  Erhöhung  der  Anzahl  der  Dimensionen  herbei- 
führen. In  der  That  Icann  man  zuvörderst  nach  dem  Satze  auf  S.  402 
die  Singularitäten  der  ebenen  Kurve  als  vielfache  Punkte  mit  getrennten 
Tangenten  voraussetzen  und  sodann  z.  B.  §  =  a:,  i;  =  y  nehmen  und  die 
Funktion  ^  =  X  (a:,  y)  in  mannigfaltiger  Weise  so  bestimmen,  dafs  sie 
in  einem  fc-i'aehen  Punkte  der  Kurve  F(x,y)  =  0  h  verschiedene 
Werte  ti,  £s>  ■  ■  ■  £*  «r^iält  (S.  216).     Es  gilt  also  der  Satz: 

Jede  ebene  algebraische  Kurve  kann  umkehrbar  eindeutig 
auf  eine  doppelpunktfreie  Raumkurve  abgebildet  werden. 
Betrachtet   man   eine    Kurve    anstatt   als    Punkt-   als   Tangenten- 
gebilde,   BO    sind    die   Tangentenkoordinaten  rationale  Funktionen  der 
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Puuktkoorclinaten,  also  Punktionen  des  Körpers.  Da  nämlich  die 
Tangente  die  Gleichung  hat: 

so  sind  ilive  Linienkoordinaten 

dii  dx 

ydx  —  xdy  xay  —  yax 

Umgekehrt  ist,  wie  man  leieht  durcli  Differentiation  bestätigt; 

—         ^^  ^         ti» 

~'  vdti  —  udv'    ^       Vidv  ~  vdu 

also  ist  die  obige  Beziehung  stets  eindentig  umkehrbar.  Diese  und 
ähnliche  Umformungen  sind  also  spezielle  birationale  Transformationen 
und  können  daher  nach  den  dargelegten  Prinzipien  untersucht 
werden,  wobei  stets  der  Satz  von  der  Erhaltung  des  Geschlechtes 
eine  besonders  wichtige  Eolle  spielt.  Wir  wollen  diese  Methoden 
in  einer  Eeihe  von  Anwendungen  erörtern,  vorher  aber,  da  wir  hierbei 
die  Kurven  am  besten  unter  projektiven  und  darum  von  den  frühereji 
etwas  abweichenden  Gesichtspunkten  betrachten,  die  Modifikationen 
auseinandersetzen,  welche  unsere  allgemeinen  Bntwickelungen  und  Be- 
gi'iffsbildungen  erfahren,  wenn  wir  die  etwas  spezielleren  Voraussetzungen 
der  projektiven  Geometrie  der  Untersuchung  zu  Grunde  legen  und 
durchweg  mit  homogenen  Gleichungen  operieren. 
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Homogene  Gleichungeu  und  Diviso  renscharen,  —  Lineare  Transformation.  —  Sehnitt- 
kuiTen.  —  DerDiTisor  der  Doppelpunkte  im  projektiven  Sinne.  Seiae  DarBtellnng.  — 
Aronholdäclie  Form  der  Abelschen  Differentiale.  —  Die  Bedeutung  dea  Divisors  der 
Doppelpunkte  bei  dieser  Darstellung;  adjungierte  Kurven.  —  Der  Restaata  für 
adjuEgierte  Kurven.  —  Eorresidualität. 

§  1. 

Wir  gelangen  am  einfachsten  zu  den  allgemeinsten  algebraischen 
Gebüden,  welche  durch  homogene  Gleichungen  dargestellt  werden, 
wenn  wir  innerhalb  des  Körpers  K(s,u)  drei  Funktionen  Xi^,x^,x^  so 
wählen,  dafs  umgekehrt  u  und  s  rational  durch  zwei  ihrer  Quotienten, 
z,  B.  durch  —  und  -  -  ausgedrückt  werden  können  und  dals  zwischen 
Xfj,  x-^yX^  keine  lineare  homogene  Relation  mit  konstanten  Koeffizienten 
besteht.  Zufolge  der  ersten  Voraussetzung  wird  der  Körper  (K{z,  u) 
durch  die  Gesamtheit  der  rationalen  Funktionen  von  -^^  — ^  erschöpft, 
so  dafs 

ist.     Betrachten   wir   ferner    die    den    drei    Funktionen    zugeordneten 
Divisoren  und  bezeichnen  ihren  gröl'sten  geraeinsamen  Teiler  mit  9Ji, 
indem  wir 
1)  ^o^SfiSTo,     x^  =  m%^,     x^^^% 

setzen,  so  sind  Slg,  St^,  SI^  drei  ganze  Divisoren  ohne  gemeinsamen 
Teiler,  welche  einer  und  derselben  Klasse  A  augehöreo;  die  Dimension 
der  Klasse  A  mufs  dann  zufolge  der  zweiten  Voraussetzung  mindestens 
gleich  drei  sein: 

denn  sonst  würde  eben  zwischen  den  Divisoren  %^,%^,%^,  also  auch 
zwischen  den  Funktionen  Xg^,  %,  cc^  eine  lineare  homogene  Gleichung 
bestehen. 

Bei  allen  nachfolgenden  Untersuchimgen  haben  wir  aassehliefslich 
mit  homogenen  Gleichungen  zwischen  x^,,  X-^,  x^  zu  thun.  Derartige 
Gleichungen  bleiben  aber  besteben,  wenn  wir  x^,  x^^,  x^  durch  fix^,  (ta^,  (la^g 
,  wie  wii'  auch  den  Proportionalitätsfaktor  /t  im  übrigen  wählen 
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mögen.  Bestelifc  hiernach  zwischen  x^,  x^,  x^  eine  homogene  Gleichung 
v^™  Grades  von  der  Form 

<9{Xi^,x^^x^  =0, 
so  gilt  dieselbe  Gleichimg  auch  für  die  zugehörigen  Divisoren 

*  (§!(,,  ?r„st3)  =  o. 

Diese  letztere  Gleichung  ist  so  zu  verstehen,  dafa  zwischen  den  Potenz- 
produkteu  der  Dimension  v: 

V;Vi%-  („.  +  ..  +  .,_,), 

welche  sämtlich  der  Klasse  JC  angehören,  eine  bestimmte  lineare 
homogene  Relation  besteht;  ihre  algebraische  Bedeutung  ist  also  durch 
die  Ausführungen  in  §  2  der  siebzehnten  Vorlesung  völlig  erklärt.  Wir 
dürfen  und  wollen  daher  in  der  Folge  mit  homogenen  Gleichungen 
höheren  Grades  zwischen  gegebenen  Diviaoren  ebenso  gut  wie  bisher 
mit  linearen  Gleichungen  rechnen. 

Zufolge  dieser  Bemerkungen  spielt  in  obigen  Gleichungen  (1)  der 
Divisor  W,  eine  ganz  unwesentliche  Holle  und  kann  durch  einen  be- 
liebigen anderen  Divisor  der  Klasse  -r  ersetzt  werden;  man  kann  z.  B., 
was  wir  in  der  Folge  meist  thim  werden, 

setzen,  wobei 

einen  beliebigen  Divisor  der  aus  den  linearen  Verbindungen  der  Grund- 
divisoren  bestehenden  Schar  ©  =  (^oi^ii^b)  liedeutet.  Immer  dann, 
wenn  wir  mit  homogenen  Gleichungen  zu  operieren  haben,  handelt  es 
sich  nicht  eigentlich  um  Gleichungen  zwischen  Funktionen,  sondern 
vielmehr  um  solche  zwischen  Diviaoren.  Die  Untersuchung  der  pro- 
jektiven Eigenschaften  algebraischer  Kurven  ist  hiemach,  wie  wir 
jetzt  im  einzelnen  zeigen  werden,  algebraisch  völlig  gleichwertig  der 
Untersuchung  einer  Schar  von  Diviaoren  und  der  zwischen  diesen 
bestehenden  Gleichungen. 

Betrachten  wir  einen  beliebigen  Divisor 

der  Schar  ®,  so  ist,  wenn  die  Ordnung  der  Klasse  A  gleich  n  ist, 

und  die  n  Primfaktoren  dieses  Divisors  entsprechen  den  n  Schnitt- 
punkten der  Kurve  mit  der  Geraden 
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weil  eben  der  ZäUer  der  Funktion  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung 
gleicli  St  ist.  Ebenso  aber,  wie  wir  die  Gesamtheit  der  Geraden  der 
Ebene  anstatt  aus  x^  ^0,  x^^^O,  x^  =  0  auch  aus  drei  anderen  Ge- 
raden zusammenset/pn  können,  die  ein  Dreieck  bilden,  so  können 
wir  auch  die  Gesamtheit  dei  m  dei  Schai  S  enthaltenen  Divieoren, 
anstatt  aus  ^q,  Sl^,  9t,  aus  diei  andeien  hneai  unabhängigen 
Divisoren  der  Schar  komponieien     Bilden  wii  namlich 

2)  h8i  =  flioSto-f  %i3I, +  ßia2U 

und  wählen  die  Koeffizienten  dieser  Gleichungen  so,  dals  die  Determinante 

r  =  \a^i\  (jji.ft  =  0,  1,  3) 

von  Null  yerschieden  ist,  so  sind  aucli  Sg,  95^,  ög  linear  unabhängig, 
und  es  lassen  sieh  \,  Stj,  Stg  als  lineare  homogene  Funktionen  von 
SBo,  SSijSßa  daratellen,  die  wir  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (2) 
erhalten.  Es  können  also  nicht  blofs  die  linearen  Verbindungen  von 
^o>  ®i>  ^s  ^^^  Linearformen  der  Divisoren  %q,  SI^,  ST^  dargestellt 
werden,  sondern  es  gilt  auch  das  Umgekehrte;  die  Schar  {^q,  Sj,  SSj) 
ist  somit  mit  der  Schar  (SCq,  §f^,  St^)  identisch.  Diese  Transformation 
der  Grunddivisoren  der  Schar  ©  entspricht  offenbar  genau  einer  Ver- 
änderung des  Koordinatendreiecks,  auf  welches  die  Gleichung  der  Kurve 
bezogen  wird.  Bezeichnen  wir  nämhch  mit  §i  und  S  zwei  beliebige 
Divisoren  der  Schar  ©  und  setzen  wii- 

_%  _%  _% 

3^0  —  31 '     *i        gt '     ^  --  3( 

_  !9,  _  93,  _  ös 

^u  —  iß '    '•'i  ~  aj '    ^3  —  ^" ' 

so  hat  man  zufolge  der  Gleichungen  (2),  wenn  die  Funktion  f^  =  w 
ein  Proportionalitätsfaktor  ist, 

2a)  !  !ly^  =  a^^x,^  -f  a^^x^  +  a^^x^ 

wodurch  wir  auf  die  gewöhnlichen  Gleichungen  der  Koordinatentrans- 
formation  oder  der  KoUineation  zurückkommen.  Die  Gleichungen  (2) 
und  (2a)  sind  also  im  weeeuthchen  äquivalent,  und  es  läfst  aich  das 
eine  System  aus  dem  andern  unmittelbar  ableiten. 
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Wir  werden  nun  in  der  Folge  auBschlielslich  mit  denjenigen  Eigenr 
Schäften  der  algebraisclien  Kurven  zu  thun  haben,  welche  durcli 
Kollineabioa  nicht  zerstört  werden  können;  dies  bedeutet  aber  in 
algebraischer  Ausdrucksweise,  dafs  wir  nur  solche  Eigenschaften  be- 
trachten, welche  nicht  den  einzelnen  Divisoren,  sondern  der  ganzen 
Schar  @  eigentümlich  und  von  der  Art  des  Aufbaues  der  Schar  un- 
abhängig sind. 

Da  wir  hiemach  die  Gleichung  der  Kurve,  je  nach  der  Wahl  des 
Koordinatensystems,  in  verschiedenen  Formen  erhalten  können,  so  be- 
nutzen wir  die  uns  zur  Verfügung  stehende  Transformation  Öfter,  um 
ungeeignete  Gleiehungsformen  zu  vermeiden.  Wir  können  und  wollen 
z,  B.  für  die  Folge  annehmen,  dafs  der  Divisor  St,,  aus  n  verschiedenen 
PrJmfaktoren  besteht  und  dafs  2(,  sowohl  wie  St^  zu  31,,  teilerfremd 
sind.  Diese  Voraussetzung  ist  leicht  zu  erfüllen;  denn  wir  können 
die  erste  Seite  a^o  =  0  des  Koordinatendreiecks  so  annehmen,  dafs  sie 
die  Kurve  in  n  gewöhnlichen  verschiedenen  Punkten  schneidet  und 
sodann  die  anderen  beiden  Seiten  x^=0  und  x^^O  so  wählen, 
dafs  sie  durch  keinen  jener  n  Schnittpunkte  hindurchgehen.  Bilden 
wir  unter  dieser  Voraussetzung  die  Gleichung  der  Kurve 

4)  F{Xg,x^,x;)=0     oder     F{%,%,%)  =  0, 

so  ist  die  linke  Seite  derselben  eine  homogene  Funktion  k*^"  Grades, 
in  welcher  die  Koeffizienten  von  x^  und  x^',  resp.  von  21"  und  9Ig  von 
Null  verschieden  sind.  Da  nämlich  jede  Gerade  der  Ebene  die  Kurve 
in  n  Punkten  schneidet,  so  mufs  die  Gleichung  der  Kurve  notwendig 
vom  n*'"  Grade  sein,  d.  h.  es  mnfs  jedes  Glied  der  Gleichung  die 
Dimension  n  besitzen,  und  es  mufs  femer  der  Koeffizient  z.  B.  von  x^ 
von  Null  verschieden  sein,  weil  andemfalls,  entgegen  unserer  Voraus- 
setzung, der  Punkt  (x^  =  0,  ic^  =  0)  auf  der  Kurve  liegen  würde.  Die 
Kurve  ist  femer  nach  §  2  der  sechzehnten  Vorlesung  unzerlegbar,  da 
sie  zufolge  der  im  Anfange  dieses  Abschnittes  getroffenen  Annahme 
auf  das  ursprünglich  gegebene  algebraische  Gebilde  /  (u,  s)  =  0 
umkehrbar  eindeutig  bezogen  ist. 

Die  wirkliehe  Aufstellung  der  Gleichung  F  =  0  und  damit  eine 
Bestätigung  der  eben  erwähnten  Eigenschaften  erfolgt  jetzt  am  ein- 
fachsten, wenn  wir  unter  Benutzung  der  früher  erlangten  Besultate 
zuiüichst  auf  die  nicht  homogenen  Gleichungen  zurückgehen.  Bilden 
wir  nämlich  die  Quotienten 


y  Google 


424  FünfundfiwanBigste  Vorlesung. 

80  sind  dies  zwei  Funktionen  des  Körpers  mit  gleichem  Kenner,  welclie 
zufolge  unserer  Voraussetzungen  beide  den  Grad  n  haben,  weil 
die  Brüche  bereits  die  reduzierte  Form  besitzen.  Ferner  ist  y 
eine  ganze  Funktion  von  x,  weil  sie  nur  gleichzeitig  mit  x  un- 
endlich wird,  und  es  besteht  somit  zwischen  x  und  y  eine  Gleichung 
w**"  Grades 
F{x>y)==a,{x)r  +  a,-,{x)y''-^  +  a,-2{xY-'i---+a,,{x)y  +  a,{x)^Q, 

in   welcher   <t„(a:)  =  1    und   allgemeiner  a„^h(x)   eine   ganze  Fmiktion 

höchstens  A'™  Grades  von  x  ist.   Das  letztere  folgt  einfach  daraus,  dafs  der 

Koeffizient  .  /  -.  , 

±a^-k{x)  =  yiyi...y,+--- 

ist  und  jede  der  n  konjugierten  Funktionen  y^,  y^,  •  ■  ■  y«  für  (x  =^  oo) 
einen  Pol  erster,  an—h  also  einen  Pol  Ä'*'  Ordnung  besitzt.  Daher  ist 
ag{x)  der  einzige  Koeffizient  der  Gleichung,  in  welchem  x  bis  zum 
j^ten  Grade  aufsteigen  kann,  und  da  die  Funktion  F{x,  y)  in  x  ebenso 
wie  in  y  den  Grad  n  haben  muls,  so  muls  in  %(x)  der  Koeffizient 
von  9!"  von  Null  verschieden  sein.  Kehren  wir  jetzt  zu  der  homogenen 
Gleichungsform  zurück,  so  finden  wir 

4a)  F(Xa,Xi,Xi)  =  cc^F(^>  ^W««  +  o„_i^^^a;o3!2"-^H h  «ü(|'"-)^o'j 

wobei  also  die  Glieder  x^,  x^  in  der  Kurvengleichung  wirklich  auf- 
treten müssen. 

Schneiden   wir  jetzt  die  Grundkurve  F(x^)  x^jX^)  =  0  durch  eine 
beliebige  Kurve  m'*''  Ordnui^ 

G-(x^,  x^,  x^  =  0, 

welche  natürlich  die  GrundkuiTe  nicht  als  Teil  enthalten  darf,  so 
werden  die  Schnittpunkte  beider  Kurven  durch  den  Zähler  der  Funk- 
tion G(j>!^,x^,'x^,  also  durch  den  Divisor 

geliefert.  Da  dieser  Divisor  eine  ganze  homogene  Funktion  m*°'  Ordnung 
von  2to,^^,SIg  ist,  so  gehört  er  der  Klasse  Ä"  an,  seine  Ordnung  ist 
mn,  und  ebenso  grofs  ist  auch  die  Zahl  der  Schnittpunkte  beider 
Kurven;  hierbei  mufs  aber  jeder  Schnittpunkt  mit  der  Multiplizität  in 
Anrechnung  gebracht  werden,  welche  durch  den  Exponenten  des  zu- 
gehörigen Primdivisors  angegeben  wird.  Umgekehrt  stellt  jeder  derartige 
Divisor  Gi^,  %^,  ^(j)  das  volle  Schuittpunktesystem  der  Kurve  Cf  =  0 
mit  der  Grundkurve  dar.  Die  Untersuchung  vollständiger  Schnittpunkt- 
systeme  schneidender  Kurven  mit  der  Grundkurve   ist  also  algehraiaeh 
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der  Untersuchung  derjenigen  ganzen  DiviBOren  äquivalent,  welclie  ganze 
homogene  Funktionen  der  GrunddiTisoren  St^,  St^,  §1^  sind.  Bei  der 
geometrischen  Deutung  des  Divisors  0-{\,^i,,^i)  hat  man  zu  be- 
achten, dafs  nach  den  Ausführungen  auf  S.  372  jeder  Primdivisor  ?ß 
einem  Kurvenpuntt  nur  insoweit  entspricht,  als  er  auf  einem  bestimmten 
Zweige  gelegen  ist;  jeder  Kurvenzweig  mufs  also  in  den  singu^ren 
Punkten  besonders  in  üechnung  gezogen  werden. 

§2. 

Wir  wollen  jetzt  zuvörderst  auf  die  Gleichung  J^=  0  die  Formeln  (4) 
und  (4a)  auf  S.  382  zur  Anwendung  bringen,  durchweiche  der  Divisor  der 
Doppelpunkte  in  die  Untersuchung  eingeführt  wurde,  und  die  Modifikation 
erörtern,  welche  durch  die  Benutzung  homogener  Koordinaten  und  die 
Forderung  der  Invarianz  bei  beliebiger  Kolhneation  notwendig  werden. 

Zunächst  erhalten  wir  durch  Differentiation  der  identischen  Glei- 
chung (4a)  des  voiigen  Paragraphen  nach  x^  und  3^  die  Formeln: 


82^(3:,, a^i.a^)  ^ 


=  «„■ 


.^SFjx^y) 


d^  ■^»         dy 

und  hier  ist  nach  den  anfangs  erwähnten  Hauptgleichungen 

SFjx,  y)  ^    ®3^ 

Si'jx,  y)  _  _®  8^^^ 
dy  gig'l"-'-)' 

Da  aber  x  und  y  beide  denselben  Nenner  Stg  besitzen,  so  erhalten 
für  die  n  Primfaktoren  S^j^,  ^ßg, . . .  ^n  des  Divisors  \  die  Funktionen  x 
und  y  dieselben  Werte  (ic  =  oo)  und  (y  =  oo).  Der  Punkt  (a:  =  oo, »/  =  oo) 
spielt  also  im  Sinne  der  bei  der  Entwickelung  obiger  Formel  zu 
Grunde  gelegten  Anschauungen  die  Rolle  eines  w-fachen  Punktes  mit 
getrennten  Tangenten,  d.  h.  er  würde  ein  solcher  werden  können,  wenn 
wir  auf  X  und  y  beliebige  lineare  gebrochene  Transformationen  an- 
wenden wollten.  Der  ganze  Divisor  ®  mufs  somit  nach  den  Aus- 
führungen in  §  2  und  4  der  dreiundz wanzigsten  Vorlesung  notwendig 
den  Faktor  Sto~  enthalten,  und  wir  können  daher  setzen 


wo  ®    ebenfalls    einen    ganzen   Divisor    bedeutet.      Hiernach    zerfallt 
der  Divisor  S)  in  zwei  Teile,   von   denen  aber  der  erste  Sto"    bei  der 
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jetzigen  Betraelituugsweise  ganz  unwesentlich  ist,  weil  er  Überhaupt 
blofa  durch  den  Übergang  zu  nicht  homogenen  Koordinaten  hervor- 
gerufen ist  und  der  Divisor  2to  durch  irgend  einen  anderen  Divisor 
der  Schar  ©,  der  gemeinsamer  Nenner  von  x  und  y  wird,  ersetzt 
werden  kann.  Der  zweite  Bestandteil  %  ist  hingegea  der  wesentliche, 
denn  wir  werden  von  diesem  nachträglich  zeigen,  dafs  er  bei 
allen  Kollineationen  der  Kurve  völlig  unverändert  bleibt;  wir  werden 
daher  diesen  Divisor  3)  von  nun  ab  als  den  „Divisor  der  Doppel- 
punkte der  Kurve  im  projektiven  Sinne"  oder  auch,  wenn  keine 
Verwechselungen  zu  befürchten  sind,  schleehthm  als  den  Divisor  der 
Doppelpunkte  bezeichnen.  Die  beiden  Divisoren  ^  und  35  unterscheiden 
sieh  also  dadurch  voneinander,  dafs  der  erste  bei  linearer  (gebrochener) 
Transformation  jeder  der  beiden  Variabein  x  und  y,  der  zweite  bei 
linearer  (ganzer)  Transformation  der  homogenen  Variabein  x^,  x^,  a^ 
unverändert  bleibt. 

Durch   Einführung   des   so    definierten   Divisors   25    erbalten    wir 
jetzt,  wenn 

—  !k  —  ^1  —  M? 

ist,  folgendes  System  von  drei  Gleichungen,  von  denen  die  letzten 
beiden  sich  unmittelbar  aus  den  Jformeln  (1)  ergeben,  während  die 
erste  in  analoger  Weise  durch  Berücksichtigung  der  Gleichberechtigung 
der  Variabein  x^,  x^,  x^  erschlossen  wird: 


S3^.^ 


hierbei   bedeutet   z.B.  S'-bo-^i  ~3^i-tc    denjenigen   Verzweigungsdivisor, 
welcher  zu  der  Variabein 

_  ^i  _^ 
^  ^  'CP„  ^  % 
gehört. 

Noch  etwas  einfacher  werden  diese  Gleichungen,  wenn  man  lieber 
auf  die  auch  zwischen  den  Divisoren  bestehende  Gleichung 

zurückgeht;    man   bann   rm,mlich   die    Funktion  JP(3lo,  5^1,  Stg)    formal 
ganz  ebenso  nach  St;,  wie  F{xq,  x^^,  x^)  nach  x,  differenzieren  und  er- 


SJ-(».,i„i,) 

8«.     " 

8P(i„«„X) 

ä«, 

8y(i„  «,,«,) 

i^ 
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hält  alsdann,  da  dei-  Nenner  Sl"""^  für  die  Divisorengleichungen  ganz 
fortfällt,  die  Formeln: 

T% ^  ^  «'"-^' 

Jedes   der  beiden  Gleichnngssysteme  (2)  nnd  (2  a)  kann  zur  Defi- 
nition  des   DiTisors  3)  verwendet  werden;   da   die   Ordnung   der  Ver- 
zweigungsdivisoren   Q   gleich   m?  =  2p  +  2  (»  —  1)   ist,   so   ergiebt  sich 
für  die  Ordnung  2rf    des  Divisors  ®: 
3)  2d  =  {n-l)(n-2)~2p, 

also  umgekehrt 
3»)  y --!-(«-!)(«- 2) -i. 

Man  erhält  also  z.  B.  in  dem  Falle,  wo  die  Kurve  nur  einfache  Doppel- 
punkte besitzt,  das  Öesehleeht  der  Kurve,  wenn  man  die  Anzahl  der 
wirklich  vorhandenen  Doppelpunkte  von  der  Maximalzahl 

^(«-l)(n~2) 

von  Doppelpunkten  abzieht,  welche  eine  irreduktible  Kurve  n^'^'  Ordnung 
haben  kann. 

Die   Gleichungen  (2)  oder  (2  a)   lassen  eine  einfache  geometrische 
Schlnfsfolgerung  zu.    Ist  (Cq,  c^,  c^)  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene,  so 
heifst  bekanntlieh  die  KniTc  (n— 1)*™  Ordnung 
dF  dF    ,       dF       f. 

die  erste  Polare  des  Punktes  in  Bezug  auf  die  Grundkurve  F^O. 
Dem  aus  n(n  —  l)  Punkten  bestehenden  Schnitte  einer  solchen  Polai-e 
mit  der  Grundkurve  entspricht  alsdann  nach  den  Formeln  (2)  der  Divisor 

weicher  den  festen  Teiler  S)  enthält.     Daher  gilt  der  Satz: 

Das  Netz  aller  ersten  Polaren  selineidet  auf  der  Grund- 
kui-ve  Punktsysteme  aus,  welche  einen  festen,  dem  Divisor  ® 
genau  entsprechenden  Bestandteil  besitzen, 
oder  einfacher  für  den  Fall  einfacher  Doppelpunkte: 

Alle   ersten  Polaren   gehen   durch   die  Doppelpunkte  der 
Kurve  hindurch. 
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Es  braucht  aber  S  nicht  der  grÖfste  gpraemsame  Teiler  ilei  Divi- 
aorenachar  an  sein,  welche  den  SchnittpunktsTstemen  dei  ersten  Polaren 
zugehört,  weil  die  drei  VerzweigirngsdiTisoien  3j  i  >  3i,  r  i  S-^  «u  ^^^ 
wir  in  der  nächsten  Vorlesung  sehen  werden,  sehr  wohl  noch  einen 
gemeinsamen  Teiler  besitzen  können.  Hingegen  kann  der  Diyisor  %, 
ebenso  wie  der  früher  eingeführte  Divisor  2),  als  Nenner  eines  auf 
die  Kurve  bezüglichen  Diffexentialteilers  definiert  werden.  Bilden  wir 
mmlich  die  beiden  Gleichungen 

3F  ,    dF  ,    dF  f. 

dF  -,       ,    ÖF  ,       ,    dF  j  „ 

von  denen  die  erste  aus  dem  Satze  von  Enler  Über  homogene  Funk- 
tionen erhalten  wird,  die  zweite  durch  Differentiation  von  F=^Q  folgt, 
so  ergieht  sich  durch  Auflösung 

-  a^  dx^        x^  dXf^  —  a'„  dx^  x^  dx^  - 


dF  __ 

dxl  dx^  öflt, 

,n  nun,  dafs  dem  ersten  Zähler 


:'-"_^  =  äM. 


x^dx^  —x^dx^  =  x\ä\~\ 


der  Differentialteiler  -^^  zugeordnet  ist,  so  findet  man  vermöge  der 
Formeln  (2)  für  den  Bruch  dM  die  Divisorendaarsteliung 
4)  dM  ^  ^- 

Der  Divisor  3)  ist  also  der  Nenner  des  zu  fZJlf  gehörigen  Difieren- 
tiaiteilers;  dieses  Differential  kann  aber,  wie  ebea  gezeigt,  in  drei  ver- 
schiedenen Formen,  also  auch  in  der  Gestalt 


dargestellt  werden,   wobei  «„,  «i,  a^  ganz  beliebige  Grössen  bedeuten, 
welche  den  Wert  des  Bruches  nicht  beeinflussen. 

Diese  Darstellung  von  %  als  Nenner  eines  Differentialteilers  wollen 
wir  jetzt  zu  dem  Nachweise  benutzen,  dafs  sich  dieser  Divisor  bei  be- 
liebiger linearer  Transformation  von  Xq,x^x^  invariant  verhält.  Gehtrm.m- 
licb  durch  KoUineation  die  Kurve  F{Xf„  x^,  3^)  =  0  in  et»  (!/„,  y^,  y^)  =  0 
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über,  so  gilt  "vermöge  der  Transformationsgleiehungen  (2  a)  auf  S.  422 
die  Identität 

wobei   wir   der  Einfachheit  halber   den   ProportionalitUtsfaktor  (t  —  X, 

also  in  den  Gleichungen  (3)  anf  S.  422  51  =  Sß  angenommen  haben. 
Hieraus  folgt  durch  Differentiation  nach  Xi,,  '-k^,  x^  unter  Berüeksicbtignng 
jener  Transformationsgleiehungen: 


V^iCj 


Andererseits  erMlt  man  aus  den  Formeln  der  linearen  Trans- 
formation durch  Differentiation  und  Anwendung  des  Multiplikations- 
theorems der  Determinanten: 


ffl^2 1  '0    ^1    ^^\  j; 

folglich  ist,  wenn  r  wieder  die  Substitutionsdeterminaiite  bedeutet: 


«00 

»1» 

».0 

!/. 

!/i 

Ä       - 

i% 

«iSi 

•i!/. 

rdJf  = 


:r,  —  (K^äXy  j  dij^     (?i/i     A%  I 


wobei  nach  dem  letzten  Ergebnisse  in  dem  Ausdrucke  rechts  die  Koeffi- 
zienten «DO, «];(),  «21)  durch  irgend  drei  andere  ersetzt  werden  können. 

Das  Differential  äM.  geht  also  bei  irgend  welcher  KoUineation  in 
eine  Form  über,  welche  in  genau  derselben  Beziehung  zur  Kurve  ti3  =  0 
steht,  wie  das  ursprüngliche  Differential  zur  Kurve  i^=  0;  da  aber 
der  Nenner  dieses  Differentials  eben  unser  Divisor  ®  war,  so  ist  hier- 
mit in  der  That  bewiesen,  dals  er  bei  jeder  linearen  Transformation 
unverändert  bleibt. 

Das  Differential  äM.  kann,  wie  Arouhold  zuerst  gezeigt  hat, 
dazu  dienen,  jedes  zu  der  Kurve  ¥=  0  gehörige  Abelsche  Integral  in  eine 
Gestalt  zu  setzen,  in  welcher  die  Gröfsen  «g,  x^,  x^  in  völlig  symmetrischer 
Weise  erseheinen.  Da  nämlich  nach  Formel  (4)  der  Zähler  des 
zu  dem  Differentiale  dM  gehörigen  Divisors  gleich  ^"""^  ist,  so  wird, 
wenn  man  dasselbe   mit  einer  homogenen  Funlction  (w  —  3)"*°  Grades 
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ö  (x^,  a^i ,  a^ä)  multipliziert,  das  Produkt  von  dem  accessorischen  Nenner  3( 
unabhängig,  also  nur  eine  Funktion  der  Verhältnisse  x^ix^zx^.  Das 
so  erhaltene  Integral  , 


I  dx^    dxi    dXj 


5)    I  =  Je  (w^,  x„  sn)  (IM  =  fe(aro,  Xy,  x^)  - 

stellt,  wenn  9  eine  ganze  oder  gehrocliene  homogene  Funktion  der 
Ordnung  w  — 3  ist,  das  allgemeinste  auf  die  Kurve  ^^=0  bezüg- 
liche Äbelsche  Integral  dar,  Da  der  Differentialteiler  von  d  M 
durch  die  Gleichung  (4)  gegeben  ist,  so  geht  auch  die  Divisoren- 
zerlegung des  Differentials  dl  unmittelbar  aus  der  der  Funktion  9 
hervor.  Die  Funktion  9  erscheint  hierbei  im  allgemeinen  als  Quotient 
zweier  ganzer  Funktionen  G  und  H,  welche  gleich  Null  gesetzt,  zwei 
Kurven  darstellen,  deren  Grade  sieh  um  w  ~  3  unterscheiden,  und 
deren  Schnittpunkte  mit  der  Grundkui-ve  i^  =  0  den  Zähler  und  den 
Nenner  von  9  liefern. 


§3. 

Dnrch  ^ie  letzten  Auseinandersetzungen  werden  wir  auf  die 
Untersuchung  desjenigen  Teilbereiches  geführt,  welcher  aus  ganzen 
homogenen  Funktionen  von  Xf„  %,  X2  besteht,  und  wir  haben 
demgemäfs  auch  hier,  ganz  analog  wie  in  §  3  der  vorigen  Vor- 
lesung Bedingungen  festzustellen,  unter  welchen  wir  sicher  sein 
können,  dafs  eine  Funktion  dem  aus  der  Gesamtheit  der  ganzen  Funk- 
tionen von  x^,  Xj^,  .«2  gebildeten  Ringe  angehört.  Ein  solches  System 
von  hinreichenden,  wenn  auch  nicht  notwendigen  Bedingungen  wird 
nun  durch  folgenden  Satz,  geliefert: 

Eine   Funktion   des   Körpers,   welche   ein  Vielfaches    des 
Divisors  —  ist,  ist  als  ganze  homogene  Funktion  v^"'  Ordnung 
von  3^0,  Xi,  x^  darstellbai'. 
Derselbe    Satz   kann,   wie   man   unmittelbar   sieht,   ohne   Zuhilfe- 
nahme des  Nenners  9t  auch  so  s 


Bedeutet  A  die  Klasse  der  drei  äquivalenten  ganzen  Divi- 
soren Stu,  Slj,  Stj,  so  kann  jeder  Divisor  der  Klasse  A",  welcher 
ein  Vielfaches  des  Divisors  ®  der  Doppelpunkte  ist,  als  ganze 
homogene  Funktion  )•**"  Ordnung  von  SIq,  St^,  M^  dargestellt 
werden. 
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Zum  Beweise  setzen  wir,  wie  auf  S.  423 

und  bilden  die  zwischen  x  und  i/  bestehende  Gleichung 

F(x>  y)  =  a„(a^)r  +  a„-x{x)r-'  +  ■  ■  ■  +  a,(a;)?/  +  %  (x)  =  0 
und  den  DifferentiEdquotienfcen 

1) 


dy'- 


Ist  nun   ©  =  3)  §   ein  Dirisor  der  Klasse  Ä',   welcher   durch  ^ 
teilbar  iat,  so  läfst  sich  zunächst  die  Fnnttion 


in  die  Form  setzen 

2)  ra  =  »■„  +-  r,j/  +  r^y"-  +  ■  ■  ■  +  r«-!^"-!, 

wo  die  Koeffizienten  rationale  Funktionen  von  x  sind.  Wir  können 
aber  zeigen,  dafe  r,^  für  jeden  Index  h  nicht  blofs  eine  rationale,  sondern 
eine  ganze  Funktion  von  x  vom  Grade  v  —  h,  ist.  ErBetzen  wir  nämlich  in 
der  letzten  Gleichung  y  durch  seine  Konjugierten  y^,  y^,  ■  ■  ■  y»,  büden  wir 


0  +  n%  4-  r^y'i  +  ■  ■  -  +  -'^^-^ifr 


■  n), 


ao  findet  man  leicht  die  Auflosung  der  n  sich  ergebenden  liaearen 
Gleichungen  nach  den  Unbekannten  r^,  r^,  . . .  r^—i,  indem  man  ebenso 
wie  auf  S.  233  die  Lagrangesche  Interpolationsformel  zur  Anwendung 
bringt: 

Z  ]7'(J,,) 


("<»)=f) 


„'■V  "■(°-''"     '+"—1»'     '+   ■+''.!I;,+  ''J 


r,  -  S/'" 


(«.!)-'-"  +  ■--+».+.)' 


ei' 

dy 
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Da  aber  nach  uüseren  Voranseetzungen  die  Funktion 

in  X  nnd  y  die  Dimension  n—l  —  h  und  somit  den  Nenner  31q         '  be- 
sitzt, so  ist 


r«{«,sr-'-" +  ■•■+».+  .)  =  —-5-1=;. 

WO  auch  §   einen   ganzen   Divisor  bedeutet.     Hieraus   folgt  durcli  Be- 
uutzting  der  GHeicliung  (1): 

dy 
und  es  ist  also  nach  dem  auf  S.  412  bewiesenen  Satze  die  Spur  r,^  dieses 
Quotienten  in  der  That  eine  ganze  rationale  Funktion  des  Grades  v  —  h 
von  X.    Multiplizieren  wir  jetzt  in  (2)  mit  dem  Nenner  2tj  herauf,  so  er- 
giebt  sich  die  Eigenschaft,  die  zu  beweisen  war:   es  ist 

wo  (l>i  eine  ganze  homogene  Funktion  des  Grades  v  ist. 

Eine  derartige  Kurve  ^^  (a;^,  x^,  %)  ^  0,  welche  duTch  alle 
Doppelpunkte  der  Grundkurve  F  {x,^,  a^,  a^)  ^  0  hindurchgeht,  be- 
zeichnen wir,  ganz  ebenso  wie  früher  (S.  415),  als  eine  zur 
Grundkurve  adjungierte  Kurve;  dieselbe  hat  außerhalb  der  Doppel- 
pudrte  noch  „_25_2(^,_i)  +  („_„  +  3), 

Schnittpunkte  mit  der  Grundkurve  gemein,  welche  durch  die  Prim- 
faktoren des  Divisors  §  bestimmt  sind. 

Bei  der  Äi-onholdschen  Form  der  Abelsehen  Differentiale  spielen 
die  adjungierten  Kurven  eine  wichtige  Rolle.  Soll  nämlich  das  Differential 

äI=%{Xa,  x^,x^dM 
von  der  ersten  Gattung  sein,  so  mufs,  da 

® 

ist,  0  ein  Vielfaches  von  s  sein;   folglich   ist  nach  dem  eben  Be- 

wjesenen  ö  eine  ganze  Funktion  und  ö  =  0  eine  adjungierte  Kurve  der 
Ordnung  w  —  3;  die  Sehai-  dieser  Kurven  hat  die  Dimension  p, ,  und 
jede  derselben  besitzt  2p  —  2  freie  Schnittpunkte  mit  der  Grundkui-ve. 
Soll  femer  äJ  ein  Differential  dritter  Gattung  mit  den  beiden  Un- 
stetigkeiten  ^^  und  ^^  sein,  denen  die  beiden  Kurvenpunkte  Pj  und  P^ 
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mit   den   Koordinaten  öq,  «i,  a^   imd   h^,  6^,  h^   entsprechen  mögen,   so 
legen  wir  durch  die  Leiden  Punkte  eine  ( 


I  h    h    \ 

diese  schneidet  die  Kurve  auteet  in  P,  und  P^  noch  in  w  —  2  weiteren 
Punkten,  denen  der  Divisor  Q   der  Ordnung  «  ^  2   entsprechen  möge 

und  es  ist  A  =^      Z^ —    Da  nun  0  ein  Vielfaches  des  Divisors ; 

sein  mufs,  so  ist  das  Produkt 

Ö-A  =  H 

ein  Vielfaches  von  r  und  folglieh   eine  ganze  homoeene  Funktion 

^„_a  ö  B  6 

der  Ordnung  n  —  2  von  x^,X-y,x^\  die  Gleichung  Zf=  0  stellt  also  eine 

adjungierte   Kurve   der   Ordnung  w  —  2  dar,   welche   durch   die   n  —  2 

übrigen   Schnittpunkte   der    Geraden   A  =  0  hindurchgeht.     Fallen  ^, 

und  ^g  zusammen,  wird  also  das  Differential  von  der  zweiten  Gattung, 

so   ist   die   Nennergerade  A  =  0  die   Tangente   im  Punkte  P,  und  es 

wird  also 

^-(S)^+(lf).'^+©> 

die  sonstige  Ableitung  bleibt  aber  völlig  unverändert. 

Es  kann  ferner  bei  einem  Differential  dritter  Gattung  eintreten, 
dafs  zwar  die  Primdivisoren  ^^  und  ^ß^  verschieden  sind,  aber  die  zu- 
gehörigen Kurvenpunkte  in  einen  einzigen  Punkt  P  zusammenfallen, 
nämlich  dann  und  nur  dann,  wenn  in  P  eine  mehrzweigige  Singularität 
der  Kurve  vorhanden  ist;  dann  ist  die  Nennergerade  Ä  =  0  unbestimmt,  da 
jede  durch  den  Punkt  P  hindurchgehende  Gerade  gewählt  werden  kann. 
Jede  Linearform  A,  welche  einer  Geraden  des  Strahlbüschels  durch 
den  Punkt  P  zugehört,  kann  somit  als  Nenner  der  Funktion  ö  =  ^ 
genommen  werden,  und  die  verschiedenen  so  erhaltenen  Differentiale 
rmterscheiden  sich  nur  um  solche  der  ersten  Gattung. 

Auch  der  Fall  des  Integrals  zweiter  Gattung  bedarf,  falls  P  ein 
singulärer  Punkt  der  Kurve  ist,  einer  weiteren  Erörterung.  2u  dem 
Primdivisor  ?ß  gehört  m.mlieh  unter  allen  Umständen  ein  bestimmter 
Kurvenzweig,  welcher  in  P  ein  reguläres  oder  singnläres  Verhalten 
zeigt,  je  nachdem  ausschlief slich  die  Tangente  oder  aber  die  sämt- 
lichen Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  P  mit  dem  Kurvenzweige 
einen  Schnitt  höherer  als  erster  Ordnung  gemein  haben;  das  erste  ist 
z.  B.  beim  Doppelpunkte  der  Fall,  während  das  letztere  eintritt,  wenn 
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der  Kurvenzweig  in  P  einen  RiietkekrpuiLkt  besitzt.  Im  ersten  Falle 
muls  die  Tangente  als  Nennergerade  genommen  werden,  weil  nur  für 
diese  der  zugehörige  Divisor  den  Faktor  S^^  erhält;  im  zweiten  kami 
wieder  jede  Gerade  des  Büschels  die  Nennergerade  sein,  und  die  Dar- 
stellung von  9  wird  unbestimmt. 


Der  Begriff  der  adjungierten  Kurven  führt  nun  zu  einem  Satze, 
welcher  von  grundlegender  Bedeutung  ist,  sobald  man  die  Lehre  von 
den  algebraischen  Funktionen  auf  kurventheoretischen  Yoistellungen 
aufbaut. 

Betrachten  wir  das  Punktsystem,  welches  eine  adjungierte  Kurve 
^t9c  Ordnung  auXser  den  singulären  Punkten  auf  der  Grundkurve  aus- 
schneidet, so  können  wir  den  zugehörigen  Divisor  irgendwie  in  zwei 
ganze  Faktoren  5ft  und  ©  zerlegen,  wodurch  das  Punktsystem  in  zwei 
Teile  zerfällt,  die  auch  insofern  völlig  bestimmt  sind,  als  jeder  Kurven- 
punkfc  in  jedem  der  beiden  Teile  mit  einer  durch  die  Faktoren  3t  und  @ 
gegebenen  Multiplizität  auftritt.  Zwei  derartige  Divisoren  9t  und  ©, 
resp.  die  zugehörigen  Ponktsyateme,  werden  als  Reste  voneinander 
bezeichnet;  die  charakteristische  Beziehung  zweier  Reste  3i  und  @ 
t  also  darin,  dafs  das  Produkt 


ein  durch  ffi  teilbarer  ganzer  Divisor  der  Klasse  Ä"^  und  folglieh  nach 
dem  Satze  des  vorigen  Abschuittea  eine  ganze  homogene  Funktion  m''"'' 
Ordnung  von  %g,  ^t^,  S^  i^*"-  Jeder  beliebig  gegebene  ganze  Divisor  St 
kann  als  Rest  eines- anderen  ©  dargestellt  werden;  denn  wenn  man  nur  den 
Exponenten  m  hinreichend  grofs  wählt,  so  kann  man  stets  innerhalb 
der  Klasse  Ä"  ganze  und  durch  ®?lt  teilbare  Divisoren  ©  finden,  und 
der  Quotient  -zzz—  =  ©  ist  alsdann  Rest  von  'Ü.  Es  folgt  aber  hieraus 
auch,  dafs  sogar  zu  jedem  ganzen  Divisor  St  stets  unendlich  viele 
Reste  @  gefunden  werden  können,  da  der  Exponent  m,  d.  i.  die  Ordnung 
der  schneidenden  Kurve,  auch  beliebig  grofs  angenommen  werden  kann. 
Zwei  ganze  Divisoren  3t  und  Dt',  resp.  die  zugehörigen  Punkt- 
grnppen,  heifsen  nun  korresidual,  wenn  sie  Reste  eines  und  desselben 
Divisors  ©  sind;  alsdann  sind 

®  =  35m®    und    ®'  =  ®9f{'© 
ganze    Divisoren   der   Klassen  A'"   und  A"' ,   also  j.-r   ein   Divisor    der 
Klasse  Ä"'^"\     Diese  Beziehung  läfst  sich  aber  auch  umkehren,   denn 
ea  gilt  der  Satz: 
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Wenn  der  Quotient  ^  einer  Klasse  angehört,  welche  eine 

PotenK  Ton  A  ist,  so  ist  jeder  Divisor  ®,  welcher  Rest  von  91 

ist,   auch    Rest   von  SU';    die  Divisoren  9?   und   9{'   sind    also 

kor  residual. 

Denn  nach  der  Voraussetzung  ist  (SS^SIft©  ein  ganzer  Divisor  einer 

Klasse  J."*,  und  da  die  Klasse  von  -gr  ebenfalls  eine  Potenz  von  A  ist, 

so  ist  auch 

ein    ganzer   Divisor    einer   Klasse  A"';   'St'  und  ©  sind  also  Reste  von- 
einander, was  zu  beweisen  war. 

Aus  dem  Beweise  dieses  Satzes  foigt  aber  auch,  dafs  bei  dem 
Begriffe  der  Korresidualität  der  gemeinsame  Best  @  eine  unwesent- 
liche Rolle  spielt,  und  dafs  zwei  Divisoren  9i  und  SR',  welche  Reste 
Ton  @  sind,  auch  in  Beziehung  auf  jeden  anderen  Dirisor  S'  korresidual 
sind,  welcher  Rest  des  einen  von  ihnen  ist.  Wir  können  daher  noch 
folgenden  Satz  formulieren: 

Sind   vier    ganze   Divisoren  ^,  9i',  ®,  ®'    so    beschaffen, 
dafs  durch  die  drei  zu  den  Divisoren 

sfi®,   m'©,   ?ft©' 

gehörigen  Punktgruppeu    je    eine  adjuugierte  Kurve  bestimmt 
wird,  so  wird  auch  durch   81' @'   eine    adjungierte  Kurve  fest- 
gelegt.    Sind  also  M  und  3i'  korresidual  in  Bezug  auf  ©,  und 
ist  @'  Rest  von  5ft,  so  ist  ©'  auch  Rest  von  St'. 
In   dieser  Form   ist   unser  Satz  eine  der  fi-uchtharsten  Quellen  für  die 
EigrÜndung   der  Eigenschaften  der  auf  höheren  algebraischen  Kurven 
gelegenen  Punktgruppen.    Ohne  hier  auf  Einzelheiten  einzugehen,  mag 
es    genügen,    an    einem    einfachen   Beispiele    die    Anwendbarkeit    des 
Theorems  zu  illustrieren. 

Ebenso  wie  die  Kegelschnitte  das  Erzeugnis  zweier  projektiv  auf- 
einander bezogener  Strahlbilsehel  sind,  so  können  wir  auch  doppel- 
punktfreie Kurven  vierter  Ordnung  durch  zwei  projektiv  auf  einander 
bezogene  Kegelsehnittbüschel  erzeugen.     Denn  sind 

und 

f  {x^;  X^,  X^)  +  lq>'  (x^,Xi,  a^)  =  0 

zwei   Kegelschnittbäsehel,   und    entsprechen   einander  solche  Elemente 
der    beiden    Büschel,     welche     denselben    Parameter    X    besitzen,    so 
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sclineiden  sieh  je  zwei  zugeoTdaete  Kegelsehnitte  in  Panktcjuadrupelii, 
■welcbe  bei  Verandenrng  des  Parameters  ^  die  Kurve  vierter  Ordnung 

\f'     fp'\ 
durchlaufen.     Wir  wollen  nun   aber  umgekehrt  zeigen,   dafs   und  auf 
welche  Weise  jede  beliebige   doppelpunktfreie  Kurve   vierter  Ordnung 
durch  projektive  Kegelsclmittbüschel  erhalten  werden  kann. 
Eine  derartige  Kurve 

besitzt  nach  dei  Formel  (3)  auf  S.  427  das  Geschlecht  drei,  und  da 
sie  keine  bmgulaiitaten  hat,  so  ist  jede  beliebige  schneidende  Kurve 
zu  ihr  adjuugiert  Wählen  wir  insbesondere  einen  Kegelschnitt 
/"(o-fl,  ii,  'a)  =  0,  so  erhalten  wir  acht  Schnittpunkte  und  können  die- 
selben in  zwei  Quadrupel  3t  und  ©  zerlegen,  welche  Reste  voneinander 
sind.  Legen  wir  durch  das  Quadrupel  31,  das  wir  ganz  willkürlich 
auf  der  Kurve,  nur  nicht  gerade  als  die  vier  Schnittpunkte  einer 
Geraden  annehmen  können,  noch  einen  zweiten  Kegelschnitt  f  =  0,  so 
schneidet  dieser  noch  ia  einem  zweiten  Quadrupel  ®',  und  es  ist 

T  ^  "^©  ^  "©  ' 
die  beiden  Quadrupel  ©  und  ©'  sind  also  korresidual. 

Legen  wir  jetzt  durch  @  einen  zweiten  Kegelschnitt  qt^O,  so 
schneidet  er  noch  in  einem  weiteren  Punkt  quadrupel  9t',  welches  zu  9t 
korresidual  ist.  Dann  liegen  nach  unserem  Satze  auch  die  Quadrupel  9t' 
und  ©'  auf  einem  Kegelschnitt  y' =  0,   und  es  ist 


wobei  die  Funktion  —  von  vornherein  durch  einen 
Proportionalitätsfaktor  eo  normiert  werden  kann,  dafs  sie  auch  hei 
Berücksichtigung  der  multiplikativen  Konstanten,  ebenso  wie  -^i  die 
Divisorendarstellung   _   erhält. 

Durch  Vergleichuug  heider  Funktionen  ergiebt  sich  also,  dafs  für 
jeden  Kurvenpuokt 

also 

ist,   und   da   die   letzte  öleiehang  vom  vierten  Grade  in  x^,  X-^,x^  ist, 

so  ist  sie  mit  der  Kurven gleichung  identisch.     Daher  gilt  die  Identität 

C4  (iCo,  «1,  i^ä)  =  /"'  q)  —  f(p'; 
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man  erhält  Bomib  auch  die  Kurvengleichnng  durch  Elimination  des 
Parameters  k  aus  den  beiden  Gleichungen 

und  die  Kurve  ist  in  der  That  das  Erzeugnis  der  beiden  in  dieser  Weise 
projektiv  aufeinander  bezogenen  Kegelschnittbüechel.  Die  vier  Grund- 
punkte  der  beiden  Büschel  sind  die  beiden  korresidualen  Quadrupel  © 
und  ©',  und  es  geht  aus  der  Herleitung  unmittelbar  hervor,  dafs  irgend 
zwei  torresiduale  Punktquadrnpel  auf  der  Kurve  als  Büschelgrundpunkte 
gewählt  werden  dürfen.     Daher  gilt  folgender  Satz: 

Jede    doppelpunktfreie    Kurve    vierter  Ordnung    kann  von 
zwei    korresidualen    Punktqaadrupeln    aus    durch    projektive 
Kegelschnittbüaehel  erzengt  werden;  d.  h.  legt  man  durch  jedes 
der  beiden  Quadrupel  und  einen  Kurvenpunkt  je  einen  Kegel- 
schnitt  so  durchlaufen  bei  Veimdemng  deö  Kuivenpunktes  die 
beiden  Kegelschnitte  zwei  Bü&chel,  welche  pioiektiv  aufeinander 
bezogen  sind 
Kehren  wii  jetzt  noch  einmal  zu  der  frühei  gegebenen  Definition 
korresidualei  Divisoren  /uiuck  und  fassen  dieselbe  unter  rein  algebrai- 
Rihen   desichtspunkten   auf,    eo    weiden   wir,   wie    wii   zeigen   wollen, 
niturgemafs    dazu    gefuhrt,     die    sämtlichen    Divisorenklassen    ihrer- 
seits   wiedei    m   umi äsender e  Abteilungen   emzuoidnen;    wir  erhalten 
so   eine  neue  Einteilung  dei  Divisoren  m  solche  Klissen,  in  welchen 
immei   unendliih   viele   dei    ftuheren   zusaminengefofst  sind.     Wir  be- 
zeichneten  nsmlich   zwei   Divisoren  ©  und  ®     als   korresidnal,  wenn 
der  Quotient  -™-  zu   einer  Klasse  Ä^  gehört,   wo  A  jetzt  beliebig  ge- 
geben sein  kann.    Sind  also  G  und  (r'  die  Klassen  von  @  und  ©',  so  ist 

f  =  ^- 

Zwei  derartige  Klassen  können  wir  nun  als  äquivalent  in  Bezieliung 
auf  A  definieren  und  alle  einander  äquivalenten  Klassen  in  einer  er- 
weiterten Klasse  vereinigen.  Diese  neue  Definition  der  Äquivalenz 
genügt  den  Forderungen,  welche  nach  S.  252  an  jede  Äquivalent  ge- 
stellt werden  müssen.     Denn  es  bestehen  auch  hier  die  Sätze: 

1)  Jede    Klasse  ,G     ist     sich     selbst     äquivalent,     weil 
-|.  =  £  =  X»  ist. 

2)  Sind  zwei  Klassen   G  und   G'    einer  dritten   G^,  äqui- 
valent, so  sind  sie  einander  äquivalent.     Denn  wenn 
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ist,  so  ist  „, 

■ff   -  ^  ' 

also 

Bei  dieser  neuen  Klasseneinteilung  wird  die  Hauptkksse  von  den  siimt- 
liehen  Potenzen  von  A  gebildet: 

. . .,  A-\  A~\  E,  A,  A\...  =  (X); 
wenn   femer  G-   eine    der   alten   Divisorenklassen  ist,   welche  nicht  in 
dieser  Iteihe  enthalten  ist,   so    erhält  man  die  sämtlichen  äquivalenten 
Klassen  durch  Bildung  von 

...,GA~\  GA~\  G,  GA,  GA\  .  .  .^iGA"") 
und  diese  Reihe  bildet  also  eine  der  neuen  Divisorenklassen, 

Eine  derartige  Gruppier  an  g  der  Divisorenklassen  ist  in  jedem 
Falle  zuHssig  und,  wie  wir  bei  Erörterung  des  Begriffes  der  Kor- 
residuahtät  gesehen  haben,  auch  für  viele  Untersuchungen  zweckmäisig. 
Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  die  frühere  Klasseneinteilung  eine 
für  den  ganzen  Körper  charakteristische  und  daher  allen  birationalen 
Transformationen  gegenüber  invariant  ist;  die  jetzige  hingegen  hat  eine 
bestimmte  Beziehung  zu  einer  ausgezeichneten  Divisorenklasse  A,  durch 
welche  die  neue  Hauptklasse  bestimmt  wird;  Divisoren,  welche  für  eine 
gegebene  Kurve  korresidual  sind,  sind  es  daher  für  eine  durch  biratio- 
nale  Transformation  erhaltene  Bildkurve  im  allgemeinen  nicht  mehr. 
Unwesentlich  hingegen  für  die  algebraischen  Formulierungen  ist  es, 
dafs  wir  die  Untersuchung  im  Anfange  dieses  Abschnittes  auf  ganze 
Divisoren  und  auf  solche  Klassen  A  beschränkt  haben,  für  welche  die 
Dimension  [A]  ^  3  ist  und  welche  daher  in  der  angegebenen  Weise 
auf  ebenen  Kurven  gedeutet  werden  können,*) 

Der  in  diesem  Paragraphen  bewiesene  wichtige  Eestsatz  erscheint 
hiemach  als  eine  umnittelbare  Konsequenz  einer  Erweiterung 
der  Klasseneinteilung  der  Divisoren.  In  der  Brill-Noether sehen 
Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ist  er  das  Fundament  der  ganzen 
Untersuchung  und  wird  daher  gleich  im  Eingange  durch  geometrische 
"Überlegungen  bewiesen;  dann  aber  macht  er  ausführliche  und  ziemlich 
verwickelte  Erörterungen  Über  die  verschiedenen  Möglichkeiten  erforder- 
lich, welche  bei  dem  Schnitte   algebraischer  Kurven  auftreten  können. 

*)  Im  Begriffe  des  Ideala  I(Cl)  werden  a.  B,,  wie  aus  der  vierzehnten  Vor- 
lesung folgt,  alle  diejenigen  ganzen  Divisorenzusammengefafst,  welcte  in  Beziehung 
auf  die  KlaBse  A  des  Nenners  und  Zählers  der  unahhängigen  Variabeln  Z  korresidnal 
Bind;  denn  zu  zwei  Funktionen  i;  und  t/  des  Ideales  gehören  Divigoren  der  Form 
®iDn^  und  O'Oit?',  wo  ®  und  ©'  gana  sind,  folglich  sind  die  KlaBsen  von  0 
und  ®'   äquivalent  in  Beziehung  auf  die  Klasse  A  von  n^. 
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Gleiolmngen  einer  Kurve  in  Linienkoordinaten.  —  Die  PWclcerschea.  Formeln  land 
ihro  Verallgemeinerung.  —  Anwendung  auf  eine  Steinersolie  Kurve.  —  Eine  Divisoren- 
sctar  der  Dimension  s-(-l  besitzt  Vera  weigungadiTisoren  der  ersten,  aweiten,  . , ,  s''™ 
Ordnung  nnd  Tangentialkoordinaten  der  ersten,  aweiten,  .  ,  .  (s  — 1)*^"  Ordnung.  — 
Verallgemeinerung  der  Plüekereclien  Formeln  für  Divis orenscharen  von  beliebiger 
Diiaenaion. 

§  1. 

Anstatt  die  Kurve  F{x^,  x^,  a'j)  =  0  als  Punktgebilde  au  betrachten, 
können  wir  sie  auch  als  Enveloppe  der  Gesamtheit  ihrer  Tangenten 
auffassen  und  ihre  Gleichung  in  Linienkoordinaten  untersuchen.  Hierbei 
sind  die  Linienkoordinaten Mo,Mj,t[3  Funktionen  des  Eörpere  £"(«o,a\,a:j), 
und,  da  umgekehrt  auch  Xg,Xi,x^  rationale  Funktionen  von  UQ,n^,tt^ 
sind,  erhalten  wir  eine  der  einfachsten  und  wichtigsten  birationalen 
Transformationen  des  Gebildes.  Bei  dieser  Untersuchung  ergeben  sich 
zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen  Zahlen  der  Kurve  eine 
Anzahl  von  Gleichungen,  welche  auerst  von  Plücker,  aber  nur  unter 
der  Annahme  gewöhnlicher  Singularitäten  aufgestellt  worden  sind,  und 
welche  wir  sogleich  ohne  jede  einschränkende  Voraussetzung  ableiten 
können. 

Die  Tangente  der  Kurve  im  Punkte  (x^jX^fX^)  hat  die  Gleichung 

I  k       li      I. 

;  dXf,  dx.^  äx^ 

worin  %xi,\\,%,  die  laufenden  Koordinaten  auf  der  Geraden  (-MojM^jM^) 
hedeuten.     Für  die  Linienkoordinaten   erhält  man  also  die  Darstellung 

2a)     Wß  :  Mj ;  Mg  =  x-^^dx^  —  x^dx^ :  x^Ax^  —  x^^dx^  :  Xs^dx^^  —  x-^dx^, 
oder  auch  bei  Berücksichtigung  der  Formeln  auf  S.  428 
,,,,  ZF    BF    dF 

■'  0  1-2  g^^        g^;^        g^ 

Machen    wir    aber    von    den   Formeln   (2)    auf   S.  426    Gebrauch,    so 
erhalten  wir  die  Divisoren  dar  Stellung 

2c)  .,:»,:», -8..:..:  8..:..  ■•S,,,. 
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Als  Klasse  der  Kurve  bezeichneb  man  nun  bekanntlicli  die  Zahl  k 
der  TaBgeiiten,  welche  von  einem  beliebigen  Punkte  (l^,  ^^,  £g)  der  Ebene 
an  die  Kurre  gehen.  Sie  ist  also  gleich  der  Anzahl  der  freien  Schnitt- 
punkte der  Polare  des  Punktes  (Ig,  ^j,  Eg): 

oder  auch  (s.  S.  427)  gleicli  der  Ordnung  des  DiTisors 


[be   noch    von    dem    allen    drei    Summanden    gemeinsamen 
Teiler  befreit  wird. 

Nehmen  mir  nun  an,  dafs  die  drei  Verzweigungsdivisoren  einen 
gröfsten  gemeinsamen  Divisor  9!^  der  Ordnung  r^  haben,  so  wollen 
wir  diesen  als  den  ersten  Verzweigungsdivisor  der  Schar 
(Stoj  ^11  ^)  bezeichnen.  Wir  finden  dann,  da  w  =  2p  —  2  +  2w  die 
Ordnung  jedes  der  drei  Verzweigungsdivisoren  ist,  die  erste  Plückersche 
Formel 
3)  /e  =  M  -  r^  =  2i)  -  2  +  2«  —  r^. 

Wir  wollen  nun  vorerst  die  algebraische,  sodann  die  geometrische 
Bedeutung  des  Divisors  'St^  feststellen.  Für  den  ersten  Teil  dieser 
Aufgabe  machen  wir  von  einer  passenden  Transformation  der  Grund- 
divisoren der  Schar  'S  =  (%,%,  %^)  Gebrauch,  durch  welche  ja  der 
Divisor  9t^  in  keiner  Weise  beeinflufst  wird.  Ist  ^  ein  behebiger 
Punkt  der  Riem annsehen  Flache,  so  können  die  drei  Divisoren  ^{(„Slj,?!^, 
da  sie  teilerfremd  sind,  nicht  alle  den  Faktor  9[5  haben.  Wir  können 
und  wollen  daher  den  ersten  Divisor  SI,,  als  zu  ^  relativprim 
annehmen  und  sodann  (vgl.  S.  255)  die  Grunddivisoren  2ti  und  Sfg 
durch  zwei  Multipla  von  ^ 

ersetzen;  hierzu  brauchen  wir  ja  z.  B.  Cj  nur  gleich  dem  Werte  der 
Funktion  ~  im  Punkte  $  anzunehmen.    Die  Gesamtheit  der  Divisoren 

stellt  alsdann  eine  in  ®  =  (Stj,,  2t„  Stg)  enthaltene  Unterschar  ©^  dar, 
deren  Elemente  sämtlich  in  5ß  eine  positive  Ordnungszahl  erhalten. 
Im  allgemeinen  erhalten  nun  9(^,  91^  und  damit  die  sämtlichen 
Divisoren  der  Schar  ®i  =  {9Ij,3t2)  in  ^  nur  die  Ordnungszahl 
eins,  es  kann  aber  bei  spezieller  Wahl  von  5ß  eintreten,  dafs 
sie    sämtlich    eme   Potenz  ^"^   als  Faktor  enthalten,   deren  Exponent 
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gröfser  als  eins  ist.  Wir  dürfen  dann  weiter  annehmen,  dafs 
der  zweite  Divisor  ^j  im  Punkte  ?ß  genau  die  Ordnungszahl  a^  hat  und 
dafs  die  des  dritten  ^^  im  Punkte  ?ß  gröfser  als  a^  ist.  Denn,  wenn 
diöse  letztere  Bedingung  nicht  von  vornherein  erfüllt  ist,  so  ersetzen 
wir  Stg   durch  _ 

%  =  %  ~  c% 

und  bestimmen  die  Konstante  c  gleich  dem  Werte   der  Funktiou  — ~ 
_  % 

im  Punkte  ^.  Die  Ordnung  von  Hg  ist  alsdann  Kj  +  ccg,  wo  Kg  positiv 
ist.  Im  allgemeineii  ist  auch  die  Zahl  Kg  gleich  eins,  in  besonderen 
Fällen  kann  sie  aber  gröfser  als  eins  werden. 

Wählen  wir  die  Grunddivisoren  9lo,  S(j,Ws  der  Schar  ©  in  der 
hier  angegebenen  Weise,  nämhch  so,  dafs  für  ihre  Ordnungszahlen 
0,  «1 ,  ß,  +  Kg  die  Ungleichungen  0  <  ff^  <  «^  +  k^  gelten,  und  nehmen 
wir  überdies  den  gemeinsamen  Nenner  9[  der  Funktionen  Xt),x,,x^  als 
zu  ^  teilerfremd  an,  so  besitzen  die  drei  Funktionen  in  ^  Eeihen- 
entwickelungen  von  folgender  Form: 
4)  x^=l+---,    a;i  =  jr'<.  +  .--,     a:^  =  jt".+"' +  ■  ■  ■, 

wobei  a  eine  Funktion  des  Körpers  ist,  welche  in  ^  in  erster  Ordnung 
versehwindet.  Von  dieser  Transformation  werden  wir  jetzt  und  im 
folgenden  immer  Gebrauch  machen,  wenn  es  sieh  um  Untersuchung 
singulärer  Vorkommnisse  in  einzelnen  Punkten  ^  der  Riemannschen 
Fläche  handelt. 

Buden  wir  mm  die  Determinanten 

da),  dx,  dXfj  dx,  die,  dx„ 

'  "dir  ^   dir  '         ^    die  '*  die'         "  dn:  '■  dx  ' 

so  haben  sie  in  9ß  dieselbe  Ordnui^zahl  wie  die  entsprechenden  Ver- 
zweigungsdivisoren  Qx,;x.,}  3^i-^o)  B'^-^iJ  ^6™i  ^s  ist  z.B. 


und  es  kommt  der  Primteiler  ^  nach  der  Voraussetzung  in  keinem  der 
Divisoren  ^,  ^„,  H^,  vor.  Führt  man  nun  die  vorher  aufgestellten 
Reihenentwickelungen  ein,  so  erlüilt  man 


.----(«,+«,)» 
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und  es  enthält  somit  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  Sfi^  der  drei  Ter- 
zweigungsdivisorea  3ii:^i3'^i;^«)3^:^i  genau  den  Faktor  5^"'"^.  Daher  iat 
5)  ?Üi=TT$'''^', 

worin  das  Produkt  über  alle  Punkte  der  Riemannschen  F^che  oder 
auch  nur  üher  diejenigen  in  endlicher  Anzahl  vorhandenen  Punkte  zu 
erstrecken  ist,  für  welche  «j  >  1  ist.  Hierdurch  ist  also  die  algebraische 
Bedeutung  des  ersten  VerzweigungsdiTiaora  9tj  der  Sehar  @  =  (SJ,,,  SJ^,  %^) 
vollkommen  erklärt,  und  wir  können  in  Rücksicht  auf  die  ohige  Divi- 
eorengleichung  auch  den  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Kurve  die  Parameterdai-stellung  besitzt: 

_■&_„  _  M,  _  3j^ 

%  ~  "5t '     '*^3  ~~  3t '     '^3  —  91 ' 

so  ist  der  gröfste  gemeinsame  Teiler  der  Differentialteiler  von 

Xi  dx^  —  ic^  dx^,    Xj  dx^  ■—  x^  dx^,    x^  dx^  ~  x^  dx^ 
gleich  ^j    wo    Sfti    der    erste   Verzweigungsdivisor    der   Schar 
® -=(%,%,%)  ist. 
Um  nun  aber  auch  die  geometrische  Bedeutung  dieses  Divisors  zu 
erkennen,  gehen  wir  auf  die  früher  eingeführte  Normalform  der  Grund- 
divisoren 

%  =  ^'>...,     311  =  ^°'...,     Sts  =  5ß"'+"' .  . . 
zurück  und  berücksichtigen,  dafs  die  Divisoren  der  ganzen  Schar 

die  Schnitte  der  sämtlichen  Geraden  der  Ebene,  die  Divisoren  der 
TJnterachar 

aber  die  Schnitte  der  Geraden  des  Strahlenbüschels  durch  den  zu  Sß  ge- 
hörigen Knrvenpunkt  P  darstellen.  Für  die  Ermittelung  der  Ordnungs- 
zahl a^  kommt  es  nur  auf  einen  bestimmten  durch  P  hindurchgehenden 
Kurvenzweig  an,  und  die  Zahl  Kj,  welche  die  MultipHzität  des  Schnittes 
irgend  einer  Geraden  des  Büschels  mit  dem  betreffenden  Kurvenzweige 
für  den  Punkt  P  ai^ebt,  ist  nun  im  allgemeinen  gleich  eins,  in  besonderen 
Fällen  aber,  wenn  der  Kurvenzweig  nach  Art  des  Rückkehrpunktes 
oder  der  Schnabelspitze  für  sich  allein  eine  Singularität  besitzt,  grÖfser 
als  eins.  Für  den  Rückkehrpnhkt  ist  z.  B.  «^  =  2  und  diese  Singularität 
ist  die  einfachste,  welche  den  Divisor  9^^  beeinflufst.  Wir  bezeichnen 
daher  den  Divisor  3lj  in  ßücksicht  auf  seine  geometrische  Bedeutung 
auch  kurz  als  den  Divisor  der  ßückkehrpunkte. 
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Besehiantt  man  sieh  bei  dei  Untersuchung  auf  solche  Kurven, 
deren  &mgulaiitatcn  nur  gewohnliclie  Doppel-  und  Rückkehrpunkte 
suicl,  so  ist,  da  ehen  nur  fiü  die  Euckk ehrpunkte  die  Zahl  tx^  >  1,  und 
für  diese  =  3  'wird,  die  Ordnung»^  des  Divisors  9t,  einfach  gleich  der 
Zahl  r  der  Rückkehr  punkte.  Ferner  setzt  sich  alsdann  die  in  der  Formel  (3) 
auf  S.  427  auftretende  Ordnungszahl  2  d  des  Divisors  3)  aus  dem  Doppelten 
der  Anzahl  d  der  Doppelpunkte  und  der  Anzahl  r  der  Rückkehrpunkte 
zusammen,  und  es  ist  also 

d=^d  +  r; 

somit  erlwilt  diese  und  die  zuletzt  aufgestellte  Plückersche  Formel  (3) 
die  GrGstalt 

p=^(n-l)in-2)-d-r 
k=  2p  +  2  (n-  1)  -  r  =  n{n  ~  X)  -  2d  -  3r. 
Neben  diese  erste  Plückersche  Formel  stellt  sich  eine  zweite, 
wenn  wir  nun  auch  die  geometrische  Bedeutung  der  zuvor  algebraisch 
erklärten  Ordnungszahl  k^  feststellen.  Gehen  wir  wieder  von  der  eben 
eingeführten  Normalform  der  Divisoren  schar  ©  aus,  so  stellt  der 
Divisor  %^  den  Schnitt  der  Tangente  im  Punkte  P  au  den  zu  unter- 
suchenden Knrvenzweig  dar;  denn  die  Tangente  ist  ja  nach  dem  Satze 
auf  S.  373  diejenige  Gerade^  welche  mit  dem  Kurvenzweige  in  P  einen 
Schnitt  von  höherer  Multiplizität  wie  jede  andere  Gerade  des  Strahlen- 
büschels durch  P  besitzt.  Im  allgemeinen  ist  nun  ßg  =  1,  die  Be- 
rührung der  Tangente  also  nur  eine  einfache;  es  giebt  aber  aus- 
gezeiclmete  Punkte,  für  welche  die  Berührung  eine  höhere  wird,  und 
dies  tritt  bekanntlich  vor  allem  für  die  Wendepunkte  der  Kurve  ein, 
für  welche  «3^2  ist.     Bilden  wir  hiemach  den  Divisor 

6)  K,  =  nr-"', 

worin  das  Produkt  ebenfalls  Über  die  ganze  Riemannsehe  Fläche  er- 
streckt werden  kann,  so  wollen  wir  ihn,  wenn  wir  eine  algebraische 
Terminologie  vorziehen,  als  den  zweiten  Verzweigungsdivisor 
der  Schar  ©  =  (SIq,  9Ii,  Sfa)  bezeichnen;  in  Rücksicht  aber  auf  seine 
geometrische  Bedeutung  wollen  wir  ihn  auch  den  Divisor  der 
Wendepunkte  der  Kurve  nennen. 

Soll  nun  die  durch  die  Determinante  (1)  bestimmte  Kurventfuigente 
im  Punkte  {Xg,  Xi,  x^)  eine  Berührimg  höherer  Ordnung  haben,  so  mufs 
die  Determinante  verschwinden,  wenn  man  die  laufenden  Koordinaten 
lo,  li,  ^3  durch 

Xi  +  2dx!+  d^Xi  (!  =  0,  1,  2) 

ersetzt:  es  mufs  also 
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1^0       *i       *a      I 
A  =  I  dXf,    dx-i    dx^  !  =  0 

[d^x^  d^x^  d^x^  I 
sein.  Diese  Gleichimg  eigiebt  uns  also  die  Inflesionsp unkte  der  Kurve; 
es  enthält  aber  die  linke  Seite  der  Gleichung  noch  übei^flüssige  Faktoreu, 
wir  müssen  daher  vollständig  den  der  Determinante  A  entsprechenden 
Divisor  bestimmen.  Diese  Untersuchung  ist  ähnlieh  derjenigen,  durch 
welche  wir  auf  S.  294  den  zu  einem  Differentiale  dx  gehörigen 
Teiler  festgestellt  haben;  sie  ist  nur  darum  etwas  komplizierter, 
weil  hier  auch  zweite  Differentiale  auftreten,  kann  aber,  wie  wir  nun 
zeigen  wollen,  mit  analogen  Methoden  durchgelührt  werden. 

Betrachtet  man  in  der  Determinante  A  die  Grofsena^u,  x^,  x^  als  Funk- 
tionen irgend  einer  Variabein  u  des  Körpers,  so  erhält  sie  die  Gestalt 


d^x^ 


Es  entsteht  nun  zuvörderst  die  Frage,  ob  diese  Determinante  ihren 
Wert  behält,  wenn  wir  x^,  x^,  x^^  als  Funktionen  einer  andern  Variahein 
des  Körpers  auffassen.  Führen  wir  aber  an  Stelle  von  u  eine  andere 
Gröfseu  als  unabhän^ge Variable  ein,  so  ergiebt  sich  durch  Differentiation 

da;.         dx.  du 


die 
Umformunj 


d'x^  /äu\'      dXf^  d'u 
äw^  \di>/         du  dv^ 


der  Determinante  Ä  an  Stelle  der  Differentiale 
nach  u  oder  v,  so  findet  man  nach  leichter 


x^ 
dx. 


x^ 

dx^ 

=  ©• 

dr> 

d^x. 

*r 

dw 

d'x. 


d*Xi 


Hieraus  geht  hervor,  dafe  die  Determinante  A  keine  Änderung 
erfahrt,  wenn  man  die  Variable  u  durch  irgend  eine  andere  v  des 
Körpers  ersetzt,  und  da  A  als  dritte  Potenz  eines  ersten  Differentials, 
maltipHziert  mit  einer  Fimktion  des  Körpers  dargestellt  worden  ist,  so 
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folgt  jetzt,  dafs  wir  dieser  Determinante,  ebenso  wie  einem  einfachen 
Differentiale,  einen  völlig  bestimmten  und  von  der  Hilfsrariabelen 
unabhängigen  Divisor  zuordnen  können,  dessen  Ordnung  gleich  3(2j)  — 2) 
ist,  weil  du  oder  dv  die  Ordnung  2j)  —  2  hat.  Da  ir,,,^,»^  den  ge- 
meinsamen Nenner  3t  haben,  so  tritt  im  Nenner  jenes  Divisoia  nur 
eine  gewisse  Potenz  von  SI  auf,  deren  Exponent  leicht  zu  bestimmen  ist. 
Ersetzen  wir  nämlich,  wie  auf  S.  422,  die  Punktionen  Xg,x^,x^  durch 


!/!  = 


a  =  P%. 


worin  (a  =  rä  ist:,  so  findet  man  für  die  entsprechende,  aus  den  Funk- 
tionen p  und  deren  Differentialen  gebildete  Determinante  A(y)  die 
Relation 

A(i/)  =  ^äi(j;), 
oder  es  ist 

Die  Determinante  A  erhalt  also  den  Nenner  §1',  der  bei  Übergang 
zu  proportionalen  Gröfsen  durch  die  dritte  Potenz  irgend  eines  anderen 
Divisors  der  Schar  ersetzt  wird;  wir  können  daher  setzen 

worin  ®  einen  ganzen  Divisor  der  Ordnung  3(2j>  — 2) -1- 3w  bedeutet. 
Um  nun  diesen  ganzen  Divisor  zu  untersuchen,  machen  wir  wieder 
für  einen  beliebigen  Punkt  ^  von  der  früher  angewendeten  Trans- 
formation (4)  der  Schar  @  Gebrauch  und  finden  alsdann  bis  auf  liöhere 
Poteiraen  von  w: 


^0     .,(«,-1). 


Der  Divisor  ©  besitzt  also  in  ^  genau  die  Ordnungszahl  2o'i+  03  — 3, 
und  diese  ist  ausschhefslieh  durch  die  vorher  charakterisierten  Zahlen  a^ 
und  Kg  bestimmt.  Denselben  Exponenten  erhält  aber  auch  für  jeden 
beliebigen  Primteiler  ^  das  aus  den  Verzweigungsdivisoren  IR,  und  St^ 
zusammengesetzte  Produkt 

also   ist   der   Zahler  &   des   der   Determinante    A   zugeordneten   Divi- 
sors   mit    dem   Produkte  jR^^H^    identisch,    und   wenn   man   von   ihm 
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den  überflüssigen  Faktor  Si^  absondert,  so  bleibt  der  Divisor  '^^  der 
Wendepunkte  übrig,  Daber  erbalton  wir  für  A  folgende  einfache 
DiTisorendar  Stellung; 


I  d^x^    d^x,     d^x^  \ 

Für   die   Ordnung  i   des  Divisors  JR^  der  Infiexionspunkte  ergiebt 
sich  nunmehr  die  zweite  Plüokersche  Formel 

6)  *■  =  3  (2^1  -  2  +  «)  -  2rj  =  3  (w  -  n)  -  2i-, . 

Im  Falle  einfacher  Doppel-  und  Rückkehr  punkte   erhält   diese  Formel 

die  Gestalt 

6a)  i  =  3M(n-2)  —  6,^  -  8r. 

Den  beiden  Plückerschen  Fonneln  (3  a)  und  (ba)  stellen  zwei 
dualistisch  entsprechende  zur  Seite,  wenn  wir  die  li.ur\e  ils  Tangenten 
gebilde  auffassen.  Bestimmen  wir  immlich  zu  ledem  Punl  te  einer 
algebraischen  Kurve  die  Polare  in  Beziehung  auf  erneu  festen  gegebenen 
Kegelschnitt,  so  hüllt  bekanntlich  die  Gesamtheit  dei  so  erhaltenen 
Geraden  ein  dualistisch  entsprechendes  Tangentengebilde  em,  und  die 
Beziehung  zwischen  den  beiden  Kurven  ist  eine  umkehrbaie  Dabei 
fiiad  den  Doppelpunkten  der  ersten  Kurve  Doppeltaug enten  dei  zweiten, 
den  Rückkehrpuukten  der  ersten  aber  Wendetang enten  der  zweiten 
zugeordnet;  denn  wenn  der  bewegliche  Punkt  auf  der  eisten  iLurve 
zweimal  au  dieselbe  Stelle  der  Ebene  gelangt  so  muis  auch  die  he 
wegliche  Tangente  der  zweiten  Kurve  zweimal  dieselbe  Lage  erhalten 
wenn  aber  der  Punkt  die  Richtung  des  Fortrückens  auf  der  Tin^ente 
umkehrt  und  hierdurch  zu  einem  Rückkehi'punkte  Veranlassung  giebt 
so  mufs  die  zugeordnete  Gerade  die  Richtung  ihiei  Diehung  um  den 
Berührungspunkt  umkehren  und  die  eingehüllte  Kui^  c  also  einen  W  ende 
punkt  bilden.  Daher  entspricht  der  Ordnung  n  der  eisten  die  Klas&e  / 
der  zweiten  Kurve,  der  Anzahl  d  der  Doppelpunkte  die  Änzihl  /  dei 
Doppeltangenten,  der  Anzahl  r  der  Rückkehrpunkte  die  Anzahl  i  der 
Inflexionstangenten.    Wir  erhalten  somit  die  entsprechenden  Formeln 

p  =  n(«~l)-2;-3; 
^  lr  =  37(;(it~2)-6i-8j. 

Das    Geschlecht   der   Kurve   ist    dasselbe,   mögen  wir  sie  nun  als 
Punkt-    oder    als    TangentengebUde    auffassen,     da    die     Tangential- 
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koordinaten  u^,  u^,  u^   durch  eindeutig  umkelirhare  Transformation  aus 
den  Punlttkoordinaien  x^,x^,x^  hervorgehen.     Es  ist  also 

p  — y(>1 -!)(>• -2)- Ä-r 
_i(J_l)(J_2)-*~i. 

§  2. 

Wir  -wollen  die  Plückersclien  Formeln  und  das  Prinzip  der  Ab- 
bildung der  Kurven  an  einem  Beispiele  zur  Anwendung  bringen,  durch 
welches  die  geometrische  Bedeutung  dieser  Untersuchungen  schärfer 
hervortreten   soll. 

Gegeben  sei  ein  Dreieek  mit  den  Seiten  «(,,  a^,  o,^  und  ein  Kegel- 
schnitt, welchen  wir  als  Tangentengebilde  auffassen  und  später  in 
ein  Punktepaar  degenerieren  lassen  wollen.  Durch  jeden  Punkt  P  der 
Ebene  gehen  alsdann  drei  Geraden  \,  \,  l^,  welche  den  Seiten  des 
Dreiecks  in  Beziehung  auf  den  Kegelschnitt  konjugiert  sind,  nnd  wir 
suchen  die  Bedingung  auf,  unter  welcher  die  drei  Punkte  Q^,  Q^,  Q^ 
in  gerader  Linie  gelegen  sind,  in  denen  die  Geraden  ?„,  i^,  l^  resp.  die 

Seiten  a(„a^,a^  schneiden.    Die  Punkte  P  erfüllen  alsdann  eine  gewisse 

Kurve,  und  die  zugehörigen  Geraden  g  =  F^^F^F^  hüllen  eine  zweite 

ein;   diese  beiden  Kurven,  welche  übrigens  Steiner  zuerst  untersucht 

hat,   sind   durch   eindeutige  Transformation   aufeinander   bezogen   und 

müssen  daher  dasselbe  Geschlecht  besitzen. 

Machen  wir  das  Dreieck  zum  Koordinatendreieck,  so  mag  P  die 

Koordinaten   l,,,  '^y,  ^^  haben,   und  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  in 

Linienkoordinaten  Mo,w,,Mj  sei 

1)  Z(O,iMjMi  =  0  (i,7f  =  0,  1, 2); 

die  Bedingung  dafür,  dafa  zwei  Geraden  m  und  v  in  Beziehung  auf  den 

Kegelschnitt  konjugiert  sind,  ist  also 

IcjftMjiii.  =  0  [i.Ti^O,!,  2). 

Der  Pol   der   Seite  a-,  des  Koordinatendreiecks,   für  welche  %=1  ist, 

während  die  anderen  beiden  Koordinaten  gleich.  Null  sind,  hat  also  die 

Gleichung 

G);(v)  =  ro,ütio  4-  fOii^i  +  (Oiai'a  =  0, 

und    die    Verbindungslinie    dieses   Pols    mit    dem    Punkte  P,    dessen 
Gleichunff 

lautet,    ist   die  zn  a;  konjugierte  Gerade  l,.     Jeder   auf  dieser  Geraden 
gelegene  Punkt  hat  also  eine  Gleichung  der  Form 
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-0. 


worin  X  den  Parameter  der  Punktreilie  bedeutet;  will  man  insbesondere 
den  Sclinittpunkt  Q-,  von  li  und  «,■  bestimmen,  so  hat  man  X  so  zu 
wählen,  dafe  die  G-leiehung  durch  die  Koordinaten  der  Geraden  cf,  er- 
füllt wird  und  dafs  also 

ist.  Als  G-leiehung  des  Sckaittpunktes  Q,  erhält  man  somit  durch 
Elimination  von  l 

Stelleu  wir  nun  die  Gleichungen  der  drei  Punkte   Q,^,  Q^,  öa 

2)  ?.„,(..) -»,J(«)-0, 

untereinander,  so  erbalten  wir  durch  Elimination  der  Koordinaten  v 
die  Bedingung,  welcher  der  Punkt  (|)  genügen  muTs,  wenn  die  drei 
Punkte  (3o,  Qu  Qs  in  gerader  Linie  gelegen  sein  sollen,  durch  Elimination 
der  ^  aber  die  Gleichui^  des  geometrischen  Ortes,  welchen  diese 
Geraden  g  einhüllen.  Dabei  verfährt  man  am  besten  iu  der  Art,  dafs 
man  noch  die  Identität 

I.O. +  1,%  + !>  •>.-!(») -0 

ZU  (2)  hinzufügt  und  aus  den  vier  so  entstehenden  Gleichungen  ent- 
weder die  linear  und  homogen  auftretenden  Gröfeen 

»Ol        %'        '^2>       K»)' 

oder  die  ebenfalls  linear  auftretenden  Gröfsen 


eliminiert. 

i.,    li,    i,,    K") 

So  ergieb 

sich  als  geometrischer  Ort  der  Pankte  P  = 

-S» 

„fe)  äie 

Kurve  dritter 

Ordnung 

•»oo  h     "»Ol  in     ^m  io     "»oo  1 

3) 

"lüSi      "1161     <»i.Si      "■il_jj 
"i.&     "uh     "ül!     "..j 

i.        i,         i,       i\ 

oder 

i    ".0         "»Gl         "O!          "Oü  ?1  fe 

»„   »..   »..   »„w.  „_^, 

"90     "»äi     e^ää     ßJä«  eo  s, 

1.      ?i      i,      i,  iii, 
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Bezeichnet  man  die  Determiaante  der  quadratischen  Form  Xoji  WiM^ 
mit  Q,  imd  die  Adjunkte  des  Elementes  qj^j  mit  S3,i,  so  lantet  die 
letzte  Gleichung  ausgeschrieben: 

0  =  QU.k  -  to^lj,  («00^0  +  «01^1  +  %2  k) 
3a)  -WuioSs(fiioio  +  Öiiii-f^J.) 

Eliminiert  man  aber  aus  den  Gleichungen  (2)  die  Gröfsen  ^,  so  erhält 
man  als  geometrischen  Ort  der  den  Punkten  P  zugeordneten  Gei-adeu  g 
die  Kurve  dritter  Klasse 

(•)       0 

3  0 


i) 


oder  ausgesehriehen 
4  a) 


'.W 


^  +  ^^^  =  1- 


Bei  der  geometrischen  Interpretation  der  Kurrengleiehuugen  (3)  und 
(4)  wollen  wir  uns  auf  den  speziellen  Fall  beschranken*),  dafs  die  gegebene 
Kurve  zweiter  Klasse  in  das  Punktepaar  (?  und  H  mit  den  Gleichungen 

9^  =  9o^<,  +  i/i«!  +  93'-h  =  0 

Ä„  =  AflMd  +  h^tt^  +  /^^Ma  =  0 
degeneriert;  dann  ist  identisch 

SoaMiM:t  =  25„Ä„, 
und   die   Bedingung,    dafs   die   beiden  Geraden  u  und  v  in  Beziehui^ 
auf  den  Kegelschnitt  konjugiert  sind,   ist  gleichbedeutend  damit,  dafs 
sie  durch  das  Punktepaar  G,  S  harmonisch  getrennt  werden.    Ferner  ist 

caik  =  9ih  +  9khi, 
die  Determinante  Q  verschwindet,  und  die  adjur^ierte  Form  ZQ^j^jX* 
vrird  proportional  dem  Quadrate  der  Linearform 

hg     h^      h^ 

wo  pQ,pi,p2  ^iö  Koordinaten  der  Geraden  (ri?  bedeuten.    Da  hiernach 
^16^  l>PiPii   ist,   so   hebt    sich   aus   der    Gleichung   (3a)   der   Faktor 

*)  Eine  ausfähvlioliei'e  Behandluiig  des  a%emeiiieren  Prolileiiis  findet  man 
bei  Gundelfingev-Dingeldey,  Attalytisclae  Geometrie  der  Kegels chcitte ,  S.  410. 

He^sal  «.  tanäBbcrg,  Algoliriisctic  Fnnlitionen  otc  29 
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i'o  ^0  +  i*i  ^i  ■!" -Pa  ^2   heraus,   imcl  nacli  Fortlassung   desselben   wird  die 
Gleicliuiig  der  Kurve 

\iik    9i32    \h\ 
=  I  §8 io    92%    KKr 
lloli     SaSi    '^ü'^il 
Die  Kurve  der  Punkte  P  ist   also  nichts  anderes   als  der  Kegel- 
schnitt,  welcher   durch  die  Ecken  des  Koordinatendreiecks  und  durch 
die  Punkte  G,  H  hindurchgeht;   die  auf  ihn  eindeutig  bezogene  Kurve 
dritter  Klaßse  hat  aber  zur  Gleichung 


3  b) 


4h) 


BaK+Küu      giK+h9i,      9iK+^9u      ^ 

oder 

4c)  +  g^h^u^  {9oK  +  hf,gu)(9iK  +  hg^) 

-|(S'oÄ„  +  M")(^iÄ«  +  Ä,5«)UA«  +  ?«,J/.)  =  0. 

Die  hierdurch  dai^esteUte  Kurve  niufs  das  Geschlecht  Null  haben, 
weil  sie  umkehrbar  eindeutig  auf  einen  Kegelschnitt  bezogen  ist;  aus 
der  Kurvengleichung  geht  femer  hervor,  dafs  die  Seiten  des  Dreiecke 
einfache  Tangenten,  die  Gerade  GH  aber  Doppeltangente  mit  den 
Berührungspunliten  G  und  H  ist.  Verbindet  man  immlich  die  Kurven- 
gleichung mit  der  Gleichung  eines  beliebigen  Punktes  der  Geraden  GH: 

g^  +  XK^O, 
so  ergiebt  sich,  weil  die  Gleichung  (4c)  in  </„  und  /(„  quadratisch  ist, 
für  jeden  behebigen  Wert  von  i.  die  Doppellösung 

9.  =  K  =  0 
oder 

Uo-.U^  •.u^=Pa'-Pi  '-ft; 
die  Gerade  GH  ist  also  Doppeltaagente.    Wählt  man  aber  insbesondere 
auf  GH  die  Punkte 

^„  =  0     oder     /t„  =  0, 


t  sich  obige  Lösung  sogar  als  dreifache,  die  Punkte  G  und  I[ 
sind  also  die  Berührungspunkte  der  Doppeltangente. 
Wenden  wir  nun  die  Formel 

p-^(k-l){t-2)-t-i 

für  unsem  Fall  h^ä,  p^O  an,  so  folgt,  dafs  ( -f  *  ^  1  ist,   und  da 
wir   von   der   Existenz   einer   Doppeltangente   bereits  wissen,    so  mufs 
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t^l,i  =  0  sein;  die  Kurve  liat  also  keine  Inflexionspunkte.  Be- 
stimmen wir  nimmehr  die  Ordnung  n  und  die  Zalil  r  der  Rückkehr- 
punkte mit  Hilfe  der  Plückerscken  Formeln: 

so  ergiebt  sich  »^  =  4  und  »-  =  3;  die  Kurve  ist  also  von  der  vierten 
Ordnung  und  hat  drei  Rückkehrpunkte.  Man  kann  dann  beweisen, 
dafs  die  Rückkehrtangenten  diejenigen  Geraden  sind,  welche  durch  die 
Ecken  des  Dreiecks  gehen  und  Yon  der  Gegenseite  durch  das  Punkte- 
paar G,  H  harmonisch  getrennt  werden;  denn  diese  Geraden  sind  zufolge 
der  Definition  des  Grebildes  die  den  Ecken  des  Dreiecks  entsprechenden 
Tangenten,  und  aus  der  Entstehungsweise  der  Kurve  geht  durch  An- 
schauung oder  durch  Rechnung  hervor,  dafs  der  auf  der  Tangente 
wandernde  Berührungspunkt  an  einer  solchen  Stelle  seine  Richtung 
umkehrt. 

Besonderes  Interesse  verdient  der  spezielle  Fall,  dafs  das  Punkte- 
paar G-,  H   die   beiden   unendlich   fernen   imaginären   Kreispunkte   der 


Ebene  sind.  Es  ist  bekannt,  dafs  zwei  Gerade,  welche  in  Bezug  auf 
dieses  Punktepaar  konjugiert  sind,  zu  einander  senkrecht  stehen  müssen. 
Die  Geraden,  welche  zu  einer  Seite  des  Dreiecks  konjugiert  sind  und 
durch  den  gegenüberliegenden  Eckpunkt  gehen,  sind  also  die  Höhen 
des  Dreiecks.  Demgemäß  spezialisieren  sich  die  erhaltenen  ftesoltate 
folgendermafsen : 

Der  einem  Dreiecke  umschriebene  Kreis  ist  der  geometrische 
Ort   aller   der  Punkte,   für  welche  die  Fufspunkte  der  auf  die 
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Seiten  gefällten  Senkrechten  in  einer  Geraden  liegen.  Diese 
Geraden  hüllen  eine  Kurve  dritter  Klasse  und  vierter  Ordnung 
ein,  "welche  die  Dreieelfsseiten  einfach,  die  unendlich  ferne 
Gerade  aber  in  den  beiden  Kreispunkten  berührt  und  die 
Höhen  des  Dreiecks  zu  ßückkehrtangenten  bat  (Fig.  34,  s.  S.451). 


§3- 

Die  im  vorletzten  Abschnitte  angewendeten  Methoden  sind  nicht 
auf  Scharen  der  Dimension  drei  beschränkt,  sondern  lassen  eich  mit 
Leichtigkeit  auf  beliebige  Scharen  von  Divisoren  übertragen.  Sie 
bilden  alsdann  die  Grundlage  für  die  Untersuchung  algebraischer  Ge- 
bilde im  Räume  von  drei  und  mehr  Dimensionen.  Diese  Erweiterung 
der  vorher  eingeführten  Fundamentalbegriffe  soll  nunmehr  zunächst 
rein  algebraisch  auseinandergesetzt  werden,  um  sodann  in  den  späteren 
Kapiteln  für  geometrische  Zwecke  verwendet  zu  werden. 

Es  seien  SI^,  St^,  ...§(,  s  -j-  1  ganze  Divisoren  einer  Klasse  A  von 
der  Ordnung  n,  welche  voneinander  linear  unabhängig  sind  und  keinen 
gemeinsamen  Teiler  besitzen;  dann  erhalten  wir  durch  lineare  Ver- 
bindung der  Fundamentaldivisoreu  SC  eine  Divisorenseliar 

1)  @  =  (St„,9t„...3t,). 

Diese  Schar  kann  anstatt  aus  den  s  +  1  Divisoren  3[u,  Stj,  ...  St, 
auch  aus  s  +  1  anderen  Divisoren  S^,  58^, . .  .  S8s  aufgebaut  werden, 
welche  mit  den  ersten  durch  lineai-e  Gleichungen 

2)  SS^  =  ScaS(t  (i,  7c  =  n,i,...,.) 

mit  nicht  versehwindender  Determinante  \öit\  verbunden  sind.  Eine 
solche  Transformation  der  Grunddivisoren  bringen  wir  bei  Unter- 
suchung der  der  Schar  @  eigentümlichen  Singularitäten  oftmals  in 
Anwendung. 

Wir  können  nun  der  Schal-  ©  in  folgender  Weise  einen  Ver- 
zweigungsdivis or  der  ersten,  zweiten,  . . .  s'™  Ordnung  zuweisen. 
Ist  ?ß  ein  beliebiger  Punkt  der  Eiemannsehen  Fläche  SR,  und  be- 
trachten wir  innerhalb  der  Schar  @  die  Gesamtheit  ©i  der  durch  ^ 
teilbaren  Divisoren,  so  kann  es  sein,  dafs  diese  Unterschar  den 
Faktor  ^  in  einer  höheren  Potenz  ^ß"'  entlmlt.  Dann  wollen  wir  in 
den  ersten  Verzweigungsdivisor  ^j  die  Potenz  $"'"  aufnehmen 
und  aus  den  sämtlichen  so  zu  bildenden  Potenzen  von  Primteilem 
den  Divisor 
3a)  3i  =  n^;ß'"~'  ('$  alle  Punkte  vou  SH) 
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zusammensetzen  Bilden  wu  jetzt  innerhalb  der  Unterschar  ©^  die 
Gesamtheit  dei  Divisoien,  welche  den  Paktor  ^°  enthalten,  so  kann 
es  emtieten,  dafe  die  sieh  ei  gebende  Unterschar  ©^  den  Punkt  ^  in  einer 
höheren  als  dei  geforderten  Multipli/ität,  nämlich  in  der  Potenz  5p"i  +  ''»^ 
enthalt,  dann  nehmen  -vMr  in  den  zweiten  VerzweigungsdiTisor  ^ 
die  Potenz  ^"'"-^  auf  und  bilden  m  derselben  Weise  wie  yorher 
3b)  &  =  n  ^"'-^  (^  aUo  Punkte  von  SR), 

In  dieser  Weise  erhalten  wir  s  bestimmte  Divisoren  Q^,  ßg,  ■  ■  ■  Qu 
welelie  von  der  Auswahl  der  Fundamentaldivisoren  unabhängig  sind 
nnd  daher  als  erster,  zweiter,  .  . .  s""  Verzweignngsdivisor  der 
Schar  ©  bezeichnet  werden  sollen. 

Der  so  gebildete  Begriff  ist  eine  naturgem; 
des  Verzweigungsdivisoi-s    im    ursprünglichen   S: 
nämlich  s^  1,  so  ist  offenbar 
identisch  mit  dem  zu  der  Variabeln 

3t. 


Ver  allgem  einerung 
nne  des  Wortes.  Ist 
iBorgi  der  Schar  (S[o,9ti) 


gehörigen  Verzweigungsdivisor  Qx'i    denn  enthält  ßj  den  Faktor  ^" 
und  nimmt  die  Variable  a;  in  3|J  den  Wert  «  an,  so  verschwindet  x—  a, 
resp.    wenn   a   unendlich    ist,   —  in  ^   in  k'^'  Ordnung,    und  hieraus 
folgt,   dafe  5ß  ein   «-blättriger  Verzweigungapnnkt  der  Riemannschen 
Fläche  Sftj:,  also  3i  und  ^^  identisch  sind. 

Wenn  für  einen  Punkt  ^  der  Riemannschen  Flache  die  Ver- 
Kweigungsdivisoren  3^,  Q^,  ...  3™  der  Reihe  nach  die  Ordnungen 
R^  —  1,  ttj  —  1,  .  , .  «s "  1  besitzen,  eo  können  wir  zufolge  der  vorher 
gegebenen  Erklärung  ganz  analog  wie  auf  S.  441  die  Ga'unddivisoven 
Sto,  %j,%^, . . .%  der  Schar  ©  so  annehmen,  dafs  sie  in  ^  der  Reihe 
nach  die  Ordnungszahlen 

0,     «1,     «i-Lßa,  ■■■  «1 +«-3+---+«' 
erhalten.     Wählen  wir  alsdann  einen  Divisor  St  der  Klasse  Ä,  welcher 
zu  5^  relativ  prim  ist,  nnd  bilden  mit  ihm  die  Funktionen 


so  ergeben  sich  für  diese  Funktionen  m  der  Umgebung  von  ^  Keihen- 
ent Wickelungen  der  Form 

wo   71   eine   Funktion   des   Körpers    ist,   welche   in   ^   die   Orduungs- 
zahl  eins  hat. 
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Die  s  VerzweigungediTisoren  der  Schar  ©  können  unn,  wie  wir 
zeigen  wollen,  mit  Hilfe  gewisser  in  der  Kurventheorie  häufig  auf- 
tretender Determinanten  ToUständig  dargestellt  werden.  Bilden  wir 
nämliclij  zvinäclist  ohne  Irgend  welche  Normierungen  der  Gronddivisoreu 
Stp,  %■^, . . .%!  TOrzunehmen,  mit  einem  beliebigen  Divisor  9(  der  Klasse.il 
die  Funktionen 


und  aus  diesen  und  ihren  Differentialen  die  Determinante 


5) 


A.= 


dxa     dxi     dx^    . . 
d^x^  d^Xf   d^Xs  .  ■ 


■A.(«.,. 


*.), 


d'xg  d'x^^    d'x^  . . .  d'xs 
so   steht  diese   und   gewisse  ihrer  Unter det«rminanten   in  innigem  Zu- 
sammenhange mit  den  Verzweigungsdivisoren  der   Sehar. 

Um  dies  zu  erweisen,  betrachten  wir  zuerst  den  der  Determinante  A, 
zugeordneten  Divisor  und  bestimmen  zuvörderst  seiae  Ordnung  und 
seine  Pole.  Ist  nun  w  eine  beliebige  Variable  des  Körpers,  so  können 
wir  die  Determinante  A,  auch  so  schreiben: 


A,= 


'Idu 


Y»i'+i) 


(ft-o,  1,  . 


s), 


nnd  wenn  man  an  Stelle  der  Variabein  M  eine  andere  v  einführt,  so 
erkennt  man  durch  leichte  Umformung,  dafs  die  Determinante  dieser 
Transformation  gegenüber  sich  invariant  verhält.  In  der  That,  durch 
BHCCessive  Differentiation  erhält  man  die  Formel 

d''x.        d''xi  /diish       d''~^ X,  d''~^ X.  dx. 


d/         dm"  \^"l    '    dii''-- 
worin  die  Koeffizienten  ff^,  g^. 

welche  nur  von  den 


d^" 


.  .  .gii  bestimmte  ganze  Funktionen  sind, 

""    d^n  d''w       .  -  ,  , 

,  _^,  . , .  _^,  aber  meht 
du»  dv'' 

von  den  Differentialquotienten  der  Funktion  Xi  abhängen,  und  auf 
deren  Form  es  hier  weiter  nicht  ankommt.  Daher  erhält  man  durch 
Buccessive  Transformation  der  Zeilen  der  obigen  Determinante 


\^h 


dx^  dit    d'x^  ... 
'  du  dv     du^  \ä~i 


_^ 


■■  --,-'  "i"' 
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durch  welche  die  aufgestellte  Behauptung  bewieeen  wird.  Der  der 
Determinante  Aj  zugeordnete  Divisor  hat  hiernach,  wei!  das  Differential  du 
von  der  Ordnung  2p  ~  2  ist,  die  Ordnnngszahl 

Dieser  Divisor  ist  in  gewisser  Weise  von  dem  willkürlich  eingeführten 
Nenner  Sl  abhängig;  ersetzt  man  aber  diesen  Nenner  durch  einen 
anderen  Divisor  S8  der  Klasse,  so  multiplizieren  sich  die  Punktionen  x 
nur  mit  der  Funktion  fi  =  m'  die  Determinante  Aj  also  mit  ^''+'-. 
Denn  man  hat 

d^(ßx,)  ^=iid''Xi+  (  j]  ditd''~^Xi  +  (2)  d^ii-d^'—^X!  -\ H  d''i.i, 

also  durch  Umformung  der  Zeilen 

I  iiXi,  d{nXi),  d^((ixi), . .  .  d/(}iXi)\  =  I  (iXj,  (idxi,  ^d^Xi, . . .  iid^Xi\, 
oder 

.  (%  %  %        StA      /sav+i     /3i„  %   ai,        StA 
^'  vi'  i'  W'  ■  ■  ■  ¥/  =  y       ^Aw'  ¥'¥'■■■  d' 

Multipliziert  man  also  die  Deteiinmante  Aj  (  -,,  1  mit  %  ,  so  wird  das 
Produkt  von  der  Auswahl  des  Nenners  91  ganz  unabhängig  und  besitzt 
überdies  keinerlei  UnendlichkeitssteUen  mein  li  A,  andere  Pole  als 
die  in  St  vorkommenden  Pmikte  nicht  besitzen  kann  Wir  dürfen  daher 
setzen: 

wo  ®  einen  ganzen  DJTisor  bedeutet,  dessen  Ordnung  gleich 

s(f+l)(p-l)  +  (s+l)n 

ist.  Dieser  Divisor  ist  überdies  nur  von  der  Schar  @  selbst,  nicht 
aber  von  der  Auswahl  der  Grunddivisoren  abhängig;  denn  wenn  wir 
durch  die  Trajisformationsformeln  (2)  an  Stelle  der  örunddivisoren 
Sto,  Sil, . . .  SCj  s  +  1  andere  SSß,  ©£,...  35s  einführen,  so  multipliziert 
sich  die  Determinante  A^  blofe  mit  einer  Konstanten 


der  Divisor  ®  bleibt  also  ung( 

In  den  Zähler  ®  der  Determinante  A3  treten  nun  die  Verzweigunga- 
diviaoren  in  bestimmter  Weise  ein.  "Es  sei  nämlich  ^  wieder  ein  be- 
liebiger  Punkt   der   Riemajmsehen   Eläche,   und   man   bringe,   so  wie 
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Torlier  in  (4)  angegeben,  durch  lineare  Transformation  die  Gnmdfunk- 
tionen  der  Schar  auf  die  Form 

iro=  1  H ,    a^i  =;t"'  -| ,   x^  =  ^"1+"^  _^ ^    ^^^  ^  jj^i-l       +  "ä  ..| _ 

Bildet  man  aber  die  Determinante 

A,  (iEuj^^niKä, ■■■%)—   — T  '  " — f'  " — i'  ' ' '  '~x\         (h  =  0,1, ...  s) 
\  3,tc'      d-ic^       dit  alt    I 

für  s  -\-\  Funktionen,  welche  beliebige  Potenzen  von  n  sind, 

eo  erhält  dieselbe  den  Wert 

^  ■-t>((io,,«i,---(i.), 

wobei  D(/(|„  (ij, . . .  (ij)  das  Differenzenprodukt  der  Exponenten  ft  bö- 
deutet  und  somit  für  ungleiche  Exponenten  [i  von  Null  verschieden  ist. 
Es  ist  nämlich 

A.(.'-,  ,'■,«-,...,'.) 
-  \%",  (.,i"'~',  (..(B-1)«"'^', . . .  Fi(»-1)  . . .  (lii-s  +  l)»''»^"!, 

also  ergieM  sieh  in  diesem  Falle  in  der  That  nach  Herausnahme  der 
Potenzen  Yon  n  und  Eolonnentransformation 


A,-«'''+"+'"+'-*'"' "11,  F»,  f 


In  uaserem  Falle  haben  wir  nun,  wenn  wir  uns  auf  das  erste  Glied 
der  Reihenentwickelungen  beschränken: 

i^a^^'     Ci  ==-  «1.     ^a  =  «1  +  Ca,  .  .  .  (t,  =  «i  +  rfj  +  ■  -  ■  +  (/, 
zu  setzen  und  erhalten  so,  da  diese  Zahlen  alle  voneinander  verschieden 
sind,   das   Resultat,   dafs   die  Determinante  A  den  Faktor  '^   genau  in 
der  Ordnung 

s»j  +  (s-l)».  +  (s~2)»,+..^+».-is(s  +  l) 
enthält.     In  gleicher  Ordnung  enthält  aber  diesen  Faktor  das  Produkt 

3iÖ2     3s      ■  ■  ■  3'- 
Dieses   Produkt   ist   also    der   Zähler  @   in  (6),   und   wir   dürfen 
daher  setzen 

7)  A.  _  s[8r^sr^^_ 
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wodnrclL  der  weaentliclie  Teil  der  Determinante  A,  als  Produkt  der 
Verzweigtmgsdiyiaoreii  ß^,  Q^, ...  3»  dargestellt  ist.  Sind  die  Ordnimgen 
dieser  Divisoren  resp.  gleich  w^,  w^, . .  .Wi,  so  ergiebt  sich,  weil  die 
Ordnung  von  Aj  gleich  s  (s  +  1)  (;p  —  1)  ist,  die  Relation 

8)    sw^  +  (s-l)ws  -1 l-2w,_i  + w,  —  (s  +  l)w  =  s(s+l)(i>-l). 

Diese   Formel   ist   eine   wiclitige  Verangemeineiimg    der  für  den  Fall 
s  =  1  geltenden,  schon  früher  abgeleiteten  Grundformel 
w-2n=2(>~l). 
Setzt  man  in  der  Gleichung  (7)  den  gröfsteu  gemeinsamen  Teiler  ^- 
der  Funktionen  a;„,  a^^,  x^,  .  .  .  x^  gleich  gg,  so  erhält  dieselbe  die  noch 
etwas  gleichmäfsigere  und  für  spätere  Zwecke  geeignetere  Gestalt 

da  hiernach  der  grÖlate  gemeinsame  Teiler  eines  Systems  von  Funktionen 
des  Sörpers  in  eine  den  Divisoren  ß^,  §2?  ■  ■  ■  3»  wollig  koordinierte  Stellung 
rückt,  80  kann  er  als  der  Verzweigungsdirisor  der  nullten  Ordnung 
angesehen  werden.  Man  kann  daher  die  früher  eingeführte  Voraussetzung 
aufheben,  dafs  die  GSrunddivisoren  der  Schar  ®  teilerfremd  sein  sollen; 
dann  ergiebt  auch  die  Anwendung  der  oben  gegebenen  Vorschrift  als 
ersten  der  zu  bildenden  Verzweigungsdivisoren  den  grÖfsten  gemein- 
samen Teiler  Qf,. 

§4. 
Wir    wollen    jetzt    die    soeben    durchgeführte    Betrachtung    ver- 
allgemeinem  und   hierdurch   die    Verzweigungsdivisoren   ß^,  ß^,  - .  -  3< 
selbst  durch  analytische  Ausdrücke  darstellen.     Betrachten  wir  die  aus 
den  ersten  /c  -■(-  1  Zeilen  der  Determinante  A,,  bestehende  Matrix 

dX(,     dx^     äx^   . . .  dx. 


d  Xq  d  x^  d  x^  . . .  d  Xt 

so  können  wir  aus  ihr  (  t.  i  i )  Determinanten  {]i  +  l)*'^''  Ordnung  bilden; 
der  gröfste  gemeinsame  Teiler  A^  dieser  Determinanten  ist  dann,  wie 
jetzt  sehr  leicht  zu  sehen,  gleich 

8;+'3;3"..-8J--.3.- 

Denn  aus  dem  erweiterten  Multiplikationstheorem  der  Determinanten 
folgt  ganz  analog,  wie  vorher  für  Z:  =  s,  dafs  der  Teiler  A^  bei  linearer 
Transformation  der  Grunddivisoren  ungeändert  bleibt;  führt  man  aber 
für   einen  Punkt  ^  daß  in  (4)  des  vorigen  Abschnittes  benutzte  Fun- 
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damentalsystem  ein,  so  erweisen  sich  die  Zähler  aller  Beterminanten 
als  durch  obiges  Produkt  teilbar,  und  die  erste  Determinante  der  Matrix 
erhält  nach  den  Ausführungen  des  vorigen  Paragraphen  in  ^  genau 
dieselbe  Ordnungszahl  wie  jenes  Produkt;  diimit  ist  unsere  Behauptung 
vollständig  bewiesen.  Bilden  wir  daher  der  Reihe  nach  die  Deter- 
minantenteiler 

Ao,  Ai,  Aa,  -  -  .  A,_i,  A, 

und  deren  Quotienten 


so  ist 


Die  Divisoren  (ä,,,  fö^, . . .  (£,_i,  ®s  besitzen  eine  gewisse  Verwandt- 
schaft mit  den  Elementarteilern,  sind  aber  von  diesen  wohl  zu  unter- 
scheiden, -weil  es  bei  der  Bildung  von  A*  nicht  auf  aUe  Unter- 
determinanten (k  + 1)*='^  Ordnung  des  zu  A,  gehörigen  quadratischen 
Systems,  sondern  nur  auf  die  mit  den  ersten  h  Differentialen  gebildeten 
Determinanten  ankommt.  Wir  wollen  @(„  @i,  .  ■  .  ®s-t,  ©s  »Is  die 
Differentialteiler  der  Funktionenschar  (Xf„  Xj^, . . .  Xg)  bezeichnen, 
dann  gilt  nach  der  letzten  Formel  der  Satz: 

Man   erhält   den   Verzweigungsdivisor   £'*'  Ordnung  einer 

Funktionenschar,  wenn  man  den  Differentialteiler  /c'"  Ordnung 

durch  den  vorhergehenden  dividiert. 

Befreien    wir    jetzt    endlich    die    sämtlichen    Determinanten    der 

Matrix  (1)  von  ihrem  gröfsten  geraeinsamen  Teiler  A(.,  so  erhalten  wir 

(v.,)  ganze   Divisoren,    welche    wir    die   Tangentialkoordinaten 

jtar  Ordnung   der  Divisorenschar   (?((|,  3l[, . . .  SIj)   nennen   wollen, 

vreil   sie    die    naturgemäfse   Verallgemeinerung    der    Tangential-    oder 

Linienkoordinaten  einer  ebenen  Kurve  sind,  und  welche,  wie  man  leicht 

sieht,  nur  durch  die  Divisorenschar,  nicht  aber  durch  den  zur  Bildung 

der   Funktionen   eingeführten   gemeinsamen   Teiler  §d  bestimmt   sind. 

Die  Ordnung  dieser  Tangentialkoordinaten,  die  mit  2^^  bezeichnet  sein 

mögen,   sei   Ut;    dann  ist  %  =  n  und  n^  =  0  zu  setzen.     Da   z.B.   für 

die  erste  TJnfcerdeteirainante  Aj? '  des  obigen  Systems  (1)  die  Gleichung  gilt: 

3)  Ai"_A.iL''-8;+'8;8r'---8.-4", 
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Tind  Ai  die  Ordnung  kQc-i-T)(j>  —  1)  hat,  so  hängen  die  -  Ordnm^s- 
zahlen  w,  %,  »tj, . . .  n,-i  und  die  VerzweiguBgs zahlen  -w^,  w^, .  .  ■  w,_i,  w, 
durch  Gleichungen  zusammen,  welche  die  Verallgemeinerung  der  frUher 
aufgestellten  Plückersehen  Formeln  bilden: 

«1  —  2w  +  w^  =  2  ( ß  —  1 ) 

«2  -  3w  +  2Wi  +  Ws  =  2  ■  3  (j»  -  1) 

«3  -  4«  +  3wi  +  2«;^  +  Wj  =  3  ■  4 (p  -  1) 


*) 


-  (s  + 1) M  +  s%+  (s -  1) Wa H \-2tv,^i  +  w,=  s (s  +  1) (j) ~  1). 

Diese  Formeln  lassen  sich  auch  durch  Subtraktion  untereinander- 
stehender Gleichungen  in  folgende  Gestalt  setzen: 

4a)  2Ä{p  — 1)  =  — K  +  Wj  4-^3  H \-Wt  +  "*  —  «(-!    (fc  =  i,2,...s), 

und  wenn  man  nochmals  untereioanderstehende  Gleichungen  subtrahiert, 
so  erhält  man  die  Relationen 


4b) 


Die  letzten  Formeln  erleiden  keine  Veränderung,  wenn  man  «,- 
mit  «(_;_!  und  gleichzeitig  lOi  mit  Wg—ij^\  yertauscht.  Man  kann  sich 
denn  auch  leicht  davon  überzeugen,  dafs,  wenn  man  TOn  den  Punkt- 
koordinafcen  x,,,  x^,  .  . .  x^  durch  die  eisten  Unter determinanten  der 
Determinante  Aj  zu  den  Tangentialkoordinaten  (s  —  1)*'"^  Ordnung  der 
Divisorenschar  übergeht,  in  den  polar  gegenüberstehenden  Formeln 
die  Verzweigungsteiler  gj  und  Qj,  3a  ""i^  S'-i?  ■  ■  ■  3f  ™^^  3<+i— ■ 
einfach  ihre  Rollen  Yertauscht  haben,  worauf  wir  aber  nicht  weiter 
eingehen.  Die  in  §  1  gegebenen  Ausführungen  sind  die  geometrische 
Interpretation  der  hier  auseinandergesetzten  algebraischen  Thafesochen 
für  den  Fall  s  =  2;  wir  wollen  jetzt  dieselben  Formeln  für  die 
Raumkurven  zur  Anwendang  bringen,  wo  wir  dann  nur  s  =  3  zu 
setzen  haben. 
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Siebemmdzwaiizigste  Vorlesung. 

Raum]nirven  Trad  Divis orcnscharea.  —  Die  Divisoren  der  stationärem.  Punkte, 
Geraden  und  Ebenen.  Anaatlrelationen.  —  Hinreichende  Bedingnng  dafür,  dafs 
eine  ITunktioa  des  Köfpera  als  ganze  Funktion  der  Koordinaten  der  Eaiunkurve 
dargestellt  werden  kann.  —  Anzahl  der  BedingTingsglaichungcn,  welche  eine  durch 
die  Eaumknrre  hindiirch gelegte  Fläche  erfüllen  mufe.  —  Der  Divisor  der  Doppel- 
punkte einer  Rattmkurve. 


Bei  der  Untersucliuiig  der  algebrai sehen  Raumkurven  gehen  wir, 
analog  wie  bei  den  ebeuea  Kurven,  von  der  Anna,hme  aus,  dafs  inner- 
halb eines  Eöripers  K(s,  u)  vier  IMnktionen  Xf^,  x^,  %,  x^  gegeben  seien, 
welche,  wenn  W-  =  -gr  ihr  gröfster  gern  eins  ehaftUch  er  Teiler  ist,  die 
Divisorendarstellimg  erhalten  mögen: 

hierin  bedeuten  %^,  St^,  Stj,  St^  ganze  und  teilerfremde  Divisoren   einer 
und  derselben  Klasse  A  vou  der  Ordnung  n. 

Durch  diese  Gleichungen  werden  die  Tetraederkoordinaten 
X(„Xi,s:^,Xg  eines  yeränderlichen  Kurvenpunktes  P,  die  nur  ihren  Ver- 
hältnissen nach  in  Betracht  kommen,  als  Funktionen  eines  Punktes  ^ 
der  Rieraannechen  Fläche  dargestellt,  welcher  hierbei  die  Rolle  des 
auf  der  Kurve  variierenden  Parameters  übernimmt.  Umgekehrt  ent- 
spricht auch  im  allgemeinen  einem  Punkte  P  der  Kurve  ein  und  nur 
ein  Punkt  ^  der  Riemannschen  Fläche,  wenn  wir  noch  die  Voraussetzung 
hinzufügen,  dafs  der  Körper  K(—>  — ?  — ]  mit  dem  Körper  K(ß,u) 
identisch  ist  und  somit  auch  tt  und  s  als  rationale  Funktionen  der 
Quotienten  —>  —i  —■  dargestellt  werden  können.  Alsdann  kann 
nach  den  Ausführungen  des  §4  der  vierundzwanzigsten  Vorlesung  (S.41S) 
die  Eindeutigkeit  der  Beziehung  zwischen  ^  und  F  nur  in  einzelnen 
singulären  Punkten  der  Eaumkurve  verloren  gehen.  Wenn  aber  dem 
Kurvenpunkte  P  mehrere  Primdivisoren  ^j,  ^^,  . . .  entsprechen,  so 
gehen  durch  ihn  mehrere  Zweige  hindurch,  welchen  resp.   ^ß^,  ^j, . . . 
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Zugeordnet  siad.  Durch  einen  Punkt  der  Eiemajmaclieii  Fläolie  wird 
also  auf  der  Kurve  stets  ein  Punkt  nebst  einem  zugehörigen  Zweige 
charakterisiert. 

Wenn,  wir  in  den  Gleichungen  (1)  den  Nenner  %  unserer  Funk- 
tionen durch  irgend  einen  äq^uivalenten  SS  ersetzen,  so  erhalten  die 
Funktionen  x,;,,  Xj^,x^,  x^  nur  den  Faktor  M  =  ^'  Während  ihre  Ver- 
hältnisse hierbei  keine  Veränderung  erfahren.  Da  aber  nur  diese  für 
uns  von  Wichtiglceit  sind,  so  spielt  der  Nenner  St  eine  nebensächliche 
Rolle,  und  es  kommt  in  Wahrheit  hei  allen  folgenden  Betrachtungen 
immer  nur  auf  die  Zählerdivisoren  der  Funktionen  x,  also  auf  die 
Proportion  an: 

x^:x,:w,:w,  =  %:%,:%,:%. 

SoU  ferner  die  Kurve  eine  räumliche  sein,  so  darf  zwischen  den 
Punktionen  x  keine  lineare  homogene  Gleichung  mit  konstanten  Koeffi- 
zienten bestehen;  die  Divisoren  SSif„%i,\,%  müssen  also  linear  un- 
abhängig und  die  Dimension  der  Klasse  Ä  somit  mindestens  gleich 
vier  sein.     Jeder  beliebigen  Gleichnng  einer  Ebene 

Cd^^o  +  c^%  -f-  "a^  +  ^s^s  ^  ^ 

entspricht  alsdann  ein  gan/er  Divisor  w*"'  Ordnung 

durch  welchen  der  Schnitt  der  Ebene  und  der  Kurve  dargestellt  wird. 
Die  Kurve  hat  also  die  Ordnung  n  nnd  nach  den  Ausführungen  auf 
S.  418  das  Geschlecht  p;  sie  soll  daher  durch  C^  bezeichnet  werden. 
Die  Divisoren  §(„,  Sl,,  9tg,  St^  können,  ebenso  wie  auf  S.  422,  durch 
lineare  Gleichungen  der  Form 

transformiert  werden;  eine  solche  Substitution  entspricht  einer  Ver- 
legung des  Koorduiatentetraeders  oder  einer  kolhnearen  räumliclien 
Abbildung  der  Kurve, 

Wir  wollen  nun  zunächst  die  Formeln  aufstellen,  welche  das 
Analogen  der  Plückersehen  Pormehi  der  ebenen  Geometrie  sind  und 
die  Beziehungen  zwischen  den  verschiedenen  charakteristischen  Zahlen 
der  Kurve  regeln,  und  im  Zusammenhange  hiermit  die  geometrische 
Bedeutung  der  drei  Verzweigungsdivisoren  3i;  3äf  Sa  "^ß^  Divisoren- 
schar (%,  Slj,  31^,  2I3)  erörtern.  Hierzu  ist  es  erforderlieh,  die  Kurve 
nicht  blofs  als  Punktgebilde  aufzufassen,  sondern  auch  die  Gesamtheit 
ihrer  Tangenten  und  Schmiegungs ebenen  zu  betrachten. 
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Ziehen  wir  in  einem   Punkte  P  die  Taagente,    so   liat   man   den 
Punkt  F  =  {Xtj,  x^,  x^,  x^)  mit  dem  Nachbarpunkte 

-P'  ==  (a^o  +  f^^oi  '"i  +  *^^j  ^  +  ^^-ii  ^^  +  «^^s) 
zu  verbinden;  die  Plückerschen  Linienko ordinalen  dieser  Tangente  sind 
also  proportional  den  Determinanten  der  Matrix: 


äx^  ' 


\  dXg    dx^    dx^    dx^  ' 

Bei  Anwendung  der  Formel  (3)  auf  S.  458  findet  man  somit  für  die 
sechs  Koordinaten  pu,  der  Tangente  im  Punkte  P  die  Gleichungen 

Pit=  XidXi  —  Xidx,  =  ^,Xi*\ 

worin^den  ersten  VerzweigungsdiTisor  der  Schar  B  =  (%„%i,%,%3) 
bedeutet.  Um  die  geometrische  Bedeutung  dieses  DiTisors  festzustellen, 
bringen  wir  für  den  zugehörigen  Punkt  ^  der  Riemannsehen  Fläche 
das  Fundamentalsystem  der  Schar  @  auf  die  auf  S.  453  dargelegte 
Normalform,  bei  welcher 

%y   %,   %y   % 
in  Üä  der  Reihe  nach  die  Ordnungszahlen 


erhalten;  dann  stellt  die  Gleichung 

c^Xi  +  c^x^  +  %a^8  '=  ö 

eine  beliebige  Ebene  durch  denKurvenpunktPdar,  und  eine  solche  Ebene 
hat  an  dieser  Stelle  mit  dem  durch  5ß  charakterisierten  Kuryenzweige  im 
allgemeinen  nur  einen  einfachen  Schnittpunkt,  wenn  aber  ^  in  Qj  auf- 
tritt, einen  Schnitt  der  Ordnung  cc^  geraein.  Daher  wird  der  Ver- 
zweigungsteiler 3i  durch  diejenigen  Kurvenpunkte  P  geliefert,  für 
welche  alle  Ebenen  durch  P  mit  der  Kurve  in  P  einen  Schnitt  von 
höherer  als  erster  Ordnung  besitzen,  und  wir  können  ihn  daher  auch, 
analog  wie  bei  den  ebenen  Kurven,  als  den  „Divisor  der 
stationären  oder  der  Büekkehrpaukte"  bezeichnen. 

Betrachtet  man  eine  Raumkurve  als  Tangentengebüde,  so  be- 
zeichnet man  bekanntlich  als  ihren  Rang  %  die  Anzahl  der  Punkte, 
in  denen  eine  beliebige  gegebene  Gerade  g  des  Ranmes  von  den 
Tangenten  der  Kurve  geschnitten  wird;  diese  Zahl  ist  aber,  wie  jetzt 
leicht  zu  sehen  ist,  gleich  der  Ordnung  der  ganzen  Divisoren  X^  ■ 
Denn  wenn  die  Gerade  g  als  Verbindungslinie  der  Punkte  («q,  a^,  a^,  ttg) 
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und  (p(„b^,bj^,bg')   gegeben   ist   und   somit  als  Koordinaten  die  Unter- 
(leteriöiDanten  der  Matrix  besitzt: 

so    erhält    mau    die    Kurvenpnnkte,    deren    Tangenten    die   Gerade   g 
schneiden,  durch  Auflösung  der  Grleichung 


dXa    dx. 


die  entsprechenden  Punkte  9ß  der  Riemannschen  Fläche  werden  also  in 
der  That  nach  Absonderung  des  Faktors  ß^ :  %^  durch  die  Primfaktoren 
des  Divisoi^  der  Ordnung  «j  geliefert: 

worin   (Im)    die    ErgUnzungskombination   'zu   (i/c)   bedeutet.     Zwischen 
dem   Itange  %  der  Kurve   und   der   Ordnung  Wi   des   Divisors  3i  ^^^' 
stationäi'en  Punkte  besteht  also  nach  der  ersten  Formel  (4)  auf  S.  459 
die  Gleichung 
2)  n^=2(p-l)  +  2n-w,. 

Wenden  wir  uns  jetzt  dazu,  die  Gleichung  der  Schmiegungsebene 
der  Kurve  im  Punkte  P  aufzustellen,  so  lautet  dieselbe,  wenn  S,^,^^,^^,^^ 
die  laufenden  Koordinaten  sind: 

I.      it      i,      i, 

Ä(i       x^       x^        ai^ 
äx^    dx^    dx^     dx^ 
d^Xf,  d^x-,  d^x^   d^x 

Als  Klasse  «^  der  Kurve  bezeichnet  man  alsdann  die  Anzahl  der 
Sehmiegungsebenen,  welche  durch  einen  beliebigen  ßanmpunkt 
{Poy Pu Pit Pi)  hindurchgehen;  um  diese  zu  erhalten,  haben  wir  für  die 
laufenden  Koordinaten  (Im  li,  E^,  I3)  die  gegebenen  (PoiPui'aji'a')  ß™" 
zusetzen  und  die  Ordnung  des  Divisors  zu  bestimmen,  welcher  sich 
aus  der  obigen  Determinante  nach  Weglassung  des  gröfsten  gemein- 
samen Teilers  der  Koeffizienten  von  Pif,Pi,Pi,Pi  ergiebt. 
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Bezeiclmea  wir  aber  die  Adjunkten  der  Koordinaten  |q,  I^,  ^,  ^3 
in  obiger  Deteiininante  mit  Mq,  %,  ti^,  ttg,  so  erhalten  wir  nach  der 
Formel  (3)  der  vorigen  Vorlesung 

„   _  m,^'i^       „   _  8f3.S»>      ^,   _  8?3aS£'      „   _  BiM.^' 

also  als  Gleichung  der  Kurve  in  Ebenenkoordinaten 

wo  nun  die  Klasse  %  gleich  der  Ordnung  der  vier  Divisoren  %^^'  ist. 
In  diesen  Gleichungen  wird  der  zweite  Verzweigungsdivisor  3a 
durch  die  Gesamtheit  derjenigen  Punkte  der  Kurve  geliefert,  für  welche 
die  sämtlichen  Berührungsehenen  oskulieren;  denn  machen  wir  wieder 
von  der  auf  S.  462  angewendeten  Nonnalform  Gebrauch,   so  stellt  die 

c^x^  +  C3X3  =  0 

das  Büschel  der  Ebenen  durch  die  Tangente  im  Punkte  P  dar,  und 
diese  Ebenen  haben  in  ihrer  Gesamtheit  im  allgemeinen  mit  dem 
Kurvenzweige  in  P  einen  Schnitt  von  der  Ordnung  a^  +  1,  für  Punkte 
aber,  die  dem  zweiten  Verzweigungsdivisor  zugehören,  einen  Schnitt 
von  höherer  Ordnung  k^  +  c^-  ^'^^  diesem  Grunde  können  wir  3s 
auch  als  den  Divisor  der  stationären  Tangenten  bezeichnen. 
Für  die  Klasse  der  Kurve  erhält  man  hiernach  aus  der  zweiten 
Gleichung  (4)  die  Relation 
3)  «g  =  6  (ij  - 1)  +  3n  -  2w^  -  %. 

Gehen  wir  jetzt  schlieCslich  zur  Bestimmung  derjenigen  Punkte 
über,  in  welchen  die  Schmieguugsebene  vier  konsekutive  Punkte  mit 
der  Kurve  gemein  hat,  so  haben  wir  in  der  obigen  Determinante 

^i  =  Xi  +  SdXi  +  Sd^Xi+  ä^X;  (!  =  o,  1, 2, 3) 

zu  setzen  und  erhalten  so  die  Gleichung 


dx. 

dxi     dx^      dXjf 

ä'x. 

d^x^    dX    ^^^z 

ä\ 

d^Xi    d^a^    d^x^ 

Der  dieser  Determinante  zugeordnete  Divisor  ist  nach  den  früheren 
Aoseinanderaetzungen  gleich  914  '  wobei  der  dritte  Verzweigungs- 
divisor 3»  ^^^^  "üö  Punkte  ergiebt,  in  denen  die  Sehmiegungsebene 
hjperoskuliert;  denn   für  die  schon  zweimal  angewendete  Normalform 
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des  Fundamentalsysteme  der  Sehar  ©  iet  x^  =  0  die  Gleichimg  der 
Schmiegun^ebene,  und  diese  hat  mit  der  Kurve  in  P  im  aJlgemeinen 
einen  Sclmitt  der  Ordnung  k^  -f-  »3  +  1?  für  die  Primfaktoren  des 
Verzweigungsteilers  ßa  ^^^^  einen  Schnitt  der  Ordnung  Cj  +  ffg  +  «3 
gemein.  Wir  können  daher  ßg  auch  als  den  Divisor  der  stationäfcn 
Schmiegungsebenen  oder  der  Wendeberührungsebenen  be- 
zeichnen. Für  die  Anzahl  w^  dieser  Ebenen  haben,  wir  nach  dem 
Früheren  die  Gfleichung 
4)  W3  =  lä  (i)- 1)  +  4n  -  3^1  -  2w^. 

Betrachtet  man  eine  Kurve  als  Punkt^ebilde,  so  besitzt  sie  im 
allgemeinen  weder  statioimre  Punkte  noch  statioimre  Tangenten,  wohl 
aber  stationäre  Schmiegungsebenen;  denn  die  ersten  beiden  Singularitäten 
werden  durch  gröfste  gemeinsame  Teiler  gegeben,  und  es  kann  hier 
als  eine  Ausnahme  angesehen  werden,  wenn  mehrere  Divisoren  einen 
gemeinsamen  Teiler  haben,  während  der  Divisor  der  Wendeberührun^- 
ehenen  durch  eine  einzige  Determinante  bestimmt  wird.  Betrachtet 
man  aber  die  Kurve  als  Ebenengebilde,  so  besitzt  sie  stets  statiomire 
Punkte  und  nur  ausnahmsweise  statioinire  Tangenten  und  Schmiegungs- 
ebenen, wie  aus  dem  Prinzip  der  Dualität  folgt.  Diese  Verhältnisse, 
die  bekfmnten  Anschauungen  der  Geometrie  der  ebenen  Kurven  analog 
sind,  müssen  bei  Anwendung  der  Formeln  (2),  (3),  (4)  berücksichtigt 
werden. 

Die  Formeln  (2)  und  (3)  unterscheiden  sieh  nicht  wesentiieh  von 
den  finiher  abgeleiteten  verallgemeinerten  Plückerschen  Formeln  der 
Ebene  und  sind  durch  Übertragung  derselben  auf  räumliche  Gebilde  bereits 
von  Cayley,  freiUchnoch  ohne  Benutzung  des  Geschlechtsbegriffes  und 
darum  in  anderer  und  speziellerer  Form,  aufgestellt  worden.  Sie  finden 
ihre  Ergänzung  in  der  Formel  (4),  welche  bei  Kaumkurven  neu  hinzu- 
tritt und  hier  noch  aus  den  beiden  ersten  durch  das  Prinzip  der 
Dualität  erhalten  werden  kann,  während  für  Kurven  in  mehrdimensionalen 
Räumen  die  beiden  Plückerschen  Formeln  nicht  mehr  ausreichen. 

Das  Problem  der  algebraischen  Bestimmung  der  Wendeberübrungs- 
ebenen  einer  Eaumkurve  ist  von  Clebsch*)  in  dem  speziellen  Falle  gelöst 
worden,  dafs  die  Eaumkurve  als  vollständiger  Schnitt  zweier  Flächen 
F^  =  0  und  F^^Q  der  fi*™  und  v*™  Ordnung  gegeben  werden  kann; 
diese  Voraussetzung  ist  aber,  wie  wir  sehen  werden,  im  allgemeinen 
nicht  erfüllbar.  Man  hat  dann  zunächst  für  die  Ordnung  der  Kurve 
n  =  fiv    und,   da   die  Kurve   bei   allgemeiner  Lage  der  Flächen  keine 

*)  Über  die  Wendungsberührebenen  der  Eaumlntrven.  Grelles  Jouiii.,  Bd.  63, 
S.  1—8  (1863). 

Henaol  n.  Laudilierg,  Algebnlicha  Euuktianeii  etc.  '^^ 
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stationären  Punkte  oder  Tangenten  hat,  so  ist  w^  =  w^  =  0.    Da  femer 
die  Tangente  der  Kurve  der  Schnitt  der  beiden  Tangentialebenen 

ist,   so   ergiebt   eich   der  Rang  der  Kurve  aus  den  Determinanten  der 
Matrix 

dF^  dF^  dF^  dF^) 

T^  Tx['  'B'^  "S^ 

dF^  SP,  SP,  SP, 

,"9^  "8^  T^  "sV 
gleich 

es  ist  also  nach  (2) 

2{p^l)^n,~2n  =  iiv{!i  +  v-4:). 
Die  Klasse  der  Kurve  ist 

Mä  =  6  (i>  -  1)  +  3w  =  3  .uf  (([  +  v  -  3), 

und  als  Zahl  der  Wendeberührangs ebenen  ergiebt  sich  die  von  Clehsch 
angegebene  Formel 

W3  =  12  (i)  -  1)  +  4w  =  2f[i>  (3ft  +  3v  -  10). 

Für  eine  Baumkurve  vierter  Ordnung,  welche  der  Schnitt  zweier  Ober- 
flächen zweiter  Ordnung  ist,  hat  man  z.B.  f(  =  r  =  2,  also  n=^4,p  =  l; 
ferner  ist  w^^Wg^=0,  wenn  die  Flächen  keine  Berührung  haben.  Daher 
ist  eine  derartige  Kurve  vom  Bange  8,  von  der  Klasse  12,  und  sie  hat 
16  Wendeberührungsebenen.  Ferner  ist,  wenn  die  Koordinaten  a^ui^n^t^s 
als  ganze  Funktionen  n^^'  Ordnung  eines  Parameters  t  dargestellt  werden 
können,  das  Geschlecht  p  =  0,  weil  der  Körper  K(Xf„  x^,x^,  x^)  mit 
dem  Körper  der  rationalen  Funktionen  von  t  identisch  ist;  eine  solche 
Kurve  heilst  eine  rationale  Eaumkurve  n^^"  Ordnung.  Besitzen  die 
ganzen  Funktionen  x^^x^fX^tX^  keine  Besonderheit,  so  ist  wieder  Wi 
und  Wj  =  0,  und  folglich  ist  der  Rang  einer  solchen  Kurve  ^^J  =  2(n  — 1), 
die  Klasse  n2  =  3(M  — 2)  und  Wg  ist  gleich  4(w  — 3"),  Eine  rationale 
Raumkurve  vierter  Ordnung  besitzt  also  nur  4  Wendeberührungsebenen 
und  sie  ist  vom  Range  und  der  Klasse  6. 


Aufser  den  Singularitäten,  welche  im  vorigen  Abschnitte  aus- 
Bchlierslich  in  Betracht  gezogen  werden  mufsten  und  welche  durch  das 
Verhalten   eines   einzelnen  Kurvenzweiges  bestimmt  waren,  kann   eine 
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räumliche    Kurve,    wie    schon    oben    bemerkt,    auch    „mehrzweigige" 
Singularitäten  besitzen.     Allgemein  ist  für  die  durch  die  Gleichungen 

definierte  Raumkurve  C^  der  Punkt  P  mit  den  Koordinaten  a^,  ßj,  %,  a^ 
ein  singulärer,  wenn  die  Determinanten  der  Matrix 


einen  Divisoi  hibeiei  als  er^tei  Oidnuug  gpine  n  lid,l  en  und  es  ent- 
spricht aisdaim  den  sämtlichen  Piimteilem  ^ß^  ^j,  die'^es  Divisors 
ein  imd  deiselbe  Punkt  P  der  Raumkurve  Wii  wollen  zuvörderst 
zur  Vereinfachung  der  folgenden  Untei suchungen  -nie  dies  meist  ge- 
schieht, die  Eiumkurve  il&  frei  von  Smguhntaten  voraussetzen;  dann 
entspricht  ledem  behebigen  Punkte  P  der  Haumkurve  em  und  nur  ein 
Punkt  ^  der  Riemaunschen  Fla  he  und  wir  biauchen  zwischen  den 
Punkten  der  Kuive  und  denen  der  Ri  mannschen  Fidche  nicht  mehr 
weiter  zu  untei scheiden  und  konnten  jetzt  auch  die  Pisteren  durch 
deutsche  Buchstaben  bezeielmen 

Diese  Annahme  stellt  luei  eme  viel  geiingeie  Emschiankung  der 
Aligemeinheit  dai  als  die  analoge  Voiaussetznng  bei  ebenen  Kurven 
bedeuten  wilide  Denn  luch  dem  auf  b  41s  bewiesenen  Satze  kann 
jede  beliebige  ebene  Kuive  eindeutig  auf  eine  doppelpunktfreie  Raum- 
kurve abgebildet  weiden  Es  giebt  daher  wenn  eme  beliebige  Rie- 
mannsche  Flache  vom  Gescblechte  p  durch  eine  trleichun^  F(u,  s)  =  0 
gegeben  ist  stets  doppelpnnktfieie  Riumkmven  welche  auf  diese 
Flächen  eindeutig  bezogen  smd.  Hingegen  erhalt  eine  auf  diese  Fläche 
bezogene  ebene  Kurve  w'^'^  Ordnung  zufolge  der  Formel 

d_J-(„-l)(„_2)_j, 

im   allgemeinen  Doppelpunkte,   vor   allem  immer  dann,  wenn  p  nicht 
gerade  eine  Dreieckszahl  1,  3,  6,  10, , . .  ist. 

Wir  betrachten  nun  auch  hier  wieder  denjenigen  Funktionenring, 
welcher  durch  die  Gesamtheit  der  ganzen  homogenen  Funktionen 
von  Xu,  «1,  a^,  «3  gebildet  wird.  Jede  Funktion  r'^'^  Ordnung  dieses 
Ringes  besitzt  den  Nenner  Sf;  es  ist  aber  wichtig,  dafs  dieser  Satz  in 
folgender  Weise  eine  Umkehrung  zuläfst: 

Eine  Funktion  des  Körpers,  deren  Nenner  die  n*'^  Potenz 
(I)  des  Divisors  Sl  ist,  kann   stets   als  ganze  homogene  Funktion 
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der   Ordnang  v   von  x^,,  a:^,  X^,  ^^  dargestellt  werden,  voraus- 
gesetzt, dafs  der  Exponent 

iat.  "" 

Derselbe  Satz  kann  offenbar  auch  so  ausgesprocbeii  weiden: 

Sind  9to,  Sil,  Stj,  3(3   vier  ganze  linear   imabhängige  Divi- 
soren  einer   Klasse  Ä   von    der   Ordnung  n,    so    kann    jeder 
(la)         ganze  Divisor  der  Klasse  A^  als    ganze    homogene  Funktion 
11«'  Ordnung  von  %^,  S^d  ^^si  Stg  dargestellt   werden,    voraus- 
gesetzt, dafs  der  Exponent 

ist.  ™ 

Hierbei  tritt  also  als  wesentliche  neue  Vorausaetaung  die  hinzu, 
dals  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten  unteren  Grenze  liegt, 
und  man  kann  sich  leicht*)  davon  Überzeugen,  daCs  ohne  eine  solche 
einschränkende  Voraussetzung  der  Satz  gar  nicht  richtig  wäre. 

Der  Beweis  dieses  Tbeoremes  besteht  in  einer  Zuriickfübrung  auf  den 
in  §  3  der  fünfundzwanzi^ten  Vorlesung  bewiesenen  analogen  Satz  für 
ebene  Kurven.  Da  wir  hierbei  aber  diejenigen  ebenen  Kurven  zu  unter- 
suchen haben,  welche  Projektionen  der  gegebenen  Itaumkurve  sind, 
so  wird  eg  gut  sein,  einige  Bemerkungen  über  derartige  Projektionen 
V  orauf zuschick  en. 

Zwischen  den  drei  Gröfsen  x^^,  x^,  x^  besteht,  wie  wir  wissen,  eine 
homogene  Gleichung  n*^"  Grades 

F^{Xi,  x^,  x^  =  0, 
durch  welche  eine  Kurve  in  der  Ebene  x^=0  oder  auch  der  zugehörige 
von  der  gegenüberliegenden  Ecke  ^  =  (1,0,0,0)  des  Koordinaten- 
tetraeders ausgehende  Projektionskegel  dargestellt  wird.  Offenbar  ist 
aber  dieser  Projektionskegel  identisch  mit  demjenigen,  durch  welchen 
die  Baumkurve  von  Ä^  aus  projiziert  wird;  denn  sind  !c^,x^^,  a^jX^  die 
Koordinaten  eines  beliebigen  Kurvenpunkte s  P,  so  erhält  man  fiir  den 
zugehörigen  Projektionsstrahl  von  A^^  die  Parametergleichungen 

%^:i^:%^:%^-x^  +  X-\:x^-\-X-^:x^  +  X-Q:x^^l-0, 
so  dafs  die  letzten  drei  Koordinaten  eines  auf  dem  Strahle  veränder- 
lichen Punktes  fest  bleiben,  während  die  erste  beliebige  Werte  erhält. 
Umgekehrt  aber  kann  auch  jede  Projektion  der  Eaumkurve  von  einem 
beliebigen  Punkte  Af,  auf  eine  beliebige  Ebene  A^  des  Eaumes  nach 
einer  vorausgeschickten  linearen  Transformation  der  Koordinaten  in 
der  eben   angegebenen  einfachen  "Weise  analytisch  dargestellt  werden. 

*)  Z.  B.  an  einet  rationalen  Eaumkurve  viertel'  Orduimg. 


y  Google 


g  2,     Die  Projektionen  einer  Raumkurve.  469 

WäMen  wir  nämlich  in  der  gegebenen  Ebene  A^  ein  Koordinatendreieck 
AiÄ^Ä^,  so  können  wir  durch  Transformation  von  dem  ursprünghchen 
Koordinatentetraeder  zu  dem  neuen  A^Ä^A^Ä^  übergehen,  and  hier- 
durch   sind    wir    auf    den    vorher    besprochenen    Spezialfall    Zurück- 


Ziehen  wir  jetzt  zwei  Projektionen  der  Raumkurve   in  Betracht, 
indem  wir  die  beiden  Gleichungen 

1)  F^  i^i,^,Xs)  =  0,     -Fl  (jeo'  ^?  *3)  =  0 

bilden,  so  liegt  das  erste  Projektionscentrum  Ä^  in  der  Ebene  A^  der 
zweiten  Kurve,  und  das  zweite  A^  in  der  Ebene  A^  der  ersten,  und 
umgekehrt  können  zwei  Projektionen  der  Raumkurve  von  der  be- 
sonderen Beschaffenheit,  dal'e  das  Genirum  der  einen  in  der  Ebene 
der  anderen  gelegen  ist,  stets  in  dieser  einfachen  Weise  aualytiaeh  dar- 
gestellt werden.  Die  beiden  so  erhaltenen  Kurven  resp.  Kegel  «'*'  Ord- 
nung sind  offenbar  umkehrbar  eindeutig  aufeinander  bezogen,  da  zu 
jedem  Punkte  der  Raumkur ve  immer  ein  bestimmtes  Element  der 
beiden  Projektionen  gehört.  Diese  eindeutige  Beziehung  der  Strahlen 
der  beiden  Projektionskegel  hat  eine  wichtige  geometrische  Bedeutung. 
Die  gegebene  Raumkurve  ist  nämlich  offenbar  ein  Schnitt  der  beiden 
Kegel;  der  volle  Schnitt  dieser  Kegel  n'^"  Grades  ist  aber  von  der 
Ordnung  n^  und  besteht  also  aufser  der  Raumkurve  w'^'  Ordnung  noch 
aus  einem  für  unsere  Untersuchung  überflüssigen  Bestandteile  der 
Ordnung  n(n  —  1).  Berücksichtigt  man  aber  jene  zwischen  den  Strahlen 
beider  Kegel  bestehende  eindeutige  Beziehung,  so  wird  jeder  Strahl  s 
des  ersten  Kegels  von  dem  zugeordneten  des  zweiten  in  einem  einzigen 
bestimmten  Punkte  geschnitten,  und  es  werden  hierdurch  von  den 
n  Schnittpunkten  des  Strahls  s  mit  dem  zweiten  Kegel  k  —  1  Schnitt- 
punkte als  unwesentlich  abgesondert;  mit  Berücksichtigung  jener 
Korrespondenz  erhält  man  also  aus  den  beiden  Kegel gleichungen 
^^„  =  0,1^^  =  0  eben  nur  die  Baumkurve  und  kerne  weiteren  über- 
flüssigen Kurventeile. 

Wenngleich  wir  die  Eaumkurve  GS  als  frei  von  Singularitäten  vor- 
ausgesetzt haben,  so  enthält  doch  jede  ihrer  Projektionen  singu^re 
Punkte,  deren  Anzahl,  wenn  wir  bei  dem  einfachsten  Fall  gewöhnlicher 
Doppelpunkte  stehen  bleiben,  durch  die  Gleichung  gegeben  ist: 

d-|(«-l)(»-2)-p  =  i«(«-3)-(p-l); 

man  bezeichnet  diese  Zahl  d  auch  als  die  Zahl  der  scheinbaren 
Doppelpunkte  der  Raumkurve.  Wir  erhalten  so,  den  verschiedenen 
Projektionen  der  Raumkurve  entsprechend,  verschiedene  Divisoren  der 
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Bcheinfearen  Doppelpunkte  S,,,  ®i, . . .,  die  alle  Ton  der  Ordnung  2d 
«nd  alle  einander  äquivalent  sind.  In  der  That  hat  mau  z.  B.  für  die 
beiden  vorher  besprochenen  Projektionen  zufolge  der  Gleichungen  (2) 
auf  S.  426: 

und  da  die  Funktionen  auf  der  linken  Seite  dieser  Gleichungen  Elemente 
der  Hauptklasse  sind,  so  gehören  ®g  und  3)i  zu  einer  und  derselben 
Divisoreuklasse,  welche  mit  D  bezeichnet  sein  möge. 

Wir  woUen  nun  zeigen,  dafs  die  beiden  Projektionen  bei  eiuer 
doppelpunktfreien  Ea.umkurve  stets  so  angenommen  werden  können, 
dafs  ®D  und  33j  keinen  gemeinsamen  Teiler  erhalten.  In  der  That, 
durch  die  erste  Projektion  vom  Punkte  A^  aus  wird  eine  endliche 
Anzahl  von  Strahlen  J^PJ"',  ji^P^"*, . . .  bestimmt,  auf  welchen  die 
scheinbaren  Doppelpunkte  liegen;  der  Divisor  ®o  besteht  alsdann 
aus  den  Primfaktoren  ^f\  5ß^"', . . .,  welche  den  Kurvenpunkten  PJ^I, 
P^"*, . .  .  umkehrbar  eindeutig  entsprechen.  Ebenso  ■werden  durch  die 
zweite  Projektion  vom  Punkte  A^  aus  eine  Anzahl  von  schein- 
baren Doppelpunkten  Pp',  P|'',  .  .  .  bestimmt,  durch  welche  der 
Divisor  2),  charakterisiert  wird.  Sollen  die  beiden  Divisoren  35,, 
und  Sj  keinen  gemeinsamen  Teiler  haben,  so  dürfen  sich  die  von 
den  Punktea  Atj  und  A^  ausgehenden  Bisekanten  nicht  auf  der  Raum- 
kurve treffen.  Dies  erreichen  wir,  wenn  wir  nach  willkürlicher  An- 
nahme des  Punktes  Ag  die  Punkte  P^"',  P^"', . . .  bestimmen,  von  jedem 
dieser  in  endlicher  Anzahl  auftretenden  Punkte  die  Raumkurve  pro- 
jizieren und  den  Punkt  A^  aufserhalb  der  so  erhaltenen  Projektions- 
kegel wählen.  Das  ist  aber  stets  möglich,  weil  eine  endliche  Anzahl 
von  Kegeln  den  Raum  nicht  ausfüllen  kann.  Wir  werden  diesen  Hilfssatz 
später  (S.  481)  bei  der  Übertragung  der  Betrachtung  auf  ganz  beliebige 
Raumkurven  in  anderer,  mehr  analytisch  verfahrender  Weise  beweisen; 
für  jetat  mag  die  eben  gegebene  geometrische  Ableitung  genügen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  gehen  wir  nunmehr  an  den  Beweis 
des  vorher  aufgestellten  Satzes  (I).  Zu  diesem  Zwecke  nehmen  wir 
jetzt  ®o  und  S)j  als  teilerfremd  an,  betrachten  die  sämtlichen  in  der 
Klasse  A'  eßthaltenen  ganzen  Divisoren  und  zeigen,  dafs  als  Fundamental- 
system dieser  Schar  lauter  Divisoren  gewählt  werden  können,  welche 
entweder  durch  ©^  oder  durch  ®^  teilbar  sind.  Damit  ist  in  der  That 
unser  Satz  bewiesen;  denn  jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  A"  ist  alsdann 
als  Summe  zweier  anderen  darstellbar,  von  denen  der  eine  ein  Vielfaches 
dea  Divisors  Sf,  und  der  andere  ein  Vielfaches  von  ©^  ist;  folglich  kann 
nach   dem  in  §  3  der  fünfondzwanzigsten  Vorlesung  bewiesenen  Satze 
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der  erste  Summand  als  ganze  homogene  Funktion  der  Ordnung  v  von 
91^,  9(g,  %^,  der  zweite  als  ebensolche  Funktion  von  %^,  %^,  2fg  dar- 
gestellt werden. 

Um  das  Fundaraentalsystem  der  Klasse  A!'  in  der  angekündigten 
Weise  aufstellen  zu  können,  bestimmen  wir  zunächst  die  Dimension 
dieser  Klasse  und  erhalten  hierfür  nach  dem  Riemann-Eochsohen  Satze; 

denn  die  Dimension  der  Ergänzungsklasse  —^  ist  Null,  weil  ihre  Ordnung 

2{j)-\)~vn 
negativ  ist,  es  ist  nämlich 

2  (i)  - 1)  =  n  (m  -  3)  -  2 <;  ^  M  ()i  -  3), 

während  zufolge  unserer  Voraussetzung  über  den  Exponenten  v: 

vn>2«(«-B)-2(i>-l)>n(K-3) 

ist.  Bestimmen  wir  jetzt  zweitens  diejenigen  Divisoren  dieser  Klasse, 
welche  Multipla  von  ©q  sind,  so  ist  die  Dimension  dieser  Schar  gleich 


{§)  =  i'«-2,i-p+l. 


Auch  hier  hat  nämlich  die  Ergänztm^klas 

zahl,  und  ihre  Dimension  \ 1  ist  somit  gleich  Null;    denn   da  der 

Divisor  ', '  der  Klasse  W  angehört,  so  ergiebt  sich  aus  der  in  (2) 
gegebenen  Divisorendarstellung  von  g— ^)  dafs  die  Klasse  DW  identisch 
mit  der  Klasse  J"~^,  also 

A'' 
ist,  und  es  ist  nach  der  letzten  Ungleichung  v  >  w  —  3.    Setat  man  also 

vn—  2d—f  +  1  =s, 
so  giebt  es  in  der  Klasse  Ä'  im  ganzen  s  linear  unabhängige  Divisoren: 

welche  Vielfache  von  Sq  sind,  und  ebenso  grofs  ist  offenbar  die  Zahl 
der  linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse,  welche  durch  2)^  teilbar 
sind;  diese  seien: 
4)  ®,$„     S^i^a,  .,.Sli§,. 
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Bestimmen  wir  endlich  drittens  alle  diejenigen  Divisoren,  weiche 
sich  sowohl  in  der  Schar  (3)  als  auch  in  (4)  finden,  so  müssen  die- 
selhea,  weil  ©„  und  Sj  teileriVemd  sind.  Vielfache  von  ®o®i,  also 
Ton  der  Form  Sto^^S  sein,  wo  S  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  ^ 
ist.     Die  Dimension  dieser  Teiischar  ist  gleich 

Nun  hat  aber  die  Ergänzungsklasse 

P-'W  _   j,ä(,.-s|-v 

wieder   zufolge    unserer   Voraussetzung   eiue   negative    Ordnung,   denn 
diese  bestand  ja  gerade  darin,  dafs 

sein  sollte;  folglich  ist 

j-^^-j  =  ^tt,-U~p-\-  1  =  3- 2rf. 
Die  s  —  2d  sich  so  ergebenden  Divisoren 

können  wir   sowohl   in   die  Schar  (3),  als  auch   in  die  Schar  (4)  ein- 
führen, wodurch  sieh  ergeben  möge: 


6)     ®„®iSi,     ®oS)i33,  ,..  ®o^iä- 


hierbei  bilden  die  Divisoren  5Do®j.S/i  der  Schar  (5)  mit  den  2d  Divi- 
soren der  oberen  Zeile  zusammen  ein  Fundamentäleystem  der  Schar  (3), 
mit  den  '2ä  Divisoren  der  unteren  Zeile  ein  Fundamentalsystem  der 
Schar  (4),  Wir  erhalten  so  in  (6)  s  +  2(^  ganze  Divisoren,  welche 
alle  der  Klasse  A^  angehören  und  deren  Anzahl  gleich  der  vorher  be- 
stimmten Dimension  dieser  Klasse  vn  —  p  -i-l  ist.  Diese  Divisoren 
müssen  voneinander  linear  unabhängig  sein ;  denn  bestitade  eine  Gleichung 
der  Form 

-f  ij3)ft©i3i  +  ■  ■  ■  +  is-2d5)fl®ia-a^  =  0, 

worin  die  Gröfsen  g,  k,  %  konstante  Koeffizienten  bedeuten,  so  mül'ste 
zunächst  der  Bestandteil 


yGoosle 


%  2.    DßratelluDg  der  ganKcn  Divifioren  der  Klasse  Ä'-  473 

ein  Vielfaches  von  35,,  sein.  Da  aber  ©^  und  SJ^  teilerfremd  sind,  so 
müfste  aucli  -rfr  ein  Vielfaebee  von  ®p,  also  %  selbst  ein  Vielfaches 
von  ©o®!  sein.  Dann  aber  würde  eine  Oleiehung  bestehen: 
%  =  Äi®i§i  +  . , .  +  hi^^i^xd  =-  ^i^o^J^Si  +■■■-!-  ^,_2,,  ®oS)iS.-2., 
und  da  die  in  dieser  Gleichung  auftretenden  Divisoren  das  volle  Fun- 
damentalsystem der  Schar  (4)  bilden,  so  mufs  notwendig 

sein.  In  derselben  Weise  ergiebt  sich,  dafs  die  Koeffizienten  y  NuU 
sein  müssen,  und  da  die  Divisoren  (5)  linear  unabhängig  sind,  so 
müssen  auch  die  Koeffizienten  i  verschwinden. 

Eb  bilden  also  in  der  That  die  Divisoren  (6)  ein  Fundamental- 
system  für  die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  Ä";  d.  h,  es  kann  jeder 
ganze  Divisor  Q  dieser  Klasse  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  gesetzt  werden: 


0 


=^a.%Sc,   ^^h^%,^ß   ^^Cy%^'^ 


worin  »„,  hjt,  Cy  Konstanten  sind.  Hier  aber  kann  jedes  Glied  der  ersten 
Summe  als  ganze  homogene  Funktion  i^'*°  Grades  von  S(j,  SCg,  Stj, 
jedes  der  zweiten  als  ebensolche  Funktion  von  '^^,%^,%i,  jedes  der 
dritten  nach  Belieben  in  der  einen  oder  der  anderen  Form  ausgedrückt 
werden,  und  damit  ist  der  Beweis  des  am  Anfange  aufgestellten  Satzes 
erledigt. 

Die  in  obigem  Satze  gegebene  untere  Grenze  für  den  Exponenten  v 
ist  in  vielen  Fällen  zu  bocb  gegriffen;  um  die  kleinste  untere  Grenze 
zu  bestimmen,  wäre  eine  genaue  Untersuchung  der  Klassen  niedrigster 
Ordnung  A,  Ä^,  A?, .  .  .  erforderlich. 

Das  im  Beweise  ai^ewendete  Verfahren,  die  ganzen  Divisoren  der 
Klasse  Ä^  in  einen  durch  ^^  und  einen  durch  %-y  teilbaren  Summanden 
zu  zerlegen,  beruht  auf  einem  allgemeineren  Theoreme,  welches  oftmale 
mit  Vorteil  angewendet  werden  kann  und  folgendermafsen  lautet: 

Sind  3)d  und  %^  zwei  beliebige  ganze  teüerfremde  Divi- 
soren von  den  Ordnungen  c/g  und  rfj,  so  ist  jeder  beliebige 
ganze  Divisor  0.  als  Summe  eines  Vielfachen  von  %^  und 
eines  Vielfachen  von  %^  darstellbar: 

wenn  nur  seine  Ordnung 

'i>f;o  +  (;i  +  2{iJ-l) 
ist. 
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Der  Beweis  erfolgt  durch  genati  dieselben  ScMösee,  wie  nnter  den 
spezielleren  Voraussetzungen,  die  wir  Yorher  machen  konnten,  und 
kann  daher  übergangen  werden.  Für  p  =  0  stimuit  der  Satz  mit  einem 
bekannten  Theoreme  über  binäre  Formen  überein,  da  die  DivisoTen  als- 
dann geradezu  durch  binare  Formen  von  ^^j,  ^^  ersetzt  werden  können, 
wenn  der  rationale  Parameter  t  =  ^  ist. 

SS. 

Der  Satz  (I)  des  vorigen  Abschnittes  kann  nuumebr  zu  einer  Reihe 
wichtiger  Folgerungen  verwendet  werden.  Bilden  wir  eine  beliebige 
Fläche  **"'■  Ordnung 

Fy{xQ,  x^,  x^,  x^  =  0, 

80  kann  dieselbe  entweder  die  Kurve  Cn  enthalten  oder  sie  schneiden, 
ie  nachdem  nämlich 

identisch  verschwindet  oder  aber  ein  eigentlicher  Divisor  der  Klasse  A" 
ist;  im  letzteren  Falle  ist  die  Anzahl  der  Schnittpunkte  gleich  der 
Ordnung  des  Divisors,  also  gleich  vn,  wobei  ein  /c-fecher  Schnittpunkt 
■wie  h  einfache  Schnittpunkte  gezählt  werden  mufs.  Die  Gesamtheit  der 
Flächen  dieser  zweiten  Art  schneidet  also  die  Raumkurve  Gn  in  Gruppen 
von  je  vn  Punkten,  welchen  bestimmte  ganze  Divisoren  der  Klasse  A"  ent- 
sprechen. Es  entsteht  daher  die  Aufgabe,  einerseits  diese  Divisorenscharen, 
andererseits  die  Schar  der  die  Kurve  enthaltenden  Flächen  v^"  Ordnung 
zu  bestimmen.  Beide  Fragen  finden  aber  durch  die  bewiesenen  Sätze, 
wenigstens  innerhalb  gewisser  Grenzen,  ihre  Beantwortung.  Nimmt  man 
nämlieh  v  oberhalb  der  im  vorigen  Paragraphen  angegebenen  unteren 
Grenze  an,  und  stellt  man  ein  Fundamentalsystem: 

£1^,  Da,  . . .  Q. 
für    die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  A!'  auf,  so  ist 
r  =  [A!"]  =  vn  —p  -|-  I, 


und    man    kann    daher    jede    ganze    homogene   Funktion   i 

<3>v(,9ro.  %,  %>  %)  ^n  ^0-  ^u  %,  %  auf  eine  und  nur  eine  Weise  m 

die  Form  setzen: 

*,{9to,  %,  Wa,  Sts)  ^  CjDi  +  CsDs  +  ■  ■  ■  +  c,.D,. 
Andererseits  lassen  sieh  die  Divisoren  Dj,  Ds,...C^  nach  dem  Satze (la) 
des  vorigen  Abschnittes  als  ganze  homogene  Funktionen  v^"^  Ordnung 
von  %,%^,%,%  dai-stellen,  so  dafs: 
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ist.  Ea  giebt  also  genau  r  linear  unabhängige  homogene  Funktionen 
v**"  Grades  von  SIo,  %.^^,  %^,  %^,  welche  eigentliche  Divisoren  der 
Klasse  Ä'  sind,  und  jede  homogene  Fnnktion  v*^"  Grades  <t>^  (?(q,  %^,  %.^,  %.^ 
mufs  nach  Subtraktion  einer  eindeutig  bestimmten  Summe 

2  c^  Cl,  =2  <^.  *3s  Ä.  ^1'  5ts,  5(s) 
5=1  e=i 

eine  identisch  versehwindende  Differenz  -Fv(SIoi  ^u  ^sj  ^a)  ei"geben, 
durch  welche  eine  die  ßaumkurve  enthaltende  Fläche  v'*'  Ordnung 
dargestellt  wird.  Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür, 
dafe  die  Fläche  ^■,{x^,x-y,3:^,x^  =  'i  die  Haurakurve  enthält,  besteht 
also  darin,  dafs  die  Koeffizienten  Ton  ^i.  bei  dieser  Darstellung  die 
r  linearen  und  unabhängigen  Gleichungen 

c^  =  0,     Cj^O,  ...  c,.  =  0 
aber  gilt  der  Satz: 
Liegt  V  oberhalb  der  im  Yorigen  Paragraphen  angegebenen 
.  Grenze,   so  ist  die  notwendige  und  hinreichende  Be- 
dingung dafür,  daCs  eine  Fläche  v*"  Ordnung  die  Ranmkurve  Oa 
enthält,  durch  ein  System  von 

linearen  unabhängigen  Gleichungen  für  die  Koeffizienten  der 
F^oliengleichung  gegeben.  Ebenso  grofs  ist  die  Dimension 
der  durch  die  sämtlichen  Flächen  i'"'  Ordnung  auf  der  Kurve 
ausgeschnittenen  Punktgruppen. 
Da  die  Anzahl  der  Glieder  einer  homogenen  Funktion  f'^'  Ordnung 
von  XmX^,x^.x^  gleich 

(^  +  l)(r  +  2)(i-  +  3) 
1.2.3 

ist,   so   kann  der  vorige  Satz  offenbar  auch  so  ausgesprochen  werden: 

Die  Gesamtheit  de:'  Flächen  f*^'  Ordnung,  welche  durch  eine 

gegebene  Baumkurve  Ct  der  Ordnung  n  und  des  Geschlechtes  p 

hindurchgelegt  werden  können,  bildet  bei  hinreichend  grofsem  v 

eine  Schar  der  Dimension 

d.  h,  die   Flächen   der   Schar  können   aus   N  von  ihnen  linear 
komponiert  werden. 
Bildet  man  daher  N  Flächen  1/'°''  Ordnung 
1)     01  {x^,  x-^,  x^,  «a)  =  0,     <t>2  (^oj  ^v  *2>  a^s)  =  0,  ■  ■ .  *N  i^ij,  ^u  ^2,  ^3)  =  0, 
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welche  ein  FimdamentalBystem  der  die  Raumkurve  entlialtendeu  Flachen- 
schar  bilden,  so  werden  diese  Gtleiclmi^en  identisch  befriedigt,  wenn  man 
für  Xff,x^,x^,x^  die  entsprechenden  Funktionen  des  Körpers  K(p,u) 
einsetzt.  Die  Kurve  kami  also  als  Schnitt  jener  N  Flächen  definiert 
werden,  und  es  ist  atieh  klar,  dafs  dieses  Flächensjstem  aufser  der 
Kurve  einen  weiteren  Schnitt  nicht  gemein  haben  kann,  da  ja  alle 
Flächen  v*"'  Ordnung,  welche  durch  die  Kurve  hindurchgelegt  werden 
können,  in  jener  Schar  enthalten  sind. 

Das  Flächensjstem  (1),  durch  welches  die  Kurve  vollständig  dar- 
gestellt wird,  kaim  noch  reduziert  werden,  wenn  man  zuerst  noch  die 
Flächen  von  niedrigerer  als  der  v''^"  Ordnung,  welche  durch  die  Kurve 
gelegt  werden  können,  dem  Systeme  zufügt  und  sodann  alle  diejenigen 
Formen  wegläfst,  welche  durch  Multiplikation  mit  irgend  welchen 
Formen  und  Addition  aus  denen  von  niedrigerer  Ordnung  erhalten  werden 
können.  Wenn  man  so  die  ßaumkurve  durch  eine  möglichst  gerioge 
Zahl  von  Flächen  darstellt,  so  überzeugt  man  sich  leicht  davon,  dafs 
eine  gegebene  Eaumkurve  im  allgemeinen  nicht  als  Schnitt  von  nur 
zwei  Flächen  erhalten  werden  kann;  denn  zwei  Flächen  möglichst 
niedriger  Ordnung,  welche  die  Eaumkurve  enthalten,  schneiden  sich 
meistens  aufeer  in  der  gegebenen  noch  in  weiteren  Kurven,  welche 
für  unsere  Untersuchung  überflüssige  Bestandteile  vorstellen.  Nimmt 
man  a.  B.  die  einfachste  Eaumkurve,  welche  von  dritter  Ordnung  ist 
und  durch  die  Gleichungen 

.r,, :  ^1 :  a^  :  «3  =  1  ;  i :  t^ :  t'^ 
dargestellt  werden  kann,  und  bildet  die  Schar  der  durch  sie  hindurch- 
Flächen  zweiten  Grades,  so  sieht  man  leicht,  dafs  das 
atem  von  den  folgenden  drei  Hyperboloiden  gebildet  wird: 
x^jX^  —  3^  =  0^  Xf^Xg  —  Xj^x^^a,  x^x^  ~xl  =  0. 
Irgend  zwei  dieser  drei  Hyperboloide  haben  aber  nicht  blofs  die  Eaum- 
kurve dritter  Ordnung,  sondern  Überdies  eine  Gerade  gemein,  z.  B. 
die  ersten  beiden  die  Gerade  x^,  =  0,  x^=0.  Hingegen  kann  man 
zeigen,  dafs  das  System  aller  drei  Gleichungen  für  die  Darstellung 
aller  die  Kurve  enthaltenden  Fachen  ausreicht.  Nimmt  man  ebenso 
das  Beispiel  einer  Kurve  vierter  Ordnung  vom  Geschlechte  Null,  bei 
welcher  also  die  Koordinaten  X/,  proportional  ganzen  Funktionen  vierten 
Grades  des  Parameters  t  sind,  so  zeigt  man  leicht,  dafs  durch  die 
Kurve  nur  eine  einzige  Oberfläche  zweiter  Ordnung  hindurchgelegt 
werden  kann,  wenn  die  Koeffizienten  allgemein  sind  und  die  Kui've 
daher  frei  von  Singularitäten  ist.  Diese  Kurve  vierter  Ordnung 
kann  also   nicht  als   Durcl^chnitt  zweier   Oberflächen  zwei! 
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dargestellt  werden;  nimmt  man  aber  eißc  dorcli  sie  hindurchgehende 
Oberfläche  dritter  Ordnung  hinzu,  so  haben  die  beiden  Flächen  noch 
au&er  der  Kurve  vierter  Ordnung  einen  weiteren  Kurrenteil,  nämlich 
zwei  windschiefe  Gerade  gemein,  und  können  also  ebenfalls  nicht  zur 
vollständigen  Darstellung  der  Raumkurve  dienen 

Aus  diesem  Grunde  ist  es  bei  jeder  allgemeinen  Untersuchung 
über  Raumkurven  notwendig,  ihre  Darstellung  durch  einen  algebraischen 
Parameter,  welcher  Punkt  einer  Riemannschen  Fläche  ist,  zu  Grunde 
zu  legen,  oder,  was  auf  ganz  dasselbe  hinauskommt,  sie  Punkt  für  Punkt 
auf  eine  ebene  algebraische  Kurve  abzubilden  und  hierdurch  dai-zustellen; 
die  prinzipielle  Bedeutung  dieser  Methode  ist  zuerst  von  Herrn  No  et  her*) 
hervorgehohen  und  durch  Anwendung  auf  spezielle  Probleme  erwiesen 
worden.     Geht  man  von  zwei  Fachen  ft""  und  v'"  Ordnung 

Fi,{x^,Xi,X2,x.^)  =  0,    Fv(Xf„Xi,x^,Xs)  ^0 

aus,  so  haben  dieselben  eine  Kurve  der  Ordnung  fiv  gemein,  welche 
im  allgemeinen  aus  mehreren  rerschiedenen  Baumkurveu  der  Ordnung 
m,  m',  m", .  .  .  zusammengesetzt  ist,  derart,  dafs 

jiv  =^  m  +  m'  4"  m"  -i 

ist.  Bildet  man  nämlich  die  Resultante  der  beiden  Gleichungen,  welche 
sieh  z.  B.  durch  Elimination  von  x^,  ergiebt,  so  ist  dieselbe  eine  ganze 
homogene  Funktion  Ii„y  der  Ordnung  fiv  von  x^x^jX^,  welche 
reduktibel  sein  und  alsdann  in  irreduktible  Bestandteile  zerlegt  werden 
kann;  dann  ist 

Bf,t(XtyX^,  X^)  =  PmiXi,  a!^,  Xg)  ■  Pm'ix^,  X^,  Xg)  .  .  ., 

und  es  gehört  zu  jedem  der  Primfaktoren  P™,  P^',  ■  ■  ■  eine  irre- 
duktible Raumkurve  der  Ordnung  m,  m', . . .  Die  Untersuchung  der 
Raumkurven  als  partieller  Schnitt  zweier  FlT,chen  kommt  hiernach 
algebraisch  im  wesentlichen  auf  die  Unteisuchung  leduktibler  Glei- 
chungen, also  zerfallender  Riemannschei  Fhchen  zurilek.  Reduktible 
Gleichungssjsteme  können  abei  immer  nui  m  der  Weise  untersucht 
werden,  dafs  sie  in  ihre  irreduktibeln  Bestandteile  zerlegt  werden,  und 
damit  kommt  man  wieder  aut  die  tiuheie  Betiachtungs weise  zurück. 
Die  in  diesem  und  dem  voiigen  Abschnitte  gegebene  Bestimmung 
der  Anzahl  von  Bedingungen,  welche  eine  duich  eine  gegebene  Raum- 
kurve hindurchgelegte  Oberfläche  erfüllen  mufs,  unteischeidet  sich  dadurch 
erheblich  von  den  früheren  Methoden,  dafs  sie  sich  auf  den  Satz  (I)  des 
vorigen  Paragraphen   stützt   und   hieidurch   von  einer  Darstellung  der 


*)  Zur  Grundlegung  der  Theorie  d«  algeliian  hm  RiuialjuiTeij ,  Abtandlgn, 
d.  Berl.  Äkad.  d.  W.,  1883. 
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ßaumkurve  als  Schnitt  zweier  Fläclien  gänzlieii  niiabimiigig  wird.  Die 
bisherigen  von  Noether*)  und  Picard*)  gegebenen  Beweise  gehen 
von  der  Annahme  auB,  dafs  die  Eaumknrve  der  partielle  Bcimitt  zweier 
Flächen  ist,  deren  Bestschnitt  irreduktibel  ist.  Ein  Beweis,  dafs  jede 
Raumkurve  so  als  Schnitb  zweier  Flächen  erhalten  werden  kann,  dals 
der  Restschnitt  nicht  weiter  zerfällt,  ist  bisher  noch  nicht  gegeben 
worden, 

§i 

Wir  haben  in  den  beiden  letzten  Abschnitten,  um  den  Qrimd- 
gedanhen  der  Untersuchung  klar  hervortreten  zu  lassen,  die  Raum- 
kurve  als  singnlarifätenfrei  vorausgesetzt;  wir  wollen  diese  Einschränkung 
jetzt  aufheben  und  für  jede  beliebige  Raumkurve,  ebenso  wie  für 
ebene  Knryen,  den  Divisor  der  singnlären  Punkte  definieren. 

Projizieren  wir  die  Raumkurve  Ci  von  einem  beliebigen  Punkte  des 
Raumes,  so  erhält  die  Projektion  einen  Divisor  der  Doppelpunkte,  der 
zu  einem  Teile,  wie  wir  gesehen  haben,  von  den  scheinbaren  Doppel- 
punkten der  Raumkurve  herrührt  und  also  von  der  Auswahl  des 
Projektionscentrums  abhängig  ist,  während  ein  anderer  Teil  von  den 
wahren  Singularitäten  der  Kurve  bedingt  und  somit  vöUig  unveränder- 
lich ist.  Wir  erhalten  daher  den  zweiten,  wesenthcheren  Teil  für  sich 
allein,  wenn  wir  das  Projektionscentrum  als  veränderlich  ansehen,  für 
alle  möglichen  Projektionskurven  die  Divisoren  ®  der  Doppelpunkte  be- 
stimmen und  deren  gröfsten  gemeiuschaftlicheu  Teiler  aufsuchen.  Dabei 
gehören  zufolge  einer  früheren  Bemerkung  (S.  470)  die  sämtlichen  so 
erhaltenen  Divisoren  (S  einer  und  derselben  Klasse  E  an. 

Wir  wollen  zuimchst  das  Projektionscentrum  nur  auf  einer  Geraden  g 
wandern  lassen  und  aledauu  den  veränderlichen  Divisor  @  der  Doppel- 
punkte analytisch  darstellen.  Zu  diesem  Zwecke  unterwerfen  wir 
vorerst  die  Schar  (91^,  'Sf^,  SJj,  Stj)  einer  geeigneten  linearen  Trans- 
formation. Ist  die  Gferade  g  gegeben,  so  legen  wir  durch  sie  zwei 
Ebenen  und  machen  diese  zu  Seitenflächen  des  Koordinatentetraeders, 
so  dafs  ihre  Gleichungen  x^^O  und  x^^^O  werden.  Die  anderen  beiden 
Ebenen  x^  —  O  und  a;j  =  0  des  Tetraeders  können  wir  alsdann  willkürlich 
annehmen.  Wählen  wir  nun  auf  der  Geraden  g  ein  Projektionscentrum  P, 

für  welche 

Xg  ;  a:^  =  »fl :  % 

ist,  so  gehen  durch  P  die  drei  Ebenen 


*)  Noettier  1.  c.  §  7,  Picard  ei  Simart,  Thöotio  des  foaotions  algäbrique 
deax  variables  ind^pendantes,  1. 1,  Paris  1897,  S,  23S  — 233. 
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und  die  Gleicliimg  des  Projektiouakegels  von  P  aus  ergiebt  sich  also 
durch  Bestimmung  der  zwiecheu.  x^,  x^  und  «^%  —  0^3;^  bestehenden 
homogenen  Gleichung.  Die  sämtlichen  Projektionskegel  von  den  Punkten 
der  Geraden  g  aus  erhält  man  somit,  wenn  man  mit  zwei  Un- 
bestimmten Vq  und  «tj  die  lineare  Verbindung 


bildet  und  die  zwischen  dieser  Gröfse  und  x^,  X3  bestehende  homogene 
Gleichung  aufsucht.     Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir 

^  ^  K,  ■^  a;' 

diese  Funktion  des  Körpers  ist,  wemi  die  Gerade  g  die  Kurve  nicht 
schneidet,  also  St^  und  St^  keinen  Teller  gemein  haben,  von  der 
^tea  Ordnung. 

Setzen  wir  ferner 

__  ^  _  5i 

und  bilden  die  lineare  Verbindung 

so  genügt  w  für  beliebige  Werte  der  Parameter  v^,,  v^  einer  Gleichung 
w"^  Grades 

1)  B (w,  a:)  =  (w  —  Ci«/i  +  «ü^i) {w  —  »1  «/s  +  % 3^...(w  —  Viyn  +  «'o £■«)  —  0, 
wobei  mit  j/^  und  s^  die  n  Konjugierten  der  Funktionen  y  und  z  be- 
zeichnet sind;  diese  Gleichung  steilt  die  Schar  jener  Projektionskegel 
dar.  Bilden  wir  sodann  die  Ableitungsfunktion  -.—  und  ersetzen  w 
durch  v^y  —  Vf^z,  so  ist 

+  (wi(i/-!/i)-^o(3-«i))-'-C^i(^-y«)-''oC2-'^'.))  +  ---; 

da  nun  die  Summe  rechts  symmetrisch  Yon  den  n  konjugierten  Gröfseu 
abhängt,  so  ist  sie  eine  Funktion  des  Körpers,  welche,  da  die  homogenen 
Parameter  v^,  v^  in  der  (w  —  1)'*"  Ordnung  auftreten,  auch  in  die  Form: 

|5_  =  !,„;-.  +  i^vr'v,  +■■■  +  i._,»r' 

gesetzt  werden  kann,  wobei  die  Koeffizienten  |  von  v^,  -p^  unabhängige 
Funktionen  dea  Körpers  bedeuten.  Zufolge  der  Gleichungen  (2)  auf 
S.  426  ist  aber 

8e        S8, 
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wenn  ®  den  Divisor   dor  Doppelpunkte   der  Kurve  (1)   bezeichnet;   da 

also  IS-  hei  beliebigen  iJ„,  v-,  ein  Vielfaches  des  Divisors  — ^  ist,  so  ist 
dw  s        Ol    1  ^'^—^      ' 

dies   nur   in   der  Weise  möglich,   dafs  jeder   Koeffizient  S.    durch    ihn 

teilbar  ist.     Setzt  man  also 

so  sind  %,  ®i, .  .  .  ®fl— 1  bestimmte  ganze  Divisoren  von  dei'selben 
Klasse  E  wie  @  seihst  und  von  der  Ordnnng 

2(?  =  (w-1){m-2)-2j). 
Der  Divisor  @  der  Doppelpunkte   der  veränderhchen   Projektionskurve 
läTst  eich  hiernach  in  der  Form  darstellen: 

2)  ®  =  ®oi^''  +  ®j'!S~^«i  +  ---+®„„i'«i"'; 

er  erscheint  somit  als  binäre  Form  (n—  1)'^'  Ordnung  der  Koordinaten 
Vg,  iij  des  beweglichen  Projektionseentrums.  Dieses  Resultat  bleibt  aber 
offenbar  bestehen,  wenn  g  nicht  Kante  des  Koordinatentetraeders, 
sondern  eine  beliebige  Gerade  des  Eaumea  ist  und  -^  den  Parameter 
eines  auf  ihr  veränderlichen  Punktee  bedeutet. 

Nehmen  wir  jetzt  clen  Punkt  P=(iJo,  v^,  v^,  v^)  als  frei  beweglich  im 
ßamne  an,  so  ist  es  leicht  festzustellen,  in  welcher  "Weise  der  veränder- 
liche Divisor  ®  der  Doppelpunkte  von  den  Koordinaten  des  Punktes  P 
abhängt.  Wenn  immlicli  eine  Funktion  der  Variabeln  V(„  «, ,  %,  v^ 
in  dem  Falle,  dafs  die  Bewegung  des  Punktes  P  auf  eine  beliebige 
Gerade  beschränkt  wird,  in  eine  binäre  Form  (n  —  1)*"'  Ordnung  der 
auf  der  Geraden  veränderlichen  Parameter  übergeht,  so  ist  sie  not- 
wendig eine  homogene  Funktion  (n  —  l)*"'  Ordnung  von  Vq,  v^,v^,  %*); 
Satz  bleibt  aber  offenbar  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Koeffi- 
n  der  auftretenden  Formen  nicht  Zahlen,  sondern  Divisoren 
ner  Klasse  E  sind,  da  ja  die  Quotienten  je  zweier  solcher  Divisoren 
Funktionen  des  Koi'pers  K  sind  und  daher  denselben  Rechnungsgesetzen 
wie  Zahlen  unterliegen.  Der  Divisor  @  der  Doppelpunkte  der  ver- 
änderlichen Projektionskurve  mufs  daher  eine  quatenmre  Form 
(n  —  l)^'  Ordnung  von  %,  "^i,  v^,  v^  sein,  deren  Koeffizienten  ganze 
Divisoren  der  Klasse  E  sind;  bezeichnen  wir  also  mit  V;,  die  ver- 
schiedenen Potenzprodukte  der  Dimension  (w—  1)  von  »o,  «i,  v^,  Vg,  so  ist 

3)  lg  =2®/'^'- 

*)  Der  Beweis  dieser  That^ache  ei^iebt  eiih  «ehr  leicht  (tuvoh  Anwendmig 
dea  TaylorBchen  Satzes  ffli  mehierp  Vaiiabelo 
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Der  feste  Bestandteil  dieses  Divisors  ist  nun  offenbar  der  gröfste 
gemeinschaftliche  Teiler  S)  der  Koeffizienten  ISj,.  Dieser  Faktor  mufa 
notwendig  in®  auftreten,  wie  auch  der  Punkt  P=  (■('oj  %!*"§)  i'a)  ge- 
wählt werden  möge;  aufser  diesem  giebt  es  aber  keinen  weiteren  Prim- 
divisor,  der  in  allen  Teilern  IS  erscheinen  müTste,  und  man  kann  ins- 
besondere stets  zwei  Punkte  des  Raumes 

^  =.{»„,  ffl„  «s,  »3)     imd     B  =  (bo,l^,\,ls) 
so  bestimmen,  dafs  die  zugehörigen  Divisoren  ®'"l  und  lä(°'  eben  nur  den 
gröfsten  gemeinsamen  Teuer  'S)  besitzen.     Dies  ist  stets  möglich,  denn 
hat  man  den  Pimkt  Ä  beliebig  angenommen,  so  kann  man  nach  dem 
Satze  1.  auf  S.  255  den  Punkt  B  so  wählen,  dafs  kein  Primdivisor  S^, 

(&'■"'>  .     ©('> 

der  in  -=-  aufgeht,  auch  in  ■  ^-  enthalten  ist. 

Daher  können  wir  den  folgenden  Satz  aufstellen,  der  offenbar  die 

Verallgemeinerung  der  auf  S.  470  angestellten  Überlegung  ist: 

Der  Divisor  ®  der  Doppelpunkte   einer  Eaumkurve  kann 

stets  als  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler  der  zu  zweien  ihrer 

Projektionen  gehörigen  Divisoren  der  Doppelpunkte  dargestellt 


Hieraus  folgt  auch,  dafs  die  Ordnung  von  ®  stets  gerade  ist;  denn 
entsprochen  einem  Kurvenpunkte  F^  die  Primdivisoren  ^^,  ?ßg, . , ,  ^,, 
so  kann  man  die  Koordinaten  Ug,  v^,  v^,  «j,  in  (3)  so  wählen,  dafs  (S  und  ^ 
in  *p^,  5Pä, . . .  ^pK  die  gleichen  Ordnungszahlen  haben,  und  sodann  die 
in  Formel  (4)  auf  S.  393  gegebene  Zerlegung  des  von  P^  herrührenden 
Beitrages  in  Elementarb e standteile  gerader  Ordnung  unmittelbar  von 
der  ebenen  Projektion  auf  die  Raumkurve  übertragen. 

Auf  Grund  dieser  Definition  und  Darstellung  des  Divisors  der 
Doppelpunkte  lassen  sich  die  Betrachtungen  der  §§  2  und  3  ohne 
Schwierigkeit  auf  den  Fall  der  mit  Singularitäten  versebenen  Raum- 
kurven übertragen.  Bezeichnen  wir  nämlich  jetzt  die  Divisoren  der 
Doppelpunkte  für  die  beiden  Projektionen  mit  3)o  und  "^^  rmd  für  die 
Raumkurve  mit  ®,  so  braueben  wir  blofa  zu  zeigen,  dafs  ein  durch  © 
teilbarer  Divisor  (S  der  Klasse  A"  als  Summe  eines  Vielfachen  von  ®o 
und  eines  Vielfachen  von  ©^  dargestellt  werden  kann.  Nach  dem  Satze 
auf  S.  473  ist  aber  in  der  That  für  hinreichend  grofses  v: 

da  wir  soeben  bewiesen  haben,  dafs  -^  und  -'  '  als  teilerfremd  an- 
genommen werden  dürfen;  also  ist: 
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Ist  2(5  die  Ordnung  des  Divisors  ^,  so  bestimmt  sich  die  untere  t 

für  den  Exponenten  v  nach  dem  obigen  Satze  durch  die  Ungleichung 

oder 

.>2(.-3) -""-;  +  ". 

Wir  gelangen  somit  zu  folgendem  allgemeinen  Theoreme: 

Sind  Wo,  St-i,  9(j,  SI3  vier  ganze  linear  unabhängige  Divi- 
soren einer  Klasse  A  von  der  Ordnung  n,  und  S)  der  zu- 
gehörige Divisor  der  Doppelpunkte,  so  kann  jeder  durch 
®  teilbare  Divisor  der  Klasse  A'  als  ganze  homogene  Punktion 
i/*"'  Ordnung  von  91^,  9[j,  Stj,  Stj  dargestellt  werden,  voraus- 
gesetzt, dafs  der  Exponent  v  oberhalb  einer  bestimmten 
unteren  Grenze 

liegt,  wo  2d  die  Ordnung  des  Divisors  S)  ist. 
Die  untere  Grenze  i'^  fällt  bei  dieser  Betrachtung  um  --  kleiner 
als  bei  der  analogen  Untersuchung  für  doppelpunktfreie  Raumkurve  aus. 
Besitzt  also  die  Eaumkurve  S  gewöhnliche  Doppel-  oder  Rüek- 
kehrpunkte,  so  folgt  jetzt  durch  Übertragung  der  Betrachtungen  des 
vorigen  Paragraphen,  dafs  die  Koeffizienten  einer  Fläche  v^^'  Ordnung, 
welche  die  Eaumkurve  enthalten  soll,  bei  hinreichend  grofsem  v  genau 
vn  -~  S  ~p  -^1  linearen  nnabhä,ngigen  Gleichungen  zu  genügen  haben. 
Die  Anzahl  der  zu  erfüllenden  linearen  Gleichungen  ist  also  in  diesem 
Falle  um  d  kleiner  als-  bei  einer  singularitätenfreien  Kurve.  Auf  die 
Untersuchung  höherer  Singularitäten,  welche  einen  anderen  Einfluis 
auf  diese  Anzahlbestimmung  ausüben  können  und  eine  genauere  Dis- 
kussion des  Divisors  der  Doppelpunkte  erfordern  würden,  gehen  wir 
hier  nicht  weiter  ein. 
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Die  Hauptkurve  oder  clio  Kuito  der  Difierentialo  erster  Gattung,  —  Sie  hat  keine 
Doppolpunkte,  wenn  sie  uidit  hjperelliptisch  ist.  —  Die  TeraweigungsdiviBoren 
der  DifferentialklaBse  uui  die  WeierstraCs  -  Punkte,  —  Die  Orduungazahlen 
der  Punktionen  mit  einer  Unendlichkeitsstelle;  additive  Moduln.  —  Die  Änzakl 
der  WeierBtrafs- Punkte.  —  Gruppe  der  Trattsformatioiieii  des  Gebildes  in  siot.  — 
Algebraische  Gebilde  vom  Gesclileokte  iJ  >  1  beBitaen  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Transformationen  in  sich. 

§  1. 

Die  Methoden  der  letzten  beiden  Kapitel  können  ohne  prinzipielle 
Schwierigkeiten  auf  die  Untersachung  beliebiger  Kurven  im  Räume 
von  mehr  als  drei  Dimensionen  angewendet  werden.  Sind  nämlich 
%i>  %!^!  -  -  ■  9ts  s  +  1  linear  unabhängige  Divisoren  einer  Klasse  A, 
so  wird  durch  die  Proportion 

oder  durch  die  mit  einem  beliebigen  Divisor  91   der  Klasse  gebildeten 
Gleichungen 


eine  Kurve  im  Räume  von  s  Dimensionen  bestimmt.  Diese  Kurve 
kann  in  keinem  Räume  niedrigerer  Dimension  gelegen  sein,  weil 
zwischen  X(„Xj^,...Xi  keine  lineare  homogene  Gleichung  besteht;  ihre 
Ordnung  ist,  wie  leicht  ersichtlich,  gleich  der  Ordnung  der  Klaese,  voraus- 
gesetzt, dafs  der  Körper,  welcher  durch  die  Gesamtheit  der  rationalen 
Funktionen  von  — i  ■  •  ■  -  -  gegeben  ist,  den  ursprünglieh  gegebenen 
Körper  K(0,  tt)  erschöpft,  so  dafs 

ist.  Wir  wollen  aber  diese  Untersuchung  nicht  in  voller  Allgemein- 
heit durchführen,  sondern  wir  beschränken  uns  im  wesentlichen  darauf, 
einen  besonderen  Fall  zu  dislaitieren,  welcher  für  die  allgemeine  Theorie 
i  Funktionen  von  grundlegender  Bedeutung  ist. 
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Es  sei  nämlich  die  Kurve  durch  ein  Fundamentalsystem  der  in  der 
Klasse  TF  der  Differentiale  enthaltenen  ganzen  Divisoren  bestimmt.  Diese 
Klasse  hatj  wie  wir  wissen,  die  Ordnung  2{p  —  l)  und  die  Dimension  ß; 
bezeichnen  wir  also  die  Elemente  eines  Fundamentalsystems  für  die 
ganzen  Divisoren  von  W  mit  SSS,,  SS^, .  .  .  SÖ^,  und  setzen  wir  in  etwas 
geänderter  Bezeichnung 

so  wird  hierdurch  eine  Kurve  im  Räume  von  p  —  1  Dimensionen  be- 
stimmt.   Wir  können  diese  Gleichung  nach  S,  307  auch  in  der  Form 


la)  «1  :  «2  ;■■■  «j  =  (?%  ;  dw^  :■■■  dWp, 

wenn  wii  mit  it,,  u'i,      -Wp  das  System   der  Integrale  erster   Gattung 

hezeichnen 

Wn  nennen  diese  Kurve  die  Kurve  der  Differentiale  erster 
Gattung  odei  auch  die  au  dem  algebraischen  Gebilde  gehörige 
Haujitkuive  und  bezeichnen  sie  durch  H.  Ihre  Bedoutui^  beruht 
darauf,  dafs  sie  gauz  unabhängig  von  der  besonderen  Form  der  Aus- 
game=!gleichunff  definiert  ist  und  also  invarianten  CharaJtter  bei  irgend 
welchen  birationalen  Transformationen  des  Gebildes  besitzt.  Gehen 
wir  namlich  zu  \rgend  einer  anderen  Form  der  Äusgangsgleichung 
ubei,  so  bleibt  die  Schar  der  Differentiale  erster  Gattung  un- 
verSndei-t,  die  Kooidmaten  x[,  x'^,  .  .  .  Xp  eines  Punktes  der  zu  dem 
tiansfoimierten  Gebilde  gehörigen  Hauptkurve  hängen  also  mit  den 
ursprünglichen  x^,  cc^,  . .  .Xp  durch  lineare  Gleichungen  mit  nicht  ver- 
sehwiadender  Determinante  zusammen,  und  die  beiden  Kurven  gehen 
also  durch  eine  blofse  KoUineation  ineiuander  Über;  oder  wenn  man 
die  linearen  Gleichungen  als  Koordinafcentransformation  deutet,  so 
stellen  x^,  x^, . .  .Xp  und  x[,  x'^,  .  . .  x},  geradezu  dieselbe  Kurve,  be- 
zogen auf  verschiedene  Koordinatensysteme,  dar.  Fafst  man  also 
alle  die  Gleichungen,  welche  anseiaander  durch  birationale  Trans- 
formation hervorgehen,  in  eine  Klasse  zusammen,  so  ist  die  Haupt- 
kurve für  alle  diese  algebraischen  Gebilde  dieselbe,  und  jede  durch 
Kollineati on  unzerstörbare  Eigenschaft  der  Hauptkurve  mufs  eine 
Eigenschaft  des  zugehörigen  algebraischen  Gebildes  ergeben,  welche 
bei  beliebiger  birationaler  Transformation  erhalten  bleibt  und  daher 
als  eine  seiner  allerwesentlichsten  Eigentümlichkeiten  anzusehen  ist. 

Die  erste  sieh  hier  darbietende  Frage  ist  die,  ob  denn  die  Be- 
ziehung zwischen  der  ursprünglichen  und  der  Hauptkurve  stets  eine 
umkehrbar  eindeutige  ist,  oder  ob  etwa  der  Fall  eintreten  kann,  dals 
zwar    jedem    Punkte     der    ursprünglichen    Kurve    einer     der    Haupt- 
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kurve,  aber  umgekehrt  jedem  belieb  igen  Punkte  der  Hauptkur  y< 
mekrere  der  ursprünglicben  entsprechen.  Bildet  man  mit  einem  be 
liebigen  Divisor  9B  der  Klasae  W  die  Funktionen 


so  tritt  dieser  letztere  Fäll  dann  und  nur  daun  ein,  wenn  der  Körper 
K(Xi,  %, .  . .  Xf)  aller  rationalen  Funktionen  von  x^,  x^j  . . .  Xj,  nicht  mit 
dem  Körper  K{ß!,  li)  identisch,  sondern  ein  Unterkörper  von  ihm  ist;  im 
ersten  Falle  ist  also  das  Geschlecht  der  Hauptkurve  eben&lls  gleich^,  im 
zweiten  kann  es  aber  kleiner  als  p  sein.  Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dafs 
dieser  Ausnahmefall  für  eine  bestimmte  Art  algebraischer  Körper  wirk- 
lich eintritt,  und  sodann  nachweisen,  dafs,  abgesehen  von  dieser  Aus- 
nahme, in  allen  anderen  Fällen  die  Beziehung  zwischen  beiden  Kurven 
wirkhch  umkehrbar  eindeutig  ist. 

Es  sei  nämlich  der  algebraische  Körper  ein  hyperelliptischer, 
d.  h.  ein  solcher,  in  welchem  eine  der  zugehörigen  Riemannachen 
Flächen  zweiblättrig  ist  (vgl.  S.  335),  dann  können  wir  nach  §  3  der 
dreizehnten  Vorlesung  seine  Gleichung  in  der  Form 

annehmen;  hierbei  ist  also  der  FaUß  =  l,  der  meist  als  elliptischer 
eine  besondere  Bezeichnui^  erhält,  unter  den  allgemeineren  Begriff 
des  hyp er eUip tischen  Körpers  subsumiert.  Alsdann  liegen  die  Ver- 
zweigungspunkte der  Fläche  sämtlich  im  Endlichen;  aber  diese  Voraus- 
setzung ist  statthaft,  denn  fäUt  einer  von  ihnen  ins  Unendliche,  so 
dals  die  Gleichimg  die  Form 

ü2  =  e  (7-  ej)  (?-  e^)  . . .  (?-  e,,,+,) 

erhält,  so  brauchen  wir  blofs 

zu  setzen  und  die  Konstante  cc  von  e^,  e^,  .  . .  e^p-i-i  verschieden  zu 
■wählen.     Wir  erhalten  dann 


'-^(^-^^(f-^-(f-, 


wodurch  wir  auf  die  frühere  Gleichungsform  zurückkommen. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Funkte  der  Riemannschen  Fläche,  welche 
zu  e^,  Ca, . . .  e^p+i  gehören,  resp.  mit  ^i,  ?ßa, .  .  .  5ß3ii-j-a,  so  ist  nach 
S.  219  der  Verzweigungsteiler 

3,-$,?,...?.,+,?.,+.. 
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Zufolge  der  GHeielnmg  (1)  ist  dieser  Divisor  Kugleieh  der  Zahler  der 
Punktion  u,  und  da  M  in  jedem  der  beiden  Pole  von  s  in  der 
(j)  +  1)'^"  Ordnung  unendlicli  wird,  so  hat  maa  die  Divisorengleicliuagen 


8 
Da   nun   der   zu  ds   gehörige  Differentialteiler  -|  ist,   so   entsprechen 

den  f  Differentialen 


der  Reihe  nach  die  ganzen  DiTisoren 

die  p  Differentiale  (3)  sind  also  von  der  ersten  Gattimg,  und  da  sie 
offenbar  linear  unabhängig  sind,  so  bUden  sie  auch  ein  vollständiges 
Fundamentalsyatem.  Der  allgemeine  Differentialteüer  erster  Gattung 
hat  somit  die  Gestalt 

und  ist  also  eine  beliebige  binare  Form  ( j)  —  l)""  Ordnung  von  J, 
und  n,;  femer  ist,  wenn  A  die  Klasse  von  J,  und  v,,  bedeutet: 


In  diesem  Falle  wird  also  die  Hauptkurve  H.  durch  die  Gleichungen 
definiert: 

a^j  :  «a  :%:■-■:  iCj,  =  "1  :  B  :  s'  :■  ■■:  a''"', 

und  es  gehört  hiemach  zu  jedem  Werte  von  z  ein  Pmikt  der  Haupt- 
kurve und  umgekehrt;  andererseits  gehören  aber  zu  jedem  Werte  von  s 
zwei  Punkte  der  Riemannschen  Fläche,  welche  in  den  beiden  Blattern 
übereinander  liegen.  Die  Beziehung  zwischen  Hauptkurve  und  algebrai- 
schem Gebilde  ist  also  in  der  That  nicht  umkehrbar  eindeutig,  indem 
jedem  Punkte  der  Kurve  ein  System  von  zwei  üb  er  einander  gelegenen 
Punkten  der  Biemannsehen  F^che  entspricht.  Demzufolge  erniedrigt 
sich  auch  die  Ordnung  der  Hauptkurve  von  2  (p  —  1)  auf  die  Hälfte, 
und  ihr  Geschlecht  ist  nicht  mehr  p,  sondern  Null,  da  die  Koordinaten 
als  rationale  Funktionen  von  s,  also  als  Elemente  des  in  K{g,u)  ent- 
haltenen Unterköi"pers  K(ß)  dargestellt  werden  können.  Zu  jedem 
Differentialteiler  S5J  gehört  ein  Punktsystem,  welches  aus  irgend  welchen 
p  —  \  Punkten  der  Itiemannschen  Fläche  und  den  i>  —  1  konjugierten 
besteht,  iu  denen  die  Variable  s  den  gleichen  Wert  annimmt. 
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Wir  wollen  jetut  nachweisen,  dafs  dieser  Ausnahmefall  auch  der 
!  überhaupt  mögliche  ist.  Wir  wollen  aber  sogleich  ein  weiter- 
I  Resultat  ableiten,  nämlich  zeigen,  dafs  die  Hauptkurve  H 
i  algehraischen  Gebildes,  welches  nicht  hjperelliptisch  ist,  keinen 
Doppelpunkt  besitzt.  Jede  Kurvensingnlarität  ist  ja  da^ 
durch  charakterisiert,  dafs  einem  Punkte  der  Kurve  mehrere  der 
Biemannschen  F^che  entsprechen.  Ist  nun  die  Beziehung  zwischen 
der  Kurve  und  der  Riemannschen  Fläche  durchweg  eine  mehrdeutige, 
so  ist  jeder  Kurrenpunkt  in  diesem  Sinne  ein  singulärer,  und  wenn 
wir  also  beweisen  können,  dafs  kein  Punkt  der  Kurve  die  Eigen- 
schaften eines  mehrfachen  Punktes  besitzen  kann,  so  ist  damit  auch  die 
speziellere  Behauptung  erwiesen,  dafs  die  Beziehung  zwischen  Kurve 
und  Itiemannscher  Fläche  eine  umkehrbar  eindeutige  ist. 

Ea  sei  P  ein  Punkt  der  Hauptkurve,  dann  dürfen  wir  ohne  Be- 
einträchtigung der  Allgemeinheit  der  Untersuchung  voraussetzen,  dafs  P 
eine  Ecke  des  Koordinatensystems  ist  und  somit  die  Koordinaten  habe: 

fl^  =  1,    a^  =  0,    a^  ='0,  . . .  %,_!  =  0,    Xp^=  0; 
denn   diese   Annahme   ist  stets   durch  lineare  Transformation  zu  reali- 
sieren.    Bei  solcher  Auswalil  der  Fundameutaldivisoren   der  Klasse  er- 
halten in  der  Gleichung 
1)  3^  :  a^  :  ^3 ;  ■ . .  -.  a;^  =  aS, :  aSa :  aSg :  ■  ■  ■ :  2B^, 

die  Divisoren  30^,  2Bj,  , .  .  SB^  einen  gemeinsamen  Primteüer  ^^, 
während  SBj  diesen  Faktor  nicht  besitzt.  Ist  aber  der  Punkt  P  ein 
Doppelpunkt,  so  haben  3Bä,  äög,  .  . .  SBj,  sogai-  einen  Divisor  zweiter 
Ordnung 

^  =  %% 
gemein.     Bezeichnen   wir   also   die   Klasse   des  Divisors  ®   mit  G,   so 
giebt  es  alsdann  in  der  Klasse  W  der  DifPerentiale    genau  p  —  1  un- 
abhängige Divisoren,  welche  durch  IS  teilbar  sind,  d.  h.  es  ist 

Suchen  wir  aber  die  Dimension  der  Klasse  G  auf,  so  ist  nach 
dem  ßiemann-Rocbschen  Satze 

,„,        ^    _\W\        t{p~^) 

l'^i  -i    ^  \g]  2         ' 

also 


Daher    giebt    es    in   der    Klasse    G   noch    einen    zweiten    ganzen 
Divisor  ©',   welcher  kein  Vielfaches   von  @  ist,   und  da  es  für  p>  0 
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keine  Funktion   erster  Ordnung  im  Körper  giebt,   EO  sind  ZUlder  und 
Nenner  von 


notwendig  relativ  prim;  die  Funktion  ist  also  von  der  zweiten  Ordnung. 
Wenn  aber  in  einem  Körper  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  existiert, 
so  ist  er  hyperelliptisch.  Denn  ist  m  eine  zweite  Funktion,  welche 
für  die  Darstellung  sämtlicher  Gröfsen  des  Körpers  ausreicht,  so 
genügt  ii  einer  Gleichimg  zweiten  Grades 

worin  tty,  a^,  a^  ganze  Funktionen  von  s  sind.  Diese  Gleichung  erhalt, 
wenn  wir  anstatt  u  lieher  die  Funktion 

«ä  M  +  %  =  l(' 
einführen,  die  Form 

.■■-ff». 

worin  die  ganze  Funktion  Gr(s)  gleich  a^  — «„«g  ist.    Man  kann  dann, 
wie  auf  S.  197,  leicht  zeigen,  dafs  die  Funktion  (?(ß)  in  der  speziellen 
Gestalt,  die  wir  vorher  benutzt  hatten,  zu  Grunde  gelegt  werden  kann. 
Wir  haben  hiernach  den  Satz  bewiesen: 

Wenn  der  algebraische  Körper  nicht  hyperelliptisch  ist 
d.  h.  wenn  in  ihm  keine  Funktionen  zweiter  Ordnung  existieren, 
so  besitzt  die  Hauptkurve  keinen  Doppelpunkt;  jedes  zu  dem 
Körper  gehörige  algebraische  Gebilde  ist  alsdaon  auf  die  Haupt- 
kurve, ebenso  wie  auf  die  Riemannsche  Fläche,  durchweg  ein- 
deutig bezogen. 

Wir  werden  in  den  folgenden  Betrachtungen  den  Ausnahmefall 
eines  liy  per  elliptischen  Körpers  meist  ausschlief sen.  Nun  existieren 
aber  in  dem  Körper  stets  Funktionen  zweiter  Ordnung,  wenn  p  =  1 
oder  =  2  ist.  Denn  wenn  p  =  1  ist,  so  können  die  Pole  einer  Funk- 
tion zweiter  Ordnimg  willkürlich  vorgeschrieben  werden  (S.  316); 
Körper  vom  Geschlechte  eins  sind  also  stets  elliptische.  Wenn  femer 
p  =2  ist  und  <?%,  dw^  die  beiden  linear  unabhängigen  Differentiale  erster 
Gattung  bedeuten,   so  haben  diese   die  Ordnung  zwei,  und  es  ist  also 


eine   Funktion    zweiter   Ordnung;   Körper  vom  Geschlechte  zwei   sind 
also  stets  hypereUip tisch.    Wenn  p^^  ist,  so  existieren  im  aUgeraeinen 
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irhalb    des    Körpers    keine    Funlrtionen    zweiter    Ordnung    mehr, 
f  setzen   also   bei  Ausschlnfs   hyperelliptisclier  Körper  auch  ß  ^  3 


§2- 
Wir  wollen  jetzt  zu  Zwecken  späterer  Anwendung  die  Verzweigungs- 
diviaoren  der  in  der  Klasse  W  enthaltenen  Schar  der  ganzen  Divisoren 
(SB,,  Sog, . .  .  3Bp)  bestimmen  und  ihre  Bedeutung  feststellen,  wobei  wir 
den  Fall  des  hyperelliptiachcn  Gebildes  noch  nicht  auszuschliefsen 
brauchen.  Da  die  Dimension  dieser  Schar  gleich  p  ist,  so  giebt 
es  Verzweigungsdivifeoi en  des  eisten,  zweiten,  ...  [p  —  1)'*"  Grades, 
welche  mit  ^,  Q^, . .  Sp~i  bezeichnet  sein  sollen,  und  deren  Ordnungen 
resp.  6j,  ög,  ...  6j,— 1  sein  mögen.  Nach  der  früher  bewiesenen 
Formel  (8)  auf  S.  457  ist  dann 

{p  ~  1)^1  +  (i)-  2)ö,  +  •  ■  ■  +  2öp-2  +  öp_i 
1)  =(p_i)^(ß^l)+ß. 2(^-1) 

lat  nun  ^   ein  beliebiger   Punkt   der   Biemannschen  Fläche   und 
besitzt  er  in  den  VerzweigangsdiYisoren 

3i.  a. ■■•8,-1 

resp.  die  Ordnungszahlen 

ß,  -1,      ß^-l,  ...  K^^i-  1, 
so  ist  also 

e,  =  I(ßi-l),     ffa  =  S(ßa-l),  ...6^_i  =  S(«^-i-l), 

wenn  die  Summen  über  aämthche  Punkte  ^  der  Riemannschen  Fläche 
erstreckt  werden.  Zufolge  der  Bedeutung  des  ersten  Verzweigungs- 
divisors enthalten  nun  alle  Divisoren  der  Schar,  welche  einen  be- 
stimmten Faktor  ?ß  haben,  diesen  Primdivisor  in  der  Potenz  ^"'j  ist 
also  P  die  Klasse  Ton  ^,  so  sind  die  Dimensionszahlen 

Femer  enthalten  alle  Divisoren,  welche  den  Faktor  ^"'^^  haben,  diesen 
Primdivisor  in  der  Potenz  ^"'"'"'*;  also  ist 
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So   fortgehend    erhalt    man   zufolge    der    Bedeutung    des    dritten, 
{p  —  l)*'"  VerzweigungsdiyisoiB 


21.1) 

(        TT        1        (        W        1 

1        IC        j 

==p  - 

lp..+..+ij        lp.,+..+  !| 

lp.,+..+..j 

1             V-            1 

1                 If 

j-ji-;., 

AI) 

|p..+..+  ---+«„_i+i  1 

!?'"+'■■+■■■+•'■■ 

^1+"/, 

w 


=  0. 


Hiernacli  besitzt  die  Klasse  -  -  dann  und  nur  dann  keine  ganzen 
Divisoren,  wenn  der  Exponent 

ist.     Diese  Bedingung  ist  sicher  erfüllt,  wenn  die  Ordnung  der  Klasse 

—  negativ,  also  r>2(p  —  i)  ist.    Somit  müssen  die  positiven  ZaMen 

Kj,  (Vj, .  . .  Kj,_i  stets  der  Ungleichung 

3)  i)  -  1  <  Kl  +  (^  +  ■  ■  ■  +  «p- 1  ^  2  (ji  -  1) 

genügen. 

Im  allgemeinen  sind  nun  die  Zahlen  «4  sämtlich  gleich  Eins, 
■wenn  nämlich  der  Punkt  ^  in  keinem  der  Verzweigungsdivisoren 
3ii  Sa)  ■  ■  ■  3p— 1  auftritt;  es  giebt  aber  eine  endliche  Anzahl  von 
Punkten,  für  welche  die  Summe   ^^ßy,  gröfser  als  ^  —  1  ausfällt  und 

welche  also  in  einem  oder  mehreren  der  Verzweigungsdiviaoren 
3ii  3ä'  ■  ■  ■  3p— 1  auftreten.  Wir  wollen  diese  Punkte  „Weierstrafs- 
Punkte"  nennen,  weil  sie  in  der  Weieratrafsschen  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  eine  besonders  wichtige  Bolle  spielen;  dann 
gehört  also  zu  jedem  derartigen  Punkte  ^  eine  bestimmte  Kombination 
von^— 1  positiven  ganzen  Zahlen  ß^,  r^,..  .Kj,_i,  die  nicht  alle  gleich  eins 
sind  und  durch  welche  die  Besonderheit  des  Punktes  ?ß  charakterisiert 
■wird;  da  aber  die  Ungleichung  (3)  nur  eine  endliehe  Anzahl  von 
Lösungen  in  positiven  ganzen  Zahlen  hat,  so  giebt  es  für  jedes  p  auch 
nur  eine    endliche  Anzahl   solcher   Kombinationen   von    p  —  1  Zahlen 

K^,  Cj,  .  .  .  CCp  —  l. 
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Die  in  der  Tabelle  (2)  auftretenden  Klassen  -—  sind  die  Ergänzungs- 
r  Potenzen  von  P;  nach  dem  Riemann-Eochschen  Satze 
kann  man  daher  auch  die  Dimension  dieser  letzteren  bestimmen  und 
findet  so 

4)  (P'l  =  ,.-p+l  +  j|j. 

Betrachten  wir  nun  zwei  aufeinanderfolgende  Klassen  P'  und  P'^'^  , 
wobei  r  auch  den  Wert  Null  annehmen  darf,  so  ist 

Nun  sind  zwei  FäUe  möghch;  der  eine,  der  nach  der  Tabelle  (2)  für  un- 
endlich viele  Zahlen  r  eintritt,  ist  der,  dals  die  Dimensionszahlen  )  — ^,  \ 
und  !— ^[  emander  gleich  sind,  dann  ist 

4a)  {P'-+']'='{P'']  +  l. 

Wenn  hingegen  J  —7x1 1  ""  i  ~  f  ~  ■'■  ^^^1  ^"■^  offenbar  nach  der 
Tabelle  (2)  dann  und  nar  dann  eintritt,  wenn  r  eine  der  p  Zahlen 

5)  0,    «„    cfi  +  (r„    «, +«^  +  «3,  ...  «i  +  «s,+---+«,-i 
ist,  so  ist 

41)  (P'+'1-(P'|. 

Die  Bedeutung  dieser  beiden  Eventualitäten  ist  jetzt  leicht  zu  er- 
kennen: Bezeichnen  wir  für  einen  Angenbhek  die  Dimensionszahl  {P*^} 
mit  p,  so  giebt  es  im  ganzen  p  linear  unabhängige  ganze  Divisoren 

®u     ®a,  .  .  .  % 
welche  dem  Divisor  ^'   äquivalent  sind.    Multiplizieren  wir  diese  Reihe 
mit  dem  Faktor  ?|5,  so  sind 

6)  ?ß®i,     ^©3,  ...^©^ 

Q  linear  unabhängige  Divisoren  der  folgenden  Klasse  P'"*"'.  Tritt  nun 
der  Fall  (4b)  ein,  so  bilden  diese  auch  ein  Fundamentalsystem  der 
Klasse  P*^  ;  die  Klasse  ist  also  eine  uneigenthche,  und  jede  Funktion 
des  Körpers  mit  dem  Nenner  '^'"^^  ist  von  der  Form 


d.  h.  es  giebt  keine  Funktion  des  Körpers,  welche  nur  in  5ß  unendlich 
vrird  und  die  Ordnung  »■  +  1  besitzt.  Im  Falle  (4a)  hingegen  ist  die 
Reihe    (6)   kein    vollständiges    Fundamentalsystem    der    Klasse    P"^     , 
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sondern  um  ein  solches  zu  erhalten,  hat  man  noch  einen  weiteren 
DiTisor  @g+i  hinzuzufügen,  und  dieser  kann  kein  Vielfaches  von  ^ 
sein,  weil  sonst  -v^  ein  ganzer  Divisor  der  Klasse  P'^  wäre,  also  die 
(>  +  1  Divisoren  kein  unabhängiges  System  bilden  würden.  Bildet 
man  daher  die  p  Zahlen,  welche  aus  der  Reihe  (5)  durch  Vermehrung 
um  eine  Einheit  hervorgehen: 

7)  1,     oj  +  l,     «,  +  «,  +  !,...  ft, +  «,  +  .■■  4- ßj-i+1, 

80  sind  das  diejenigen  Ordnungszahlen,  welche  eine  Funktion  des 
Körpers  mit  dem  einzigen  Pole  ^  niemals  erhalten  kann;  dieselben 
mögen  in  dieser  Reihenfolge  mit 

8)  pi,  pa;  Pa.  ■■■9p 
bezeichnet  sein,  so  daüs  pi^l  und 

«1  =  ?3  —  Pi'     «^3  =  Pa  -  P2J     «3  =  P4  -  P3-  ■  ■  ■  «j>-i  =^  Pc  —  Pp-1 

ist  und  die  Zahlen  a  also  die  Differenzenreihe  der  Ordnungszahlen  p 
bilden. 

Die  Gesamtheit  der  BWkfcionen  des  Körpers  mit  dem  einzigen 
Pole  S|}  bildet  ein  Ideal;  ist  nämlich  s  eine  dieser  Funktionen,  so  ist 
jede  andere  eine  ganze  Funktion  von  s  und  gehört  also  dem  IdeaU(t) 
an  (8. 220).  Aber  die  Funktionen  dieses  Ideals  besitzen  nicht  alle 
möglichen  Ordnungszahlen,  sondern  das  System  der  Zahlen  0,  1,  2,  15, . . . 
zerfällt  in  Bezug  auf  obiges  Ideal  in  zwei  Klassen  ?f{  und  SOt,  von 
denen  die  erste  31  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Individuen, 
nämlich  den  ^  positiven  Zahlen  p^,  pj,  ...  pp  besteht,  während 
die  zweite  unendlich  viele,  immlicb  alle  übrigen  positiven  ganzen 
Zahlen  und  die  Null  enthalt,  und  man  kann  die  erste  als  die  Klasse 
der  fehlenden,  die  zweite  als  die  Klasse  der  vorhandenen 
Ordnungszahlen  bezeichnen.  Da  die  erste  Klasse  stets  aus  p  Ele- 
menten besteht,  so  kann  man  hieraus  auch  eine  neue  Definition  der 
Geschlechtszahl  p  entnehmen  und  folgenden  Satz  aussprechen,  der  als 
„Weiei^tra&scher  Lückensatz"  bezeichnet  wird: 

Betrachtet  man  das  System  derjenigen  Funktionen  des 
Körpers,  welche  nur  in  einem  beliebigen  Punlde  ^  der  Rie- 
mannschen  Fläche  unendlich  werden,  so  treten  nicht  alle 
positiven  oder  verschwindenden  Zahlen  als  Ordnungszahlen 
auf,  sondern  es  fehlen  stets  eö  viele,  als  die  Geschlecbts- 
zahl  p  des  Körpers  angiebt;  die  Anzahl  der  fehlenden  Ordnungs- 
zahlen  ist   also  von  der  Auswahl  des  Punktes  $  unabhängig. 
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«   i 

Wii  wollen  jet/t  Hie  Zahlen  pj,  pg,  Qp  selbsb,  oder,  was  auf  das- 
selbe limauskommt,  die  Elemente  ihrei  Differenz enreihe  ct^,  «21  ■■-  <^p—i 
emei  naheien  Unteiennhung  unteizieheu  Die  positiven  Zallen  « 
duifen  u<milicli  nieht  beliebig  gewählt  werden,  sondern  sie  müssen 
ubeidies  gewissen  Bedingungen  genügen,  und  es  giebt  bei  gegebenem  j3 
nur  eine  endliche  Anzahl  von  möglichen  Kombinationen  für  sie.  Es 
geht  dies  schon  aus  der  fruhei  .lufgesteUten  Ungleichung 
i)  -  1  ^  ß,  +  c^s +■  ■  ■+ «^_i  ^2(i>- 1) 

hervor,  welcher  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Kombinationen  positiver 
Zahlen  genügen  können.  Zu  dieser  Bedingung  tritt  aber  noch  eine 
andere  und  wichtigere,  und  wir  gelangen  zu  ihr,  wenn  wir  statt  des 
Systems  St  die  Klasse  Wt  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  ins  Äuge 
fassen.  Sind  mmUch  i/o  und  g^  zwei  Funktionen  des  Ideals  1(1)  mit  den 
Ordnungszahlen  a  und  ß,  so  ist  das  Produkt  g^g^  ebenfalls  eine 
Punktion  des  Ideals  mit  der  Ordnungszahl  a  -\-  ß.  Wenn  also  a  und  ß 
in.  der  Klasse  9Ä  vorkommen,  so  tritt  auch  die  Summe  «  +  ^  in  der 
Klasse  W  auf,  während  die  Differenz  a  —  ß  nicht  in  3Jt  enthalten  zu 
seia  braucht,  da  der  Quotient  —  im  allgemeinen  aufeer  3J  noch  andere 

Pole  besitzt  und  alsdann  nicht  dem  Ideale  angehört.  Ein  System  von 
ganzen  Zahlen,  welches  mit  irgend  zwei  Zahlen  auch  deren  Summe 
enthält,  wollen  wir  einen  „additiven  Modul"  nennen,  wobei  der 
Zusatz  „additiv"  darauf  hinweisen  soll,  dafs  nur  die  Addition,  nicht 
aber  auch  die  Subtraktion  erzeugende  Operation  des  Moduls  ist.  Dann 
gilt  also  der  Satz: 

Das   System   SR   der  vorhandenen   Ordnungszahlen  bildet 

einen  additiven  Modul. 

Im  allgemeinen  ist  ein  Punkt  ^  der  ßiemannschen  Fläche  in  keinem 

der    Divisoren    g^,  ^,  . . .  Sß-i    enthalten;    dann    haben    die   Zahlen 

«1,  «3, . . .  ffj,-!   alle   den  Wert   eins,   und   es   ist   also   das  System  der 

fehlenden  ( 


ei  =  l;     Pä  =  2,     P8-3,  ...  Pj,  =  p; 
das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  ist  also 

0,     p  +  1,    p+2,  ..  ., 
und    es    giebt   somit   für  einen  gewohnhchen  Punkt  der  Fläche  keine 
Funktionen   erster,    zweiter,  . . .  j)'^  Ordnung,    während    alle    höheren 
I  auftreten. 
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B8  giebt  aber  eine  endliclie  Anzahl  von  Punkten,  eben  die  vorher 
erwäkaten  Wei er atrafs- Punkte,  welclie  von  diesem  Schema  abweichen 
und  für  welche  also  die  in  der  Gleicliung  (J.)  auftretende  Summe 
1)  «_(i.-l)(.,-l)  +  (f-2)C«,-l)  +  ...+  2(»,_,-I)-K«,_,-l) 
positiv  ausfallt,  "Wir  wollen  diese  Zahl  das  Gewicht  des  Punktes 
nennen;  dann  gilt  zufolge  der  6-leiehnng  (1)  des  vorigen  Paragraphen 
der  Satz; 

Die  Summe  der  Gewichte  sämtlicher  Punkte  der  Riemaan- 

schen  Fläche  ist  gleich  {p  —  l)p(p  +  l);  nur  die  Weierstrafs- 

Punkte  haben  positives  Gewicht, 

Daher  giebt  es  in  jedem  Körper  Weierstrafs- Punkte,    falls  p  >  1 

ist,   und   diese  werden  nach   der   Gleicliung  (7)  auf  S,  456  durch   die 

Primteiler  des  zur  Klasse  W  ^  gehörigen  Divisors 

geliefert.  Im  allgemeinen  tritt  abei  ein  deiaitiger  Primfaktor  eben 
nur  in  der  ersten  Potenz  in  Q  auf,  und  es  kann  als  eine  Besonderheit 
betrachtet  werden,  wenn  der  Divisoi  3  ^in^n  mehrfachen  Primteiler 
enthält.     Für  einen  solchen  einfachen  Teilpi  ist  aber  notwendigerweise 

Cj  =  l,     ft,  =  1,  ...  «p_s-=l,     «p-i-2, 
also  ist 

Pi=l,     9a  =  2,  ,  ..  pj,_2=ß- 2,     Qp_i=p-1,     Pp  =  j)+1, 
und  die  Klasse  9H  besteht  aus  den  Zahlen 

0,  p,  p  +  2,  p  +  d,  p  +  A,  ... 
Wir  wollen  solche  Körper,  welche  nur  die  gewöhnlichen  durch 
den  Wert  des  Geschlechtes  p  bedingten  Besonderheiten  darbieten,  ordi- 
näre Körper  nennen.  Es  erweist  sich  dann  im  Verlaufe  der  späteren 
Betrachtungen  oftmals  als  notwendig,  die  ordinären  Körper  von  den- 
jenigen zu  trennen,  welche  eine  besondere  Eigenai-t  besitzen  und  sich 
hierdurch  von  den  anderen  ihres  Geschlechtes  unterscheiden.  In  einem 
ordimren  Körper  besitzt  daher  jeder  WeierstraCs- Punkt  ^  das  Gewicht 
eins,  die  Anzahl  dieser  Punkte  ist  somit  (p  —  'i)p(,p  -\~1),  und  für 
jeden  von  ihnen  giebt  es  in  dem  Körper  eine  Punktion  mit  dem 
p-fachen  Pole  9ß,  während  es  keine  Funktionen  niedrigerer  Ordnung 
mit  einer  einzigen  Unendlichkeits stelle  giebt. 

Wenn  aber  ein  Körper  vom  Geschlechte  p  nicht  ordinär  ist, 
80  ist  es  von  Interesse,  die  hier  möglichen  Kombinationen  der  Zahlen  p 
des  näheren  zu  untersuchen.  Wir  gelangen  hierzu  am  einfachsten, 
wenn  wir  das  System  3)1  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  nach  der 
kleinsten  in   ihr  auftretenden  positiven  Zahl  in  Kongruenzklassen  zer- 


y  Google 


§  3.  Additive  Moduln.  495 

legen.     Es  sei  n  die  kleinste  positive  Zahl  von  W,   so  enthält  9K   zu- 
vörderst die  Zahlen 
2a)  0,     71,     2n,     3w,     4n,  . . .; 

ist  ferner  h  eine  der  Zahlen  1,2,...  ti  —  1,  und  fehlen  in  der  Reihe 
der  Zahlen  vn  +  h  die  ersten  ji,,  Elemente,  so  ist  nach  dem  Satze 
des  letzten  Ahschnittea 

3)  fi  +  fJaH \-  fi„-i=i). 

Das  System  M  besteht  alsdann  aufser  aus  den  Zahlen  (2  a)  noch  aus 
den  folgenden  n  —  1  Reihen 

i/*iw+l,  (ii^  +  l)n-\-\,  (^i  +  2)n+l,  ... 

(*äM  +  2,  (^^+l)„  +  2,  (^j  +  2)w  +  2,  ... 

f8«  +  3,  (^8+l)n+3,  (ji,  +  2)w  +  3,  ... 

;(„_iw  +  w-l,   (f(„_i  +  l)«  +  M-l,    ((i„_i+2)M  +  M~l,.  .  . 

Addieren  wir  nun  die  Elemente  zweier  Reihen,  welche  durch  die 
Indices  h  und  *  bezeichnet  sind,  so  müssen  wir  ein  Element  der  Reihe 
h  -\-  i  erhalten,  wobei  die  Indices  nur  (mod.  n)  in  Betracht  kommen, 
Führen  wir  dies  insbesondere  für  die  Anfangs  demente  aus,  so  ergeben 
sich  zwei  verschiedene  Ungleichungen,  je  nachdem  h-{-i<n  oder  >  n  ist. 
1)  Ist  ?i  +  *  <  n,  so  ist 

(ft„  n-\-h)  +  {fA,n  +  i)  =  {ii,  +  ni)  n  +  {h  + 1), 

ll-h  +   |"i^  fS  +  i  (fe  +  i<B) 

)  ist 

=  ini,  +  Ci+l)n  +  (h  +  i-^n), 

(*A  +  ^,-  +  1  ^  it!,+i-„  (fi-f  i>n) 

sein,  während  für  fe  +  *  =  «  keine  Bedingung  auftritt. 

Die  Zahlen  (ij,  (i^,  ■  ■  ■  ftn-i,  durch  welche  der  Modul  SOI  bei  ge- 
gebenem p  und  n  charakterisiert  ist,  müssen  also  aufser  der  Glei- 
chung (3)  noch  den  Ungleichungen  (4a)  und  (4b)  genügen;  diese 
Bedingungen  sind  aber,  wie  man  sofort  sieht,  auch  ein  ausreichendes 
System,  denn  wenn  sie  erfüllt  sind,  so  bilden  die  Reihen  (2a)  und  (2b) 
einen   additiven   Modul.     Hierdurch   wird   die   Anzahl    der    Überhaupt 


also 

muts 

4a) 

sem. 

2)  Wmn  h  +  i 

( >  n  ist, 

(k«  +  1)  +  (p,»  + 

also  muls  alsdann 

4b) 

(.„H 
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also 
Setzen  wir 

Pi  +  Ps 
also 

-p,     2|i,  ^||„     2(1,  +  1^(1,, 
2j,+ 1^3(1,  ^y. 
P-3I  +  «, 

liclikeiten 

der  Zahlen 

0,  1,  2  bedeutet,   so  hat  man  d 

für  «-0: 

f(i  =  3r, 

i+l,  ...2=1 

."s  -  2«,         2 

für  6  =  1: 

.«,-«  +  1 

a  +  2,...2«+l 

,«s  =  2;r,         2 

fflrj-2i 

(i,-«  +  l 

1  +  2,.. .211  +  1 

(1,-2« +1,2 

49ß  Aclitnii(b;wa.i!zigste  Voi'loaung, 

möglielien   Zahlenkoinbmabionen   bei   gegebenem   n   und  p    sehr    ein- 
geschränkt.  Ist  z.  B.  »i  =  3  und  p  behebig,  so  hat  man  die  Bedingungen 


die  jt  +  1  Mög- 


..jt+l. 

Das  Gewicht  eines  WeierstraTs -Punktes 
o  =  0, -])(»,- l)  +  (l>-2)(.,-l)+...+  2(ß,-,~l)  + («,_,-!) 
ist,   wie  mm   gezeigt   werden   soH,  für  einen  hyp  er  elliptischen  Körper 
gleich  ^-^^ — -■    Legt  man  n'amhch,   wie  auf  S.  485,   die  zweiblättrige 
Kiemannache  Fläche  mit  den  2  {p-\-l)  Verzweigungspunkten 

%,  %,...<^„„ 

zu  Grunde,  so  ist  jeder  von  diesen  ein  Weierstrafs- Punkt.  Denn  die 
Funktion  ~~  wird  nur  in  ^i,  und  zwar  von  zweiter  Ordnung,  un- 
endlich; daher  ist  die  Zahl  n  in  (2a)  gleich  zwei,  also  nach  (3)  i^t^p, 
und  das  System  SJf  erhält  die  Gestalt 

0,  2,  4,  6,  ... 

2p  -{-  1,     2p  +  3,     2p  +  5,     2p  +  l,  ... 
Eb  fehlen  also  die  Ordnungszahlen 

1,     3,     f),...2p-l, 
und   es   ist  für  jeden  dieser  Punkte  ß^=  ff^  =  '--=  rvj^_i  =  2,   also  ist 
sein  Gewicht 

.-l  +  3  +  ...  +  (i,-i)_£fca. 

Da  ferner  die  Zahl  der  Verzweigungspunkte  gleich  2  (p  -|-  1)  ist,  so  ist 
die  Summe  ihrer  Gewichte  bereits  {p—  l)i>(iJ+  1),  und  es  gieht  somit 
aufser  den  Verzweigungspunkten  ^i  keine  anderen  Weierstrafs -Punkte. 
In  allen  anderen  Fällen  aber  ist,  wie  Herr  Hurwitz*)  gezeigt  und 
für  den  Beweis  des  Satzes  des  nächsten  Paragraphen  in  Anwendung  ge- 


*)  Über   aJgebraisclie   Gebilde  mit   eindeutigen    Transfotmationsn    in    sioli. 
Math.  Annalen,  Bd. -41,  S.  403—442  (1892). 
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bracht  hat,  das  Gewicht  a  eines  WeierstrafB-Punktes  kleiner  als 
-rpip—  1).  Führt  man  nämlich  au  Stelle  der  Zahlen  a^,  a^,. . .  «p_i 
die  Zahlen  ß^,  p^,  ,  .  .  pp  in  die  Gleichung  (1)  ein,  so  hat  man, 
■weil  Pi  =  1  ist: 

«-(l'-l)((i.-S.)  +  (D-2)fe-f.)  +  --- 
+  2  {(,,_,-  s,_,)  +  fe  -  (.,_,)  -  tÜf^ 

-(>,  +  ?.  +  ■■■  +  ?,-• +  5,-*^'^; 

geht  man  nun  auf  die  Tabelle  (2b)  zurück,  so  findet  man  als  Summe 
der  iu  dem  Modul  ÜH  fehlenden  Ordnungszahlen 

(>,+■■■  +  ?, -^{•■+ (•■  +  «) +  ('■  +  2») +■■■+(••  +  ((■.- l)»)l, 

also,  wenn  man  zur  Abkürzimg 

und  somit 

h^  +  n^r 


oder 

Da  aber  zufolge  der  Gleichung  (3) 
ist,  Bo  ist  auch 

oder 

„_i-j,(y-l)^i2'''(2l'-l-*')-T(»-l)(«-2)- 

Ist  nun  w  =  2,  so  werden  die  beiden  Subtrahenden  gleich  Null,  da 
alsdann  Ä,  =  2j)  —  1  ist,  und  es  ist  also  «  =  -^p  {p  —  1).     Wenn  aber 
HenBtl  u.  lisudsbers,  Algebtnisclie  Funktionen  etc.  3g 
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«  >  2  ieb,  80  ist  der  erste  Subta-aliend  jedenfalls  nicht  negativ,  weil 
aiifolge  der  naeh  (3),  (7)  tmd  (8)  des  vorigen  Abaclmittea  bestehenden 
Ungleichung      ,^  _  i  _„,  + ^ +...+  „,_,  ^  j,  ^  3 

die  gröfste  der  fehlenden  Ordnungszahlen,  also  auch  jede  der  Zahlen 
hr<.2p  —  1  ist;  der  zweite  Subtrahend  aber  ist  positiv,  und  folglich 
ist,  wie  behauptet  wurde, 

«<~Sl{p-l). 
Da   aber   die   Gewichte   sämtlicher  Weieretrals- Punkte    zusammen 
^(j)  — 1)(|)-{- 1)  betragen,  so  folgt  jet/.t  in  der  That: 

Wenn  j)  >  1  ist,  so  ist  die  Anzahl  der  Weierstrafs- Punkte 
für  ein  hjp  er  elliptisches  Gebilde  gleich  2(j>+l),  für  jedes 
andere  algebraische  Gebilde  aber  stets  gröfser  als  2  (^  +  !)■ 
Elliptische  und  rationale  Gebilde  haben  keine  WeierstraTs-Punkte. 

§4. 

Wir  wollen  jetzt  auf  die  letzte  Ungleichung  den  Beweis  eines 
Satzes  über  algebraische  Gebilde  stützen,  welcher  in  einer  Kette  später 
anzustellender  Untersuchungen  ein  notwendiges  Glied  bildet. 

Unterwirft  man  ein  algebraisches  Gebilde 

durch  die  umkehrbaren  Gleichungen 

?'  —  qj  (^,  u),      u'  =  li)  (z,  U) 
einer  Abbildung,  so  kann  es  eintreten,  dafs  das  transformierte  Gebilde 

mit  dem  ursprünglichen  übereinstimmt;  alsdann  bezeichnet  man  jene 
Abbildung  als  eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich.  Über 
diese  besonderen  Arten  von  birationalen  Transformationen  läfst  sich 
sogleich  einiges  feststellen. 

Zunächst  ist  es  klar,  dafs  die  Punkte  der  Riemannschen  Fläche 
durch  eine  solche  Transformation  des  Gebildes  einander  umkehrbar 
eindeutig  zugeordnet  werden.  Konstruiert  man  nämlich  die  Riemann- 
schen Flächen  SR,  und  5R,',  so  fallen  diese  kongruent  aus,  weil  sie  zu 
deraelben  Gleichung  ^  =  0  gehören,  und  wir  können  also  die  beiden 
Flachen,  wenn  wir  wollen,  auch  miteinander  zur  Deckung  bringen. 
Andererseits  wird  aber  durch  jede  birationale  Transformation  eine  ein- 
deutige Beziehung  der  Punkte  von  3t,  und  9i,'  vermittelt  (S.  243);  in 
unserem  besonderen  Falle  wird  also  3t,  auf  sich  selbst  eindeutig  ab- 
gebildet. 
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Umgekehrt  aber  gehört  auch  zu  jeder  analytischen  Beziehung, 
durch  welche  die  Punkte  einer  RiemannBclien  Fläche  Jft,  einander 
umkehrbar  eindeutig  zugeordnet  werden,  eine  Transformation  eines 
algebraischen  Gebildes  in  sieh.  Werden  nämlich  die  Punkte  irgend 
zweier  ßiemaunschen  Flächen  3ii  und  5i,',  die  zu  den  Gleichungen 
F{g,u)=-'d  uud  j'(3', w')  =  0  gehören  mögen,  umkehrbar  eindeutig 
aufeinander  bezogenj  so  wird  hierdurch  stets  eine  birationale  Trans- 
formation zwischen  den  Körpern  K{s,  u)  und  K{z',  u')  vermittelt;  denn 
jede  Gröfse  z,  B,  des  zweiten  Körpers  ist  nicht  bloJs  auf  SH,--,  sondern 
auch  auf  9is  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  mit  nur  polaren.  Un- 
stetigkeifcen  und  gehört  somit  auch  dem  ersten  Körper  an  (S.  113). 
In  unserem  besonderen  Falle  aber,  in  welchem  die  Rieniann sehen 
Fachen  'St,  und  9ts'  kongruent  sind,  können  auch  die  zugehörigen 
Gleichungen  F(s,ii)  =  0  und  F(s',u')^0  als  identisch  ai^enommen 
werden,  das  Gebilde  wird  also  eindeutig  in  sich  transformiert. 

Hieraus  ergiebt  sieh  jetzt  sofort,  dafs  die  Gesamtheit  (S  der  Trans- 
,  fonnationen  eines  algebraischen  Gebildes  in  sich  in  dem  auf  S.  106 
auseinandergesetzten  Sinne  eine  Gruppe  bildet;  demi  zwei  derartige  Trans- 
formationen S  und  T,  hintereiaander  ausgeführt,  ordnen  wiederum  die 
Punkte  der  Riemannschen  Fläche  einander  umkehrbar  eindeutig  zu. 
Wir  wollen  daher  auch  hier  die  aus  S  und  T  zusammengesetzte  Ab- 
bildung durch  das  symbolische  Produkt  ST  bezeichnen.  Die  Einheit  E 
der  Gruppe  ist  dann  diejenige  Abbildung,  durch  welche  alle  Punkte 
der  Fläche  sich  seihst  zugeordnet  werden,  und  wenn  S  irgend  eine 
Transformation  des  Gebildes  in  sich  ist,  so  ist  S~  diejenige  Trans- 
formation, durch  welche  die  Wirkung  von  S  wieder  rüek^ngig  ge- 
macht wird. 

In  der  Gruppeutheorie  unterscheidet  man  nun  zwei  wesentlich 
verschiedene  Arten,  nämlich  endliche  und  unendhche  Gruppen,  je  nach- 
dem die  Anzahl  der  in  ihnen  enthaltenen  Elemente  endhch  oder  un- 
endlich ist.  Es  entsteht  daher  hier  die  wichtige  Aufgabe,  zu  entscheiden, 
ob  das  Gebilde  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen  in  sich 
besitzt  oder  nicht.  Diese  Frage  ist  aber  leicht  zu  entscheiden,  wenn 
das  Gebilde  Weierstrafs -Punkte  besitzt,  wenn  also  p>  1  ist.  In  diesem 
Falle  ist  nämlich,  wie  jetzt  gezeigt  werden  soll,  jene  Gruppe  öi 
stets  endhch. 

Eine  Transformation  des  Gebildes  in  sieh  verwandelt  jeden 
Weierstrafs-Punkt  notwendig  wieder  in  einen  solchen.  Denn  ein  der- 
artiger Punkt  ?p  ist  vollständig  dadurch  charakterisiert,  dafs  es 
Funktionen  |  des  Körpers  mit  dem  Nenner  H;  =  ip-  giebt,  deren 
Ordnung   q  ^p   ist.     Geht   nun   durch    die  Abbildung   ^   in  5ß'    und 
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I   in   I'    über,    so    ist   Itj'  =  3ß'^,    und    folglich    ist    5p'    ebenfalls    ein 
Weierstrafs  -  Pimkt. 

Eine  Transformabion  des  Gebildes  in  sieb  läfst  daher  entweder  die 
Weierstrafs -Punkte  fest  oder  vertauscht  sie  miteinander.  Es  seien  nun 
'^i,  ^2>  -  ■  ■  ^v  die  sämtlichen  Weierstrafs -Punkte;  betrachten  wir  dann 
nur  diejenigen  Transformationen,  welche  diese  Punkte  in  Ruhe  lassen, 
so  ist  es  klar,  dafs  diese  ebenfalls  eine  Giruppe  nnd  zwar  eine  in  der 
Torigen  enthaltene  Untergruppe  U  bilden.  Ist  aber  V  eine  Trans- 
formation, welche  eine  Vertanschung  der  Weierstrafs -Punkte  zur  Folge 
hat,  und  U  ein  Element  der  Untergruppe  U,  so  bringt  das  Produkt 
y  =  JJV  dieselbe  Permutation  der  Weierstrafs -Punkte  hervor,  wie  Y 
allein.  Sind  umgekehrt  V  und  V  zwei  Abbildungen,  welche  dieselbe 
Permutation  der  Weierstrafs -Punkte  bewirken,  so  bleiben  diese  bei  der 
Operation  V'V~^  fest,  und  folglich  ist  Y'V~^  ein  Element  U  von  U, 
also  V'=  UV.  Uiebt  es  also  zu  einer  bestimmten  Permutation  der  Weier- 
strals-Punkte  überhaupt  eine  Transformation  Fdes  Gebildes  in  sich,  so 
erhält  man  alle  von  der  gleichen  Beschaffenheit,  indem  man  V  mit  allen 
Elementen  der  TJntei^ruppe  U  zusammensetzt,  und  zwar  ergiebt  sich  so 
jede  Transformation  nur  einmal.  Da  es  aber  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Permutationen  der  Weierstrafs -Punkte  giebt,  so  folgt  jetzt,  dafs  die 
Gruppe  @  gleichzeitig  mit  der  Untergruppe  U  endlich  oder  unendlich 
ist.  Wir  können  aber  leicht  zeigen,  dafs  V.  überhaupt  nur  aus  einem 
einzigen  Elemente,  nämlich  der  identischen  Abbildung  E,  oder  allen- 
falls ans  zweien  besteht,  und  damit  ist  der  angekündigte  Satz  bewiesen. 
Ist  nämlich  das  Gebilde  nicht  hyperelliptisch  und  S  eine  Trans- 
formation desselben  in  sich,  welche  die  Weierstrafs -Punkte  fest  M'st, 
so  sei  ^  ein  von  den  Weierstrafs -Punkten  verschiedener  Punkt,  ?|J'  sein 
Bildpuntt.  Konstruieren  wir  nun  eine  Funktion  s  von  möglichst 
niedriger  Ordnungszahl  mit  dem  einzigen  Pole  5ß,  so  ist  diese  Ordnung 
nach  S.  493  gleich  ß  -H  1,  also 


und  diese  Funktion  geht  bei  der  Abbildung  über  in 

Nun  verschwindet  die  Differenz 

in  allen  Weierstrafs -Punkten,  weil  s  und  0'  in  ihnen  den  gleichen 
Wert  annimmt,  und  da  die  Zahl  dieser  Punkte  nach  S.  498  gröfser 
als  2(p  +  l)  ist,  so  würde  jene  Funktion,  wenn  $  und  ^'  verschieden 
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wären,   melir   Null-    als   Unendlichkeitsatellen    besitzen.     Folglich    ist 
^  =  ^',   und  da  ^  beliebig   ist,   so  ist  die  Abbildung  die  identische. 
Wenn  das  Gebilde  hjperelliptiscli  und  somit  durch  eine  Gleichung 
der  Form 

w^  -  e(«-ei)(3-%)  . . .  (s-fiap+ä) 

bestimmt  ist,  so  giebt  es  eine  von  der  identischen  E  verschiedene  Ab- 
bildung, bei  der  die  Weierstrafs- Punkte  fest  bleiben,  nämlich  diejenige, 
durch  welche  die  übereinanderliegenden  Punkte  der  zweiblättrigen 
Fläche  31,  zugeordnet  werden  und  für  die  somit 

ist.  Diese  ist  aber  auch  aufser  E  die  einzige;  denn  sind  Sß^  imd  ^^ 
irgend  zwei  übereinanderliegende  Punkte  von  SUs  und 

eine  Funktion  zweiter  Ordnung  mit  den  Polen  ^^  und  ^^g,  so  geht 
dieselbe  bei  der  Abbildung  über  in 

Die  Differenz 

verschwindet  in  den  2^  +  2  Weierstrafs -Punkten,  welche  hier  die 
Verzweigungspunkte  sind,  und  da  iäv  p>  1  stete  2 (f  +  1)  >  4  ist,  so 
müssen  |  und  |',  also  auch  s  und  s',  gleich  sein,  und  es  ist  also  auch 

Dann  ist  entweder  ^J  =  ^i,  ^a  =  ^ä,  also  die  Abbildung  die  identische, 
oder  ^I  =  ^s!^s  =  ^ii  ^^^o  ^^  Abbildung  durch  die  Zuordnung  je 
zweier  übereinanderliegender  Punkte  beider  Blätter  gegeben,  was  eben 
der  Inhalt  unserer  Behauptung  war. 

Somit  haben  wir  jetat  den  folgenden  Satz  bewiesen,  auf  den  wir 
später  in  anderem  Zusammenhange  zurückkommen: 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  ß  >  1   besitzt 
stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Transformationen   in  sich. 
Der  Satz  findet  aenie  Ergänzung  in  dem  spater  zu  führenden  Nachweise, 
dafs  für  ^  ■=  0   und  j)  =  1  die  Gruppe  der  Transformationen  des  Ge- 
bildes in  sich  kontinuierlich,  also  auch  unendlich  ist. 
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Projektionen  einer  Enrre  in  niedere  Räume.  —  Binfacli  und  mehrfach  über- 
deckte Projektionaknrven.  —  Die  Potenaeu  der  Differentialklasse  und  die  Dar- 
stellung ihrer  ganaen  Divisoren,  —  Satz  von  Noetkei.  —  Nicht -hjperelliptisclie 
Kfirpei'  TOm  Geachleehte  drei  und  vier.  —  Die  beiden  versebiedenen  Arten  von 
Körpern  des  Geschlechtes  vier.  —  Normalgleiohnngen  und  Moduln. 


Da  die  Hauptkurve  H  jedes  Körpers,  der  nicht  hyperelliptisch  ist, 
frei  von  Doppelpunkten  ist,  so  ergiebt  die  Übertragung  der  in  g  2  der 
siebenundzwanzigsten  Vor leeung  angewendeten  Methoden  auf  Kurven  im 
Kaame  von  p  —  1  Dimensionen,  dafs  für  ein  hinreichend  grofses  r  jeder 
ganze  Divisor  der  Klasse  W  als  ganze  homogene  Funktion  r'™  Grades  der 
Fundamenta.ldivi8oren  S5Jj,  Sß^, . . .  Sffij,  der  Klasse  W  dargestellt  werden 
kann.  Es  ist  nun  aber  sehr  bemerkenswert,  dafs  in  diesem  Falle  die 
untere  Grenze  für  den  Exponenten  r  die  kleinstmöghche  wird;  es  gilt 
also  der  folgende  Satz: 

Ist   der   Körper  K  nicht   hyperelliptiseli,    so   kann  jeder 
ganze   Divisor   der  Klasse   W  als   ganze  homogene  Funktion 
*■*"''  Grades   der   p  Fnndamentaldivisoren   der   Klasse    W  aus- 
gedrückt werden;  d.  h.   die  ganzen  Divisoren  einer  beliebigen 
Potenz  der  Klasse  TF  können  durch  Multiplikation  und  Addition 
der  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  selbst  erzengt  werden. 
Den   Beweis    dieses    von    Herrn    Noether*)   herrührenden   wichtigen 
Theorems  erbringen  wir  im  nächsten  Paragraphen.     In   diesem  woUen 
wir  ihn  dadurch  vorbereiten  und  ergänzen,   dafs  wir  einige  allgemeine 
Bemerkungen  über  die  Projektionen  der  Kurven  im  Räume  von  drei 
oder  mehr  Dimensionen  vor  auf  schicken  und  einen  hierauf  bezüglichen 
Satz  feststellen. 

Wenn  eine  Kurve  im  Räume  von  s  Dimensionen  (s  ^  3),  die  auch 
beliebige   Singularitäten    besitzen    kann,    durch    die    Gleichungen    ge- 
geben ist: 
1)  x,:x,i---:xr.!»:.+i-%,:%  ■.■■■:%■.  %+i, 

*)  Über  die  invariante  Darstellung  algebraischer  Funktionen.  Math.  Abu., 
Bd.  17,  S.  268—284  (1880). 
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SO  sind  Sil,  . .  .  ^')  5Is+i  ganze  teilerfremde  Divisoren  einer  Klasse  A 
des  Körpers 

Projizieren  wir  die  Knrve  von  einem  Punkte  P  mit  den  Koordinaten 
(a^, .  . .  a„  a,+i)  in  einen  Raum  von  n«r  s  —  1  Dimensionen,  so 
wollen  wir  die  Gleichungen  der  Projektion  aufstellen  nnd  untereuehen. 
Wenn  nun  ffl,_|_i  von  Null  Terschieden  ist  und  darum  =  1  gesetzt  werden 
kann,  so  sind 

Xl  —  aix,+i  =  0,    xs  -  aaXä+i  =  0, . . .  x,~  a,x,  +  i^  0 
s   linear    unabhängige    G-leichungen    ehener    Mannigfaltigkeiten,   weiche 
durch  P  hindurchgehen,  und  wir  hahen  somit,  um  die  Projekt ionskurve 
zu  erhalten,  die  zwischen  den  s  Funktionen 

bestehenden  homogenen  Gleichungen  zu  diskutieren,  also  das  algebraische 
Gebilde 

2)  g, :  I2 :  ■  •  ■ :  g.  =  9(i  -  a,  31.+ , :  %  -  «2  Sr.+ , :  ■  ■  ■ :  S(.  -  ö,  Sl,+ 1 

zu  untersuchen;  wenn  das  Projektionscentrum  speziell  der  Koordinaten- 
ectpunkt  P^  =  (0,  0, . .  .  0,  1)  ist,  so  lauten  die  Gleichungen  der  Kurve 

3)  x,:a:^-----a;,  =  \-%-----%- 

Die  tJntersucbang  irgend  einer  Projektion  der  Kurve  (1)  ist  daher 
völlig  äquivalent  derjenigen  einer  in  der  Schar  (Sti, . . .  STa,  Stj  +  i)  ent- 
haltenen Unterschar,  für  welche  die  Dimension  um  Eins  kleiner  ge- 
worden ist. 

Jedem  Punkte  der  Kurve  (1)  entspricht  ein  und  nur  ein  Punkt 
der  Projektionskurve  (2);  es  kann,  aber  bei  besonderer  Auswahl  des 
Centrums  P  eintreten,  dafs  die  umgekehrte  Beziehung  durchweg 
mehrdeutig  ist  und  daher  jeder  Punkt  der  Projektionskarve  die 
charakteristische  Eigenschaft  der  singulären  Stellen  besitzt,  einem  ganzen 
Divisor  aweiter  oder  höherer  Ordnung  des  Körpers  K  zu  entsprechen. 
In  der  That  werden  wir  z.B.  im  Falle  p  =  4  finden,  dafs  die  Haupt- 
kurve, welche  eine  ßaumkurve  sechster  Ordnung  ist,  unter  gewissen 
Bedingungen  von  einem  bestimmten  Punkte  aus  als  dreifach  überdeckter 
Kegelschnitt  projiziert  werden  kann,  und  somit  jedem  Punkte  der 
Projektion  drei  der  Hauptkurre  entsprechen.  Solche  mehrfache 
Überdeckungen  durch  Projektion  können  natürlich  auch  in  höheren 
Räumen  eintreten:  wir  wollen  aber  den  für  unsere  Zwecke  notwendigen 
Nachweis  führen,  dafs  es  stets  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Pro- 
jektionscentren dieser  besonderen  Eigenschaft  giebt. 
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Nehmen   wir  jetzt   die  Gleichungen   der  Projektionskarre   in  der 
spezielleren  Form  (3)  an  und  betrachten  den  zugehörigen  Körper 

80  ist  h  entweder  mit  K  identisch   oder  ein  Unterkörper  von  K.     Im 
ersteren  Falle  ist  -^^   eine  rationale  Funktion  der  Quotienten 


und  die  Beziehung  zwischen  der  ursprünglichen  und  der  Projektions- 
kurve daher  umkehrbar  eindeutig;  im  anderen  ist  -^^  nur  eine  alge- 
braische Funktion  jener  Quotienten  und  genügt  also  einer  irreduktibeln 
Oleichnng  n^""  Grades: 

"'(T?)'+«-C-r)'"'  +  -+ «'TT +  «•  =  "' 

deren  Koeffizienten  dem  Körper  k  angehören;  dann  ist  jene  Beziehung 
v-deutig,  und  die  Projektion  der  Kurve  (i)  liefert  eine  v-fache  Über- 
deckung  der  Kurve  (3).  Wir  wollen  den  letzteren,  allgemeineren  Fall 
voraussetzen  und  die  Kurven  untersuchen,  deren  Projektionacentren  die 
Punkte  der  Umgebung  von  Pg  sind.  Hierbei  nehmen  wir  zunächst 
%  =  cSj  =  0  an  und  beschränken  also  das  Projektionscentrum  auf  eine 
durch  Ff,  gelegte  ebene  Mannigfaltigkeit  Slt,-s  von  s  — 2  Dimensionen, 
also  z.B.  im  Falle  s  =  3  auf  eine  Gerade  (vgl.  S.  478). 

Wählen   wir   als   die   unablüingige   Variable   des   Körpers   K   die 
Funktion 


deren    Ordnung    r    sein    möge,    und    bilden    mit    s  —  1    Parametern 

VgiV^, . .  .Ve,  J^j+i  die  Linearform 

4)  y^ ^^  ^      ^   ' 

so  folgt  aus  den  Betrachtungen  des  §  1  der  sechzehnten  Vorlesung,  dafs 
y  bei  unbestimmten  v  einer  irreduktibeln  Gleichung  r'""  Grades  genügt: 

F(y,x;v,)  =  (y-yi)(y-y^)  .  .  .(tl-yr)==0, 
deren  Koeffizienten  rational   von  x   und   ganz   und  homogen  von  den 
Parametern  v  abhängen.    Setzen  wir  aber  v,+i  =  0,  so  wird  i*'reduk- 
tibel  und  die  v'^  Potenz  einer  unzerlegbaren  Funktion 

F(y,  x;  v„...  v„  0)  =  {G(y,  x;  v„  . . .  «^y, 
denn  die  r  konjugierten  Werte  der  Funktion  y  zerfallen  zufolge  unserer 
Voraussetzung  in  Gruppen  von  v  Elementen  in  der  Art,  dafs  innerhalb 
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einer    Gruppe    die    Koeffizienten    von    t\, . . .  v,    einander    gleich   und 
nur   die   Koeffizienten   Yon   v.j^i   verschieden  sind,  nnd  für  «j+i^O 
werden  also  je  v  solche  Elemente  eiaander  gleich. 
Setzen  wir  in  die  Gleichung 

F{y,  x;  V.)  =  0 

für  y  eöinen  Wert  (4)  ein  und  entwickeln  nach  Potenzprodukten  Ton 
Vj,  . . .  V,,  Va+i,  so  mufs  jeder  Koeffizient  zufolge  der  bestehenden 
algebraischen  Beziehungen  verschwinden;  diese  Identität  mufs  also  auch 
bestehen  bleiben,  wenn  wir  sie  nach  einer  der  Unbestimmten  Vt 
differenzieren,  iind  durch  dieses  schon  auf  S.  241  bei  einer  ähnlichen 
Untersuchung  benutzte  Verfahren  können  wir  die  GrÖfsen  —  selbst  als 
rationale  Funktionen  von  x  und  y  bestimmen.     Wir  erhalten  so 


?^l^  +  ?^' &/-;-.)  = 


hierbei  bedeutet  F'  {y,  x\  Vt)  die  Ableitung  von  F  nach  y,   die  Gröfsen 

^'  iVu  35;  Vi)  -  (yi  ~  1/a)  ■  ■  ■  {Vi  -  V,  -i)  (j/i  -  Vr) 
und 

sind  also  als  Differenzenprodukte  von  y^y^-  ■  -yr  darstellbar,  und  das 
zweite  von  ihnen  ist  in  x  und  den  Parametern  v^,  v^, .  .  .  Vg,  Wj-j-i  rational. 
Nehmen  wir  jetzt   zwischen   den  Gröfsen  v  eine  lineare    homo- 
gene Beziehung  an: 

durch  welche  wir  den  letzten  Parameter  v^+i  eliminieren  können,  und 


'-2"" 


in  y  und  die   Gleichui^en  (4)  und  (5)   ein,   so   erhalten  wir  y  =  (/("', 
wobei 


ist,  und 


8y  (/',»■,»,) 
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In  diesem  Ausdruclc  treten  aber  auTser  x  =  -^  nur    nocli   die  _s  - 
Funktionen  _  . 


und  die  s  Parameter  v^,  v^, .  . .  v,  auf;  wenn  also  bei  dieser  Substitution 
der  Nenner  oder  aueli  das  Differenzenprodukt 

NF'  (yf\x;  Vi)  =  n  (y<fi)  -  yf) 
für  unbestimmt  bleibende  »g, .  . .  v^  nicht  versehwindet,  so  können  wir 
nachträglich  diese  Gröfsen  auch  so  spezialisieren,  dafs  jener   Quotient 
nicht   illusorisch   wird,    und    somit  als    rationale    Funktion    der 

In  diesem  Falle  ist  also  zufolge  der 
die  Beziehung  zwischen  der  gegebenen 
Kurve  (1)  und  der  Projektion  (2)  vom  Centrum  P=(0,  0,  Og,  a^,  ■  ■  ■  »»,  1^) 
ar^  eine  umkehrbar  eindeutige. 

Für  alle  diejenigen  Projektionscentren  P,  für  welche  mehrfache 
Überdeckung  eintritt,  versehwindet  daher  die  Diskrimiuante 

D  =  NF'  (i),  X,  vi) 
identisch  durch  die  Substitution  (6),  sie  enthält  also  dann  einen  linearen 
Faktor  mit  konstanten  Koeffizienten; 

(tgVg  4-  «i«!  H h  0.a^h  +  ^a  +  l- 

Die  Diskrimiuante  D  besitzt  aber  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Linear- 
faktoren mit  konstanten  Koeffizienten,  und  folglich  kann  man  stets  in 
der  Mannigfaltigkeit  SR,_a  um  P,,  ein  endliches  Gebiet  so  abgrenzen, 
dafs  in  ihm  kein  weiteres  Projektionscentrum  gelegen  ist,  für  welches 
sich  mehrfache  Überdeckung"  ergiebt.  Da  aber  3)1,— s  eine  beliebige 
durch  Pq  hindurchgelegte  ebene  Mannigfaltigkeit  war,  so  folgt  in  der 
That,  dafs  Projektionseentren  mit  mehrfacher  Überdeckung  überhaupt 
nur  vereinzelt  auftreten  und  darum  nur  in  endhcher  Anzahl  vorhanden 
sein  können. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  eine  Folge  von  Projektionen  unserer 
Kurve  (l)'zu  betrachten,  wobei  daa  Centrum  P  immer  auf  die  proji- 
zierte Kurve  selbst  fallen  soU.  In  diesem  Falle  besitzen  die  s  Divisorön 
der  ersten  tJnterschar  (2) 

Sti-«iS(.+  i,    Sra-«a5(,+i,  ...9t,-a,3l,  +  i 
einen    gröfsten    gemeinsamen    Teiler,     und    zwar    ist     derselbe     von 
V"'  Ordnung,   wenn  P  ein  ^--facher   Punkt  der  ursprünglichen  Kurve 
ist  (vgl.  S.  467).     Wir   können  aber,   da   die  Kurve  nur  eine   endliche 
Anzahl  von  Siugularitäten  besitzt,   stets  auf  unendlich   viele  Arten  er- 
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zielen,  dafs  fc  =  l  wird;  femer  können  wir  nach  dem  eben  bewiesenen 
Satze  auch  bewirten,  dafs  die  Projektion  eine  einfache  ist  und  darum 
ehenfalla  wieder  nur  eine  endhche  Anzahl  von  singulären  Stellen  besitzt. 
Daher  läi^st  sich  auch  stets  ein  zweites  "Projektionaeentrum  auf  der 
Kurve  (2)  so  bestimmen,  dsfs  die  zweite  Unterschar  nur  einen  gröfsten 
gemeinsamen  Teiler  zweiter  Ordnung  und  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  Singularitäten  erhält,  und  durch  Fortsetzung  des  Verfahrens  er- 
halten wir  achliefshch  eine  (s  —  1)*' Unterechar  (_9t',  91")  mit  nur  zwei  Ele- 
menten, deren  gröfster  gemeinsamer  Teiler  genau  von  der  Ordnung 
s  —  1  ist.  Es  gilt  also  folgender  Hilfseatz,  der  im  nächsten  Abschnitte 
zur  Anwendung  kommt: 

In  jeder  primitiven  Schar  ganzer  Divisoren  von  der 
Dimension  s  +  1  kann  man  stets  zwei  Elemente  91',  91"  finden, 
so  dafs  ihr  gröfster  gemeinsamer  Teiler  3)  genau  von  der  Ordnung 
3  —  1  und  jedes  durch  ®  teilbare  Element  der  Schar  eine 
Linearform  von  9t',  91"  ist. 
Spricht  man  den  Satz  in  dieser  Form  aus,  so  ist  die  frühere  Ein- 
schränkung (s^3)  der  positiven  Zahl  s  nicht  mehr  erforderlich. 

§  2. 
Um  jetzt  das  Theorem  auf  S.  502  zu  beweisen,  ermittehi  wir  vor 
allem  die  Dimension  der  Klasse  W .    Da  die  Ergänzungsklasse  von  W', 
d.  i.  W~'-''~^\  eine  negative  Ordnung  hat,  falls  r  >  1  ist,  so  liefert  der 
Riemami-Rochsche  Satz  einfach 

1)  {T7'"S  ^2r{p-l)-p  +  l^  (2r-  l)(p-  1)         ('■  >  !)■ 
Bilden  wir  andererseits  die  sämtlichen  verschiedenen  Produkte,  welche 
aus  je  r  der  Fundamentaldivisoren  SS^,  ^j, . . .  2Bj,  zusammengesetzt  sind; 

2)  28^'äß;'. . .  2Ö>  iK  +h+---  +  }ip  =  r), 
so  ist  deren  Anzahl  bekanntlich 

,  p(ß  +  lU£+3)^^-^r~l) 

'^^^  1-2-3 r'  ' 

Man  sieht  nun  zui^chst  leicht,  dafs  die  zweite  Anzahl  nie  kleiner 
als  die  erste  ist.     Denn  es  ist  zunächst  für  »-  =  2: 

ij,(j,  +  l)_3(y-l)-](l,-2)(y-3); 

femer  ist  für  »•  >  2  und  p  =  3: 

"^fiTT^^  -  2 (ä»-- 1)  -  4 (••  +  1) (•■  +  2)  ~  2 (2>- - 1) 

_i(,._2)(r-3), 
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und  wenn  msm  schlielsHeh  von  p  zu  ^  -f  1  fortschreitet,  so  wächst  die 
Binomialzahl  (2  a)  um 

(g  +  l)(j,  +  2),.,(p  +  .-^l)  ^  r  (r  +  1) 


die  Dimensionazaht  (1)  aber  nur  um  2r  —  1,  so  dafs  sogar  der  Unter- 
schied zwischen  beiden  Zahlen  sehr  bald  eine  grofse  Zahl  wird.  Kann 
man  daher  in  der  Schar  (2)  (2r  —  1)  {p  —  1)  Divisoren  ausfindig 
machen,  zwischen  denen  keine  lineare  homogene  Relation  besteht,  so 
ist  damit  unser  Satz  bewiesen,  und  es  kommt  also  nur  darauf  an 
nachzuweisen,  dafs  eine  derartige  Auswahl  stets  möglich  ist.  Wir 
werden  nun  in  dieser  Weise  zuerst  die  Fundamentalsysteme  für  die 
beiden  Klassen  W^  und  W^,  und  sodann,  nachdem  dies  geschehen  ist, 
in  sehr  einfacher  Weise  durch  vollständige  Induktion  ein  Fundamental- 
system für  eine  beliebige  Potenz  W^  aufstellen. 

Zu  diesem  Zwecke  wählen  wir  in  der  Schar  der  ganzen  Differential- 
teiler auf  Grund  des  Satzes  des  vorigen  Abschnittes  zwei  Divisoren 
SäJi,  SBg  so  aus,  dafs  ihr  gröfster  gemeinschaftlicher  Teiler  %  genau 
von  der  Ordnui^  p  —  2  ist.     Setzen  wir  also 

3)  3Bj  =  siaJi,  asäs  =  §ta3ä, 

so  sind  SSj  und  SS^  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren  einer  Klasse  S, 
deren  Er^nzungsklasse  die  Klasse  Ä  von  Sl  ist,  so  dafs 

W=AB 
ist.     Femer  ist  die  Dimensionszahl 

4)  {B\  =  j5)  -  2, 

denn  nach  jenem  Satze  sind  alle  durch  %  teilbaren  ganzen  Divisoren 
der  Klasse  W  Linearformen  von  SS^  und  33^.     Es  ist  also 

(B)-(8„S8,) 
eine  primitive  Klasse  der  Dimension  zwei   und   der   Ordnung  p,    und 
es  ergiebt  sieh  beiläufig  der  Satz: 

In  jedem  Körper  K  vom  Geschlechte  p,  der  nicht  byper- 

eUiptiseh  ist,  giebt  es  unendhch  viele  Funktionen  «  =  -sr  "S"«!! 

genau  p^"  Ordnung. 
Für    die    Dimension    von   A    erhalten   wir   hingegen   auf  Grund    des 
E-iemann-Rochschen  Satzes 

tdeo 

6)  Ml-1, 
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es  giebb  also  in  der  Klasse  A,  abgesehen  Ton  Proportionalitätafaktoren, 
nur  den  einzigen  ganzen  Divisor  31. 

Wir  wählen  jetzt  noch  in  der  Klasse  W  einen  dritten  ganzen  und 
zu  91  teilerfremden  Divisor  ^3,  was  stets  auf  mannigfaltige  Art  ge- 
schehen kann,  und  bilden  nunmehr  folgendes  System  von 

p  +  {p-i)  +  (jp~2)  =  d{p-i) 

Divisoren 


Wir  behaupten,  dafs  dieses  System  linear  unabhängig  und  also 
ein  Fundamentalsystem  für  die  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W^  ist. 
Würde  mmlicK  eine  Relation  der  Form 


,+^hm,m+'^c,^ 


bestehen,  so  wäre  die  letzte  der  drei  Summen  durch  Sl  teilbar,  da 
3Bi  und  3S2  den  gemeinsamen  Teiler  91  besitzen,  und  da  21  und  SB,  zu 
einander  teilerfremd  sind,  so  müfste  auch  die  Summe 


den  Faktor  SC  enthalten.  Da  aber  die  Gesamtheit  der  in  der  Klasse  Tl^ 
enthaltenen  und  durch  91  teilbaren  Divisoren  durch  die  Schar  (SB^,  SBj) 
gegeben  ist,  so  mnfs  notwendig 

Ca  =  C4  =  ■  ■  ■  =  Cj,  =  0 

sein.  Hiernach  könnte  die  zwischen  den  Divisoren  (6)  angenommene 
lineare  Relation  nur  von  der  Form  sein: 


und  es  wäre  also 
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Da   aber  58i  imd  58^   keinen  gemeinsamen  Teiler  haben,   so   kann 
e  derartige  Gleichung  nur  in  der  Weise  erfüUt  sein,  dafe 


^«.3».  =  + 9t«, 


ist,  wo  ?I  einen  ganzen  Divisor  von  A  bedeutet  und  daher  zufolge  der 
Grieichuiig  (6)  dem  Teiler  %  proportional  ist.    Man  erhält  also 

folglich  nach  (3): 

«,Si  +  «sSa  +  ■  ■  ■+  «pSfflj,  -  c2Ö,  =  0, 

und  hier  müssen  zufolge  der  ersten  Gleichung  \f  . . .  \y  c,  zufolge  der 
zweiten  alsdaDn  %,  o,%,  .  ■  ■  «p  Null  sein.  Damit  ist  in  der  That  be- 
wiesen, dafs  die  Divisoren  (6)  ein  Fundamentalsystem  für  die  Klasse  W^ 
bilden. 

Um  jetzt  in  analoger  Art  ein  Fundamentalsystem  für  die  Klasse 
W^  aufzustellen,  verfahren  wir  folgendermafsen.  Bezeichnen  wir  kurz 
das  Pundamentalsystem  (6)  für  die  Klasse  W^  mit  (S^)  "md  bilden 
wir  die  beiden  Systeme 

7)  2ßi-(@,)    und    SS     (®,) 

so  gehören  diese  Divisoren  sämtlich  dei  KHs  e  II  an  nie  stellt 
der  erste  Komplex  ein  Fuudamentaisyste  n  1  r  1  ejeu  g  ganzen  D  - 
soren  der  Klasse  TT*  dar,  welche  Multipla  von  Sb  nd  v  hienl  1er 
zweite  Komplex  dieselbe  Beziehung  zu  dem  D  v  s  Ä.  hit  Denn 
die  Dimension  jeder  dieser  beiden  TJnterscharen  der  Klasse  T^"'  ist  gleich 

und  es  wird  also  jede  der  beiden  Unterscharen  durch  die  linearen  Verbind- 
ungen der  Divisoren  (7)  erschöpft.  Der  gröfste  gemeinsame  Teiler  beider 
Unterscharen,  d.  i.  die  Gesamtheit  der  in  beiden  enthaltenen  Elemente, 
wird  somit  von  denjenigen  ganzen  Divisoren  der  Klasse  W^  gebildet, 
welche  sowohl  durch  3Bi  als  auch  durch  ^g,  also  auch  durch  ihr 
kleinstes  gemeinsames  Vielfaches 
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teilbar  sind.     Die  Dimension  dieser  neuen  Unterechar  ist,  wenn  M=^ 
die  Klasse  des  Divisors  3K  bedeutet: 


[^]  =  (17^1  -2p-  3. 


Dalier  kann  man  die  beiden  Scliaren  (7)  auch  so  transformieren,  dafs 
jedes  der  beiden  Fundameutalsysteme  die  2p  —  3  durch  501  teilbaren 
Divisoren  enthält: 

39,  ■  (@,)  =  (m&„ . . .  aft®ap_3, 3Si§„ . . .  a3,§^) 
9Sa  ■  (®a)  =  (aJt®i.  ■  ■  ■  aÄ®2p-3,  sß.Su . . .  aB,s,), 

und   wenn   man   nunmehr   diese   beiden   Fundamentalsysteme   zu    dem 
neuen  Systeme  von  4 j>  —  3  Elementen: 
8)        (9M®„  . . .  Wi(B,^-.„  Sßi§i, . . .  Si§p,  SßjS,, . . .  B,Sp), 
vereinigt,   so  tann  zwischen  diesen  keine  lineare  homogene  Relation 
stattfinden.     Denn  bestünde  eine  Gleichung  der  Form 

so  würde  der  Divisor 

!,  SB,  3, +•••+;,»,  3, 

sowohl  durch  SG3^,  als  auch  durch  SB^,  also  auch  durch  9)f  teilbar  sein, 
und  da  alle  Multipla  von  9Ji  in  der  Klasse  W^  als  lineare  Funkfcionen 
von  W®,, .  .  .  9)E®äj>-8  darstellbar  sind,  so  mufs 

sein;  dann  aber  müssen  auch  die  Koeffizienten  ff  und  h  verschwinden. 
Die  sämtlichen  Divisoren  der  Reihe  (8)  haben  den  Teiler  91,  und  sie 
bilden  auch  ein  Fundamenfcalsystem  für  die  ganzen  Divisoren  der 
Klasse  W^,  welche  Muitipla  von  91  sind,  denn  die  Dimension  dieser 
Schar  ist 

Fügen  wir  nun  zu  den  Divisoren  (8)  noch  die  p  —  2  Divisoren 

hinzu,  so  bilden  (8)  und  (9)  zusammengenommen  ein  System  von 

(4j>^3)  +  (y-2)-5(p-l) 

linear  unabhängigen  Divisoren  der  Klasse  W^,  also  ein  Fundamental- 
system  dieser   Klasse.     Würde   mmlich   zwischen   ihnen   eine    lineare 
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homogene  Relation  bestehen,  so  wäre  eine  lineare  Verbindung  der 
Divisoren  (9): 

ft,3g3Sfß^  +  c.mim^  +  ■■■  +  c^aß^sSj, 

durcli   %   teilbar,    und   da   SSj   und   %   teüerfrerad    sind,    so    müfste 

anch  Cj335aH h  tj,5Bp   den  Teiler  9t  haben,   was  nicht   möglich  ist, 

wenn  nicht  alle  Koeffizienten  c  verschwinden.  Hiernach  sind  jetzt 
auch  die  FnndaraentaldiYisoren  der  Klasse  W^  als  ganze  homogene 
Funktionen  dritten  Grades  von  Sßäj,  Süj, . . .  Mp  dargestellt. 

Um  jetzt  schliefslich  in  derselben  Weise  »nch  ein  Fundamental- 
Bystem  für  die  Klasse  W ''  aufzustellen,  nehmen  wir  unseren  Satz  bereits 
für  die  Klassen  W^,  W^, . . .  W,  wo  r  ^  3  ist,  als  bewiesen  an  und 
zeigen  sodann  seine  Richtigkeit  für  W"^^.  Es  seien  SSÖe  und  3S^ 
irgend  zwei  ganze  teilerfremde  Divisoren  der  Klasse  W  und  es  sei 
(@,)  das  System  der  (2r  —  l)  {p  —  1)  Fundameutaldivisoren  der 
Klasse  W"^.   Bilden  wir  dann  die  beiden  Reiben 

10)  m.-CBr)    und     9B^  ■(©.), 

so  gehören  die  Elemente  dieser  Systeme  zur  Klasse  W'"^^  und  sind 
ganze  homogene  Funktionen  (r  +  1)'"  Ordnung  von  SÖJ^,  S^, . . .  2Sj,. 
Soll  nun  ein  Divisor  zu  jeder  der  beiden  Scharen  (10)  gehören,  so 
mufs  er  sowohl  durch  SBJo  als  auch  durch  SB^,  also  da  9B„  und  Sffi^ 
teilerfremd  sind,  auch  durch  ihr  Produkt  teilbar  und  somit  in 
der  Schar 

11)  2S„Sßä^-(©,„i) 

enthalten  sein;  die  Dimension  dieser  Unterschar  ist,  da  r—  1  >  1  ist, 
{2r—Z){p  —  l).  Vereinigt  man  jetzt  die  beiden  Scharen  (10)  in  der 
Art,  dafs  ihr  gröfster  gemeinsehaftlieher  Teiler  (11)  nur  einmal  auf- 
tritt, so  erhält  man  im  i 


2(2r-l)(y-l)-(2.--ä)(y-l)  =  (2.-+l)(j)^l) 

linear  unabhängige  Elemente,  und  diese  bilden  also  ein  Fundamental- 
system  der  Klasse  W'"^^.  Damit  ist  der  am  Anfange  des  vorigen 
Paragraphen  aufgestellte  Satz  la  allen  seinen  Teilen  bewiesen. 


Wir  wollen  jetzt  die  gewonnenen  Resultate  für  die  niedrigsten 
hier  in  Betracht  kommenden  Geschlechtszahlen  j>  =  3  und  ß  =  4 
spezialisieren  und  hieran  einige  Fo^erungen  knüpfen,  welche  eine 
spätere  allgemeine  Untersuchung  vorbereiten. 
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Die  Hauptkurve  H  eines  Körpers  vom  Geschleehte  drei  ist  nach 
den  Ergebnissen  des  vorigen  Kapitels  eine  singularitätenfreie  ebene 
Kurve  vierter  Ordnung 

1)  F^{.^i,x^,x^  —  (i, 

und  diese  Grleicliung  wird  also  durch  die  Substitution 

2)  a^i :  a^  :  fljj  =  2i3i :  Ss :  S, 

identisch  befriedigt.  Dieses  Resultat  wird  aber  in  anderer  Weise 
durch  den  Satz  von  Noether  bestätigt;  denn  bildet  man  die 
y(j-+l)(r  +  2)  Potenzprodukte  der  Dimension  r: 

m"^  Sa'  3S3'  {\^\^\^r), 

so  giebt  es  unter  ihnen  nach  S.  512  2(2r— 1)  linear  unabhängige, 
während  die  übrigen 

».  =  iC-'  +  iX-'  +  a) -2(2>--i)  -  i(>-2)(>--3) 

lineare  Funktionen  von  jenen  sind;  ebenso  grofa  ist  also  auch  die 
Anzahl  der  linear  unabhängigen  homogenen  Grleiehungen  i-*^'  Ordnung 
zwischen  den  Divisoren  SSijSffijjSBg,  Da  aber  ^^=1  ist,  so  existiert 
eine  Gleichung  vierter  Ordnung  F^  =  0  zwischen  ihnen,  und  um  die 
sämtlichen  Gleichungen  *■'"  Ordnung  za  erhalten,  hat  man  F^  mit  den 
Potenzprodukten  der  Dimension  (r  —  4)  zu  multiplizieren,  deren  Zahl  ja 
gerade  y  (r  —  2)  (r  —  3)  ist. 

Umgekehrt  hat  eine  doppelpunktfreie  Kui-ve  vierter  Ordnung 
F^ix^,  x^,  X3)  =  0 
nach  der  Gleichung  (3a)  auf  S.  427  das  Geschlecht  drei,  und  die  adjungierten 
Kurven  {n  —  3)"^'  Ordnung,  deren  Sehnittpunktsysteme  den  Differential- 
teilem  erster  Gattung  entsprechen,  sind  die  Geraden  der  Ebene.  Geht 
man  also  von  einer  beliebigen  derartigen  Gleichung  aus,  so  bat  man 
auch  umgekehrt 

Die  Untersuchung  der  projektiven  Eigenschaften  der  ebenen  Kurven 
vierter  Ordnung  ist  hiernach  völlig  äquivalent  der  Analyse  beliebiger 
nicht  hyperelliptischer  Körper  vom  Geschlechte  drei,  weil  alle  derartigen 
Körper  auf  eine  Gleichung  der  Form  (1)  bezogen  werden  können. 
Nun  enthält  aber  jene  Gleichung  -r-^  ^=  15  Konstanten,  und  da  man 
die  Yftriahehi  noch  einer  beliebigen  linearen  Transfonnation  unter- 
werfen kann,  so  sind  von  jenen  Konstanten  nur  15  —  9  =  6  wesentlich. 
Diese    sechs    wesentlichen   Konstanten,    welche   je    nach    der    Auswahl 

Bensel  u,  Lanasborg,  AlgeliriiiBolis  Fonktionfra  oto.  33 
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jener  Transformation  m  Terscluedenei  Foim  m  die  Knef&zieuten  dfi 
Gleicliung  (1)  eintreten  können,  cliaiaktciisiereu  d,bei  die  Klasse  des 
algeWaiBeKen  Geljildes  und  heilsen  nach  Rieniiun  die  Moduln  der 
Klaese.  Zwei  GeLilde  mit  yerschiedenen  Moduln  '■md  nimlich  im  aU 
gemeinen  nicht  ineinander  birational  tiansfoimieibai,  weil  einer  solchen 
Transformatdon  nach  b.  484  eme  lineare  Substitution  der  Vanabeln 
*ij^)%  entspricht,  die  zugehörigen  Hauptkurven  also  durch  Koilinea- 
tion  auseinander  hervorgehen  müfsten. 

Ein  derartiger  Körper  enthält  lieine  Funktionen  zweiter,  wohl 
aber  unendlich  viele  von  der  dritten  Ordnung.  Legt  man  nämlich  durch 
einen  beliebigen  Punkt  ^  der  Hauptkurve  zwei  Geraden,  so  entsprechen 
ihren  Sehnittpunkteystemen  zwei  ganze  Divisoren  5ßj  und  SB^  der  Klasse  W, 
deren  grölster  gemeinschaftücher  Teiler  der  Primdivisor  ^  ist;  folglich  ist 

a!8,  =  3ß?t„     SB,  =  ^9(5, 
wo  Vti  und  2ta  teilerfremd  sind,  und 


ist  eine  Funktion  dritter  Ordnung.  Umgekehrt  aber  erhält  man  auch 
alle  derartigen  Funktionen  s  des  Körpers  auf  diesem  Wege.  Nimmt 
man  nämlich  0  in  der  reduzierten  Form  ^  an  und  bezeichnet  die 
Klasse  des  Zählers  und  Nenners  mit  A,  so  hat  A  die  Ordnung  drei,  und 
ihre  Dimension  ist  gleich  zwei.  Denn  gäbe  es  in  Ä  aufeer  2t,  und  SIg 
noch  einen  dritten  linear  unabhängigen  ganzen  Divisor  Wg,  so  könnte 
man  in  A  noch  zwei  verschiedene  ganze  Divisoren  finden,  welche 
einen  beliebigen  Primteiler  Cl  haben,  und  deren  Quotient  wäre  eine 
Funktion  zweiter  Ordnung;  der  Körper  wäre  also  entgegen  unserer 
Annahme  hypereUiptisch.     Ist  nun  P  die  ErganzungskLasse  von  A: 

BD  hat  diese  die  Ordnung  eins,  und  für  ihre  Dimension  ergiebt  sich  nach 
dem  Riemann-Rochschen  Satze 

also 

iPi-i. 

Es  giebt  also,  abgesehen  von  Proportionalitätsfaktoren,  je  einen  und 
nur  einen  ganzen  Divisor  der  Klasse  W,  welcher  durch  Stj  resp,  21^ 
teilbar  ist,  und  wenn  man  nunmehr 

setzt,  so  entsprechen  den  Teilern  Sßjj  und  SB^  zwei  Geraden,  welche 
sich  auf  der  Kurve  in  ^  schneiden. 
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Diese  Resultate  fassen  wir  in  dem  Satze  zusammen: 

In  jedem  nicKt  hyperelüptischen  Körper  YOm  Geschleehte 
drei  giebt  ea  unendlicli  viele  Divis orenltlassen  von  der  Ordnung 
drei  und  der  Dimension  zwei,  nämlich  die  ErgänzungsMassen 
aller  derjenigen,  welche  durch  einen  Primdivisor  bestimmt 
sind;  es  gieht  also  auch  unendlich  viele  Punktionen  dritter 
Ordnung.  Die  Anzahl  der  Moduln  derartiger  Körper  ist  gleich 
sechs,  und  es  gieht  aufser  den  hyperelliptischen  keine  weiteren 
Abarten  algebraischer  Gebilde  vom  Geschleehte  drei, 


94. 

Die   Hauptkurve  H   eines  Körpers    vom  Geschleehte  vier  ist  eine 
doppelpunktfreie  Eaumkurve  sechster  Ordnung: 

Bildet  man  die  (l+Jl(^_+A^r±i)  =  (*'  +  ^)  Poteuzprodukte  der  Dimen- 
sion r: 

SS';'  ml'  2Ö3*  m'i'        (k +k+ \ + \ = »■) . 

so  sind  nach  dem  Satze  des  §  2  3(2*-  — 1)  unter  ihnen  linear  an- 
abhängig; es  bestehen  also 

unabhängige  Relationen  r'"'  Ordnung  zwischen  den  Fundament aldivisoren 
der  Klasse  W,  und  ebenso  grofs  ist  (vgl.  S.  475)  die  Dimension  der 
Schar  von  Flächen  r*'"'  Ordnung,  welche  die  Hauptkurre  enthalten. 
Da  nun  Tu^I,  ^^3  =  5  ist,  so  geht  durch  die  Kurve  eine  einzige 
Fläche  zweiter  Ordnung: 

2)  F^(x^,x^,Xi,x;)  =  0, 

und  zu  den  zerfallenden  Flächen  dritter  Ordnung,  welche  aus  jener 
hervorgehen: 

3!iFj=0,    x^F^^O,    x^I^  =  0,    x^F^  =  0, 

tritt  noch  eine  weitere,  die  Kurve  enthaltende  iriä.che;  ihre  Gleichung  sei 

3)  F,{x„x^,x^,x;)  =  0. 

Da  der  Schnitt  der  Flächen  i^^  =  0  und  F^  =  Q  von  sechster  Ordnung 
ist,  so  ist  er  mit  der  Hauptkurve  identisch  und  diese  also  stets  als 
Tollatändiger  Schnitt  von  nur  zwei  Fachen  darstellbar. 
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Dieses  letzte  E«Bultat  kann  noch  auf  anderem  Wege  bestätigt 
werden.  Bedeuten  nämlicli  Ur—s  nnd  Ur~s  irgend  zwei  Formen 
(r  —  2)*''"  und  (r  ~  3)*°'  Ordnung  yon  x^^,  x^,  x^,  x^  und  bildet  man  die 
Fläche  r""  Ordnung 

so  geht  dieselbe  offenbar  durch  die  Kurve  hindurch.  Sind  aber  zwei 
derartige  Flächeu  identisch,  ist  also 

ür^^Fi  +  Ur-^Fi  =  v;-iF^  +  D";_3i*3, 

so  folgt  aus  der  G-leichung 

(Z7;_B-(7r_a).FB  =  -  {JJ}-^-V,^^)F^, 
dafs  die  erste  Differenz  durch  F^,  die  zweite  durch  F^  teilbar,  dafs  also 

ist,  wo  (Tr— 5  eine  quaterr^re  Form  der  (r  —  5)*^"  Ordnung  bedeutet. 
Um  daher  die  Dimension  der  Fläehenschar  (4)  zu  erhalten,  hat  man 
von  der  Gesamtzahl  der  in  ?7r— s  und  Urs  auftretenden  Konstanten 
die  Zahl  der  Koeffizienten  von  (?r_5  in  Abzug  zu  bringen  und  erhalt  so 


'■tv©-ri')- 


Diese  Zahl  ist  aber  gleich  t,-,  weil,  wie  eine  leichte  Rechnung  ergiebt: 

ist.  Hieraus  folgt,  dafs  in  der  Schar  (4)  alle  die  Hauptkurve  H  ent- 
haltenden Flächen  r'^"^  Ordnung  auftreten  und  dafs  die  Kurve  also  auch 
der  vollständige  Schnitt  der  Flächen  2^2  =  0  und  F^=^0  ist. 

Anderei^eits  hatten  wir  auf  S.  466  für  das  Creschleeht  der  Schiiitt- 
kurve  einer  Fläche  ^"^  und  v*^''  Ordnung  die  Formel 

gefunden,  und  es  ist  also,  wenn  ;i  =  2,  f  =  3  ist,  J)  =  4.  Die  Unter- 
suchung derjenigen  Körper  vom  Geschlechte  vier,  welche  nicht  bjper- 
eUiptisch  sind,  ist  also  vÖlUg  äquivalent  der  Ergründung  der  projek- 
tiven Eigenschaften  der  Raumkurven  sechster  Ordnung,  welche  der 
Schnitt  zweier  Flächen  von  zweiter  und  dritter  Ordnung  ohne  besondere 
Lageubeziehungen  sind. 

Um  hierdurch  einen   tieferen  Einblick  in  den  Aufbau  der  Körper 
des  Geschlechtes   vier  zu   erhalten,  betrachten  wir  zuvörderst   die  ein- 
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deutig  bestimmte  Fläche  zweiter  Ordiiimg  genauer,  welche  die  Haupt- 
kurve enthält,  Diese  kann  entweder  eine  ordinäre  Fläche  oder  ein 
Kegel  sein.  Diesen  beiden  Möglichkeiten  entsprechend,  erhalten  wir 
zwei  verschiedene  Arten  von  Körpern,  die  beide  nicht  byperelliptisch 
sind  und  in  ihren  Eigenschaften  erhebliehe  Unterschiede  aufweisen. 

In  dem  ersten  Falle  können  wir  die  Gleichung   der  Fläche  durch 
Transformation  auf  die  Form  bringen 


und  sie,  da  es  auf  Realitätsuntersuchungen  hier  nicht  ankommt,  als 
Hyperboloid  interpretieren.  Ein  solches  besitzt  bekanntlich  zwei 
Scharen  @,  und  ©^  von  Geraden,  von  denen  die  erste  durch  die 
Gleichungen 

x^  —  Ix^^  0,    «g  —  Xx^  =  0, 
die  zweite  durch 

Xj  —  ftXg  =  0,       «3  —  iKX^  =  0 

gegeben  sind.  Zwei  Geraden  einer  Schar  liegen  nie  in  einer  Ebene; 
wenn  aber  die  beiden  Geraden  {X)  und  (ji)  verschiedenen  Scharen  an- 
gehören, 80  liegen  sie  in  der  Tai^entialebene 

x^  —  Xx^  —  fo;g  +  X^ix^  =  0, 
und  ihr  Schnittpunkt  ist  durch  die  Gleichungen  gegeben: 

aii :  Xg :  3^3 :  iE^  =  A  ^  :  f( :  A  :  1 ; 
durch  jeden  Punkt  der  Fläche  geht  also  je  eine  Gerade  beider  Scharen. 
In  diesem  Falle  können  wir  also  die  quadratische  Relation  zwischen 
den  vier  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W  durch  Transformation  auf 
die  Form  bringen: 


Bezeichnen  wir  nun  den  grölsten  gemeinsamen  Teiler  von  Sö^  und  3 
mit  %  und  setzen  wir 


so  sind  58  und  S'  relativ  prim,  und  folglich  ist 

wo  auch  %'  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  der  zu  %  teilerfremd  sein 
raufs,  weil  W  sonst  keine  primitive  Klasse  wäre. 
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Die  Klassen  Ä  und  .ß  von  (31,  21')  und  (Sß,  SS')  sind  Ergimzungs- 
klassen; 

W=AB, 

und  da  ihre  Ordnungen  zusammen  gleich  sechs  sind,  so  mafs  jede 
gleich  drei  sein;  denn  wäre  das  nicht  der  Fall,  so  wäre  die  Ordnung 
einer  der  beiden  Klassen,  z,  B.  von  Äj  Heiner  als  drei,  der  Quotient  -^ 
also  eine  Funktion  zweiter  oder  erster  Ordnung,  was  nicht  sein 
kann.  Die  Dimension  jeder  der  beiden  Klassen  ist  gleich  zwei;  denn 
würde  z.  B.  die  Klasse  Ä  =  (9(,  St')  noch  einen  dritten  linear  un- 
ablmngigen  Divisor  S£"  enthalten,  so  könnte  man  in  ihr  noch  zwei  ver- 
schiedene Divisoren  bestimmen,  welche  einen  Primteiler  O  enthalten, 
und  ihr  Quotient  wäre  also  eine  Funktion  zweiter  Ordnung. 

Die  beiden  Klassen  A  und  B,  die  beide  die  Ordnung  drei  und 
die  Dimension  zwei  haben,  sind  aber  stets  voneinander  verschieden. 
Denn  wäre  A  =  B,  also 

(3t,Sl')  =  (^-®'). 
so  würden  Gleichungen  der  Form  bestehen: 

Dann  aber  wäre 

9958'  =  «2Bs  +  ^SQ3,  =  yS^  +  ^S„ 

und  es  wären  also  die  Divisoren  SSi,  Sßjg,  SBg,  SJ^  nicht  voneinander 
linear  unabhängig. 

Die  so  bestimmten  ausgezeichneten  Divisorenklassen  A  und  JB, 
welche  f  den  Äufl  de«  K  ^er^  v  n  entscheidender  Bedeutung 
sind,  stel  en  n  engsten  7usi  n  enl  anf,e  n  t  den  Geraden  des  Hyper- 
boloides    Betia  btet  n  an  na    1  ch   len  fe  hnitt  einer  Tangentialebene 

mit  der  Kuive,  so  lautet  der  zugeordnete  Divisor 

m,  ~  A3S3  -  ^203  -f  A^aB^  =  (2t  -  ^91')  (SS  -  m'); 

derselbe  zerfällt  also  in  zwei  Faktoren,  von  denen  der  erste  der  Klasse  A 
angehört  und  nur  von  dem  Parameter  fi  abhängt,  während  der  zweite 
in  B  enthalten  und  nur  von  X  abhängig  ist.  Legt  man  also  durch 
eine  Gerade  (X)  der  ersten  Seha.r: 

das  Ebenenbüschel,  so  bleibt  der  Divisor  dritter  Ordnung  SS  —  AS' 
fest;  die  Gerade  mufs  also  eine  Trisekante  der  Raumkurve  sein,  deren 
Schnitt  durch  ©  —  Aifl'  gegeben  ist,   und  jeder   ganze  Divisor   von  B 
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entspricht  einer  und  nur  einer  Geraden  der  Schar  @j.  Ebenso  gehört 
zu  jeder  Geraden  der  Schar  'B^: 

Xj  —  fia^  =  0,     iCg  —  f  *4  =  0, 
ein  und  nur  ein  ganzer  Di-rieor  der  Klasse  J.,  mmlich  St  —  ftSl'. 

Durch  jeden  Punkt  Sß  der  Hauptkurve  gehen  somit  zwei  ver- 
schiedene, niemals  zusammenfallende  Trisekanten,  welche  den  beiden 
Ger  adenscharen  des  Hyperboloides  zugehören;  projiziert  man  also  die 
Kurve  von  ^  aus  auf  eine  Ebene,  so  ist  die  Projektion  eine  Kurve 
fünfter  Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten.  Umgekehrt;  mufs  eine  Tri- 
aekante  der  Raumkurve  ganz  auf  dem  Hyperboloide  gelegen  sein,  weil 
sie  mit  ihm  drei  Punkte  gemein  hat.  Äufser  den  Geraden  der  beiden 
Scharen  ©^  und  ©^  giebt  es  also  keine  weiteren  Trisekanten  der  Raumkurve, 

Hieraus  folgt  auch,  daXs  es  aulser  den  Klassen  A  und  S  keine 
anderen  giebt,  welche  die  Ordnung  drei  und  die  Dimension  zwei 
haben.  Ist  rä,mlieh  Q  eine  solche  Klasse,  und  D  =  ^ßi^a^g  einer  ihrer 
ganzen  Divisoren,  so  ergiebt  sieh  aus  dem  fiiemann-Eochschen  Satze 
als  Dimension  der  Ergänzungsklasse  yon  Ot 

folglich  giebt  es  zwei  veraehiedene  gaaze  Differentialteiler  SB  und  33', 
welche  dvircli  O  teilbar  sind.  Die  drei  Punkte  ^^,  ^^j,  ^j  der  Haupt- 
kurve liegen  somit  in  den  beiden  Ebenen,  welche  den  Divisoren  2B  und 
5BJ'  entsprechen,  also  auch  in  ihrer  Schnittgeradeu,  d.  h.  sie  sind  die 
drei  Schnittpunkte  einer  Trisekante  der  Kurve;  folghch  ist  in  der  That 
Q  =  A  oder  g  =  B. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  auf  Grund  des  gewonnenen  Ein- 
blicks in  die  Struktur  des  Körpers  eine  Normalgleichung  von  möglichst 
einfacher  Gestalt,  ähnlich  wie  im  Falle  ß  =  3,  zu  bestimmen.  Bilden 
wir  die  beiden  Funktionen  dritter  Ordnung 


6) 


SO  ist  der  Köi-pev  K(x,y)  mit  dem  gegebenen  Körper  ä'(ä;,  w)  identisch. 
Denn  ans  dem  Pundamentalsatze  auf  S.  237  folgt  zunächst,  dafs  wir  x 
als  unabhängige  Variable  wählen  können  und  dafs  jede  zweite  Variable  y 
einer  bestimmten  Gleichung  dritten  Grades  genügt: 

F{(c,  y)  =  a^(x)y^  +  <h{x)y^  +  «i(«)y  +  «(,(*)  =  0, 
deren  linke  Seite  entweder  irreduktibel  oder  eine  Potenz  einer  irreduk- 
tibeln  Funktion  ist.     Träte   nun   die  zweite  Möglichkeit  für  y  '=  y  ein 
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und  wäre  also  der  Korper  K{x,  y)  nur  ein  Unterkörper  von  K(s,  m), 
80  würde  B{x,y)  die  dritte  Potenz  einer  Linearfunktion  von  y: 

also  y  =  ^7-T  eine  rationale  Funktion  von  x  sein  müssen.  Da  aber  y 
ebenfalls  Yon  dritter  Ordnung  ist,  so  müfste  jene  rationale  Funktion 
linear  sein: 

"        yx  +  ä  fi-r  >^ 

also  wäre  für  ZUliIer  und  Nenner  von  y. 

S8'=  731  +  031', 
dies  aber  ist  unmöglicli,  weil  die  Klassen  Ä  und  S  Terscliieden   sind. 
Es   bestellt   also   in   der  Th&t   zwischen  x  und  y  eine  irreduktible 
Gleichung 
6)  F(x,  y)  =  a,{xyf  +  a,{x)f  +  a,{x)y  +  a,(x)  =  0, 

welche   in  jeder   der  beiden  Variabehi  Tom  dritten  Grade  ist,  so  dafs 

ay{x)  =  CsyX^  +  c%,x^  +  d^x  +  Co»  {v  =  l,  2,  S) 

ist.  Die  geometrische  Bedeutung  dieser  Gleichung  ist  nunmehr  leicht 
featausteUen.     Erteilt  man  nämhch  der  Variabein  x  den  Wert  (t,  so  ist 

und  es  wird  also  hierdurch  eine  bestimmte  Gerade  (fi)  der  Schar  ©^ 
ausgewählt.  Diese  schneidet  die  Kurve  in  drei  Punkten,  durch  welche 
drei  bestimmte  Geraden  (X^,  (^j),  (A3)  der  Schar  ©^  gehen,  und  für 
diese  ist 

y  =  ^^Xi  (i  =  i,  2,  3). 

Die  Kurve  vermittelt  also  auf  dem  Hyperboloid  eine  (3,  3)-deutige 
Beziehung  zwischen  den  Geraden  der  beiden  Scharen,  vmd  diese  wird 
durch  die  Gleichung  (6)  gegeben.  Diese  Zuordnung  ist  von  ganz  ähn- 
licher Beschaffenheit  wie  die  allgemeine,  welche  wir  auf  S.  368  be- 
sprochen haben,  nur  dais  die  zugeordneten  Geraden  hier  nicht  die 
Strahlen  zweier  Büschel  der  Ebene,  sondern  der  beiden  Geradenscharen 
des  Hyperboloides  sind. 

Gehen  wir  jetzt  umgekehrt  von  einer  Gleichung  der  Form  (5)  aus, 
80  stellt  dieselbe  zufolge  der  Formel  (6)  auf  S.  385,  wenn   die  Koeffi- 
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zienten   c,,r   keiner    besonderen    Bedingung    unterworfen    werden,    ein 
i  Gebilde  YOm  GescMeclite  vier  dar,  weil  m=^n  =  3,  also 


j,_(„,_l)(„-.l)  =  4 

ist.    Die  zu  einem  eolehen  Gebilde  gehörigen  vier  linear  unabhüngigen 
Differentiale  erster  Gattung  haben  nach  S.  415  die  Form 
dx  dx  dx  dx 

^y^W'    ^"'di^'    y^w'    ~dF~' 

dy  dy  dy  ~S^ 

und  die  entsprechenden  DÜferentialteiler  sind,  da  S)  =  1,  also  nach  S.  384 

oy 
ist,  der  Eeihe  nach 

3(58,    %W,    W^,    W^', 
also 

SS,  :  Sg  :  Ss ;  2Si  =  3195  :  SIS8'  :  91'  33  :  2t'  SS' 
oder 

wodurch  wir  genau  wieder  zu  den  Formeln  zurückgelangen,  von  denen 
wir  ausgegangen  aiad. 

Daher  werden  durch  die  Ulpichung  (6)  bei  allgemeinster  Auswahl 
der  KoefBzienten  c^t  auch  alle  algebiaischen  Gebilde  des  Geschlechtes 
vier  gegeben,  deren  Hauptkuive  auf  einer  ordinären  P!üiche  zweiter 
Ordnung  liegt,  und  sie  kann  somit  als  Kormalgleichung  zu  Grunde 
gelegt  werden.  Die  Anzahl  der  m  ihr  auftretenden  wiUkörhchen  Kon- 
stanten kann  dadurch  noch  verringert  werden,  dafs  jede  der  beiden 
Variabein  x  und  y  einer  beliebigen  linearen  gebrochenen  Substitution 
unterworfen  wird,  da  z,  B.  die  Transformation 

nur  einer  Transformation  der  Grunddivisoren  3(  und  SU'  der  Klasse  A  in 

I  =  «91 +  1331' 

3('  =  y9t-fa91' 
entspricht.  Daher  können  von  den  15  Koeffizienten  2-3  =  6  gleich 
eins  angenommen  werden;  die  übrigen  9  Koeffizienten  aber  sind  wesent- 
licher Natur,  weil  für  einen  Körper  der  hier  untersuchten  Art  die 
Klassen  A  und  B,  und  bei  geeigneter  Normierang  auch  die  Funk- 
tionen X  und  y  eindeutig  bestimmt  sind,  und  können  daher  als  die 
Moduln  der  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  betrachtet  werden. 
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Es  ist  mmmeiii-  auch  leicht,  die  öleichuag  eiuer  irreduktibeln 
Fläche  dritter  Ordnung,  welche  die  Kurve  enthält,  in  Tetraeder- 
koordinaten aufzustellen.  Dieselbe  geht  sofort  aus  der  Kormal- 
gleichung  (6)  hervor,  wenn  man  von  den  Gloiclrnngen  (5)  Gebrauch 
macht,  und  ein  PotenzproduM  xi"f  durch 


-^' -r      oder     — 

ersetzt,  je  nachdem  fi  +  i"  ^  3  oder  >  3  ist.    Man  erhält  so,  wenn  man 
mit  t\  heraufmultipliziert,  die  Gleichung 

"^C^rX^  XlO^-l-^  -^"^C^^Xf  +  ^-^xl-'-xl-^'         (!•."  =  (t.l.a.a); 

ea  ist  also 

F^  (Xi,  x^iXf,,  x^)  =  Coo«!     +  ColX^xI     +  c^xlx^     +  Cflga^ 


Wenn   die  Obei^fläche   aweiter   Ordnung,   welche    die   Hauptkurve 
H  enthält,   ein  Kegel  ist,   so  können  wir  ihre  Gleichung  in  der  Form 
annehmen: 
1)  ^jajj  —  ct^  =  0, 

indem  wir  die  Spitze  des  Kegels  als  Eckpunkt,  zwei  Tangential- 
ebenen (x^  =  0  und  x^  =  0)  und  die  Polarebene  ihrer  Schnittgeraden 
(x^  =  0)  als  Seitenebenen  des  Koordinatentetraedera  wählen.  Die  zwischen 
den  Fundamentaldivisoren  der  Klasse  W  bestehende  quadratische  Relation 
lautet  aladann 
Ift)  2ÖiSb-2B^  =  0 

und  enthält  hiernach  den  Teiler  SB^  überhaupt  nicht. 

Aus  dieser  Gleichungsform  folgt  aber  leicht,  dafa  die  drei  Divisoren 
SJj,  S3äa,  SBb  sich  in  die  folgende  Gestalt  setzen  lassen  müssen: 

wenn  3)1  ihren  gröfsten  gemeinsamen  Teiler  und  Sl  und  W  zwei  ganze 
teilei-fremde  Divisoren  bedeuten.     BÜdet  man  nämhch  die  Funktion 
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WO  der  letzte  Brueh  reduziert  sein  soll,  so  folgt,  dale  der  Divisor  M^, 
weil  er  als  Zähler  und  als  Nenner  auftritt,  sowohl  durch  91  als 
auch  durch  §1',  also  auch  durch  das  Produtt  SI2t'  teilbar  sein  mufs. 
Setzt  man  aber  58^=  3n?t9I',  so  ergiebt  sich  in  der  That  äS^-Sß9l^ 

Für  die  Ordnung  ^  und  «  der  Divisoren  M  und  §1  hat  man  die 
Grleichung 

und  da.  a  dpr  Gfrad  der  Funktion  x  und  somit  gröfser  als  zwei  sein 
mufs,  6o  \',i  notwendig  «  =  3  und  ^  =  0.  Folglich  ist  notwendiger- 
weise SR  =i  1,  die  Divisoren 

3)  2öi  =  Si^    S,  =  9t9(',    m,  =  %" 

haben  also  keinen  gemeinsamen  Teiler,  und  es  ist,  wenn  A  die  Klasse 
von  31  und  ^'  bedeutet: 

W=äK 

Die  Dimension  von  Ä  ist,  wie  ganz  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitt 
(8.  518)  bewiesen  wird,  gleich  zwei. 

Die  Divisoren  der  Klasse  A  entsprechen  genau  den  Schnittpunbt- 
systemen  der  Kegelkanten,  welche  zugleich  Trisekanten  der  Ranm- 
kurve  sind.  Legt  man  nämlich  durch  die  Kegelspitze  eine  beliebige 
Ebene 

so  wird  der  Schnitt  mit  der  Kurve  durch  den  Divisor  sechster  Ordnung 

bestimmt,  und  dieser  kann  als  binäre  quadratische  Form  von  9t,  91' 
stete  als  ein  Produkt 

dargestellt  werden,  dessen  Faktoren  den  beiden  in  jener  Ebene 
liegenden  Kegelkanten  entsprechen.  Daher  trifft  in  der  That  jede 
Kante  die  Kurve  in  drei  Punkten,  und  der  hierdurch  bestimmte  Divisor 
gehört  der  Klasse  Ä  an. 

Während  wir  also  im  vorigen  Abschnitte  zwei  verschiedene 
Klassen  A  und  B  von  der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei 
erhielten,  so  ergiebt  sich  hier  nur  eine  und  diese  ist  ihre  eigene  Er- 
gänzungsklasse. Die  hier  untersuchten  Körper  können  daher  als  eine  Aus- 
artung der  vorher  behandelten  ordinären  Körper  betrachtet  werden, 
bei  welcher  die  beiden  ausgezeichneten  Klassen  A  und  B  in  eine  zu- 
sammengefallen sind.  Dem  entspricht  es,  dafs  der  Kegel  als  eine  Aus- 
artung des  Hyperboloides  aufgefafst  werden  kann,  bei  welcher  die 
beiden  Ger  adenscharen  in  eine  einzige  übergegangen  sind.    Daher  giebt 
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es  in  diesem  Falle  überhaupt  keine  zweite  Klasse  Q  mit  der  Ordnimg 
drei  und  der  Dimension  zwei;  denn  man  beweist  genau  wie  auf  S.  519, 
dals  jeder  ihrer  Divisoren  D  einer  Trisekante  der  BaumkurTe  zu- 
geordnet und  folglich  Q==^  A  sein  nmfs. 

Aus  diesem  Grunde  haben  wir  hier  auch  nur  eine  Klasse  von 
Funktionen  dritter  Ordnung,  welche  durch  die  Gleichung 

*  ~  ra>  +  S 
gegeben  sind,  während  vorher  noch  eine  zweite  derartige  Funktionen- 
Masse  auftrat.  Dieser  Umstand  hat  aber  die  wichtige  Folge,  dals  hier 
eine  ganz  andere  Form  der  Normalgleichung  aufgestellt  werden  mufs 
und  die  hier  betrachteten  algebraischen  Gebilde  sich  somit  der  für 
ordinäre  Körper  geltenden  Normalgleichung  entziehen. 

Es  liegt  nahe,  zur  Bildung  jener  Gleichung  den  vierten  ganzen 
Divisor  2Bi  der  Klasse  W,  der  bisher  noch  nicht  in  Rechnung  gezogen 
wurde,  hinzuzunehmen  und  zur  Konstruktion  einer  Funktion  sechster 
Ordnung 

zu  verwenden.  Hierbei  ist  äÖ^  nicht  völlig  bestimmt  und  durch  den 
drei  willkürliche  Konstanten  enthaltenden  Divisor 

ersetzbar,  wodurch  y  in 

y  =  y  +  i-^x^  +  k^x-'r  ^s 
übergeht. 

Da  die  Funktion  y  nur  für  die  drei  Primfaktoreu  ^i,  ^^i  ^a 
von  St'  von  zweiter  Ordnung  uuendlieh  wird,  so  ist  sie  eine  ganze  Funktion 
von  X  und  besitzt  für  (x  =  oo)  drei  Reihenentwiekelungen  der  Form 
5)  i/i  =  e^x^  +  ■■■,    y^=esx^  +  ---,    y^  =  e^x^  +  ■  ■  ■, 

■welche  nach  ganzen  Potenzen  von  —  fortschreiten.  Hierin  sind  die 
Anfangskoeffizienten  e^,  e^,  ßg  voneinander  verschieden,  denn  wäre  z.  B. 
e^  =  ^,  so  würde  die  Funktion 

in  ^ßi  und  ^^  nur  von  erster  Ordnung  unendlich  werden,  und  es  wäre 
ako  ihr  Zähler  durch  ^^^^  teilbar.  Dann  aber  würden  in  dem  Fun- 
damentalsystem  der  Klasse  Wi 

alle  Elemente  anfser  dem  ersten  den  Divisor  zweiter  Ordnung  ^^^^ 
besitzen,  was  nach  dem  auf  S.  487  bewiesenen  Satze  nur  bei  hyper- 
elliptischen Körpern  eintreten  könnte. 
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Bilden  wir  hiernach  die  symmetrischen  Elementarfunktionen  von 

ff  =  j/i  +  «/a  +  j/a,  «  =  ViVi  +  ViVt.  -t-  y^y%)   -  ^  =  Viy^Vz, 

80  sind  dies  ganze  li'unktionen  von  x,  deren  Grade  resp.  gleich  2,  4 
und  6  sind.  Da  wir  femer  zu  y  eine  ganze  Funktion  Kweiten  Grades 
beliebig  hinzufügen  können,  so  wird  die  erate  Funktion,  wenn  wir  y 
durch  y  —  \  ersetzen,  gleich  Null,  während  die  anderen  beiden  die 
Form  erhalten: 

ß  =  ß„  +  K^a:  +  . . .  +  K,3^,    h  =  fi^^ß^x^ h  k^^- 

Die  so  erhaltene  Normalgleiehung 

6)  y-i  +  ay  +  h^Q 

besitzt  die  Diskrirainante 

A  -  -  (ft  -  »,)'  (ft  -  »s)'  (ft  -!/.)"  =  4»'  +  21 V, 
eine  ganze  Punktion  zwölften  Grades,  deren  höchster  Koeffizient  nach 
der  Bemerkung  des  TOrigen  Absatzes  von  Null  verschieden  ist. 

Die  Normalgleichung  (6)  enthält  5  +  7  =  12  Konstanten;  wenn 
man  aber  in  der  Klasse  A  an  Stelle  von  31  und  31'  ein  anderes  Fun- 
daraentalsjstera  einführt  und  sodann  den  Divisor  9B^  wieder  so  be- 
stimmt, dafs  der  Koeffizient  von  y^  fortfällt,  so  werden  die  Variabeln 
einer  birationaleu  Transformation  der  Form 

unterworfen,  und  da  wir  hier  vier  willkürliche  Konstanten  zur  Ver- 
fügung haben,  so  behalten  wir  in  der  Normalgleiehung  bei  solcher 
Formänderung  nur  12  —  4  =  8  wesentliche  Konstanten  übrig,  welche 
die  Moduln  der  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  sind. 

Gehen  wir  jetzt  umgekehrt  von  einer  Gleichung  der  Form  (6) 
mit  beliebig  gewählten  Koeffizienten  aus,  so  kann  man  leicht  zeigen, 
dafe  das  Gebilde  das  Geschlecht  vier  und  alle  hier  vorausgesetzten 
Eigenschaften  besitzt;  die  Koeffizienten  der  Gleichung  brauchen  also 
keinen  weiteren  Bedingungen  unterworfen  zu  werden.  In  der  That, 
wendet  man  die  auf  S.  199  flg.  für  Gleichungen  dritten  Grades  ge- 
gebenen Regeln  an,  so  ergiebt  sich,  daCa  die  Riemannsche  Fläche  in 
den  zwölf  Nullpunkten  der  Diskriminante  A  eine  einfache,  für  (a;  =  oo) 
aber  keine  Verzweigung  besitzt;  hierbei  ist  es  wesentlich,  dafs  A  lauter 
einfache  Wurzeln  hat  und  wirklich  vom  zwölften  Grade  ist,  eine 
Voraussetzung,  welche  bei  nicht  speziell  ausgewählten  Koeffizienten 
stets  erfüllt  ist.     Daher  ist  w  =  12,  also 

l,  =  |--„  +  l_4. 
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Da   ferner   die    Derivirte  -^  in   den   Verzweigungspunkten   in    erster 
Ordnung  verschwindet,  für  die  drei  UnendliehkeitsEtellen  von 
_  ^ 

aber  einen  Poi  vierber  Ordnung  besitzt,  so  hat  sie  die  Divis orendar Stellung : 

dF  _  3^ 
also  ist  das  Differential 

und  somit  von  der  ersten  Gattung.     Vergleicht  man  diese  Pomiel  mit 
der  allgemeinen 

8F    '^  S         ' 

welche   auf  S.  384   zur   Definition   des  Divisors  S)   der  Doppelpunkte 
aufgestellt  wurde,  so  ergiebt  sich,  da  n^,  =  21',  11^  =  31'^  ist,  da,fe 

35=21''' 
ist;  die  Kurve  besitzt  also  bei  (a;=oo)  eine  Singularität,  die  sieh  bei 
näherer  Untersuchung  als  ein  dreifacher  Selhstberührungspunkt  erweist, 
d.  i.  ein  Punkt,    in  welchem    drei   Zweige   mit  gemeinsamer  Tangente 
zusammenlaufen. 

Bilden  wir  sclüiefslich  die  vier  linear  unabhängigen  Differentiale 
erster  Gattung 

3    da;  dx  dx  dx 

^  ~8F~'     *"^""'     '"dTl'     ^~SF~' 

dy  dy  dy  dy 

so  sind  die  zugehörigen  Divisoren 

wodurch  wir  auch  hier  genau  auf  die  Ausgangs  gleich  ungen  (3)  und  (4) 
zurückkommen.     Kehren  wir  also  jetzt  zur  Hauptkurve 

zurück,  so  erkennen  wir,  dafs  sie  aufser  auf  dem  Kegel 

auch    noch   auf   einer    Oberfläche    dritter    Ordnung    hegt,    als    deren 
Gleichung  sich  vennoge  (6)  ergiebt: 
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zunäclist  als  binäre  Formen  vif^itei  und  sechstpi  Ordnung  von  9t  uod  %' 
erscheinen;  diese  aber  können  leicht  m  temdie  Formen  zweiter  resp. 
dritter   Ordnung   von  2B^,  SK^jäö,  nm^efoimt  werden;   es   ist  nämlich 

+  (3^.S,3,  +  ß^^im  +  ftSB». 

Das    Hauptresultat    dieses    und    des    TOrigen   Paragraphen    fassen  - 
wir  in  folgendem  Satze  zusammen: 

Es  giebt  zwei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Körpern 
des  Geschlechtes  vier,  welche  nicht  hyperelliptisch  sind.  In,  den 
Körpern  erster  Art  giebt  es  zwei,  in  den  fwideren  eine  einzige 
Divisorenblasse  von  der  Ordnung  drei  nnd  der  Dimension  zwei, 
und  dalier  in  jenen  zwei  verschiedene,  in  diesen  nur  eine 
Klasse  von  Funktionen  dritter  Ordnung.  Diesen  beiden  Fällen 
entsprechend  erhält  das  algebraische  Gebilde  verschiedene 
Normalfonnen,  von  denen  die  erste  neun,  die  zweite  nur  acht 
wesentliche  Konstanten  oder  Moduin  besitzt. 
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Kiassen  algebraiscbei-  Gleiettmgea!  ilire  Moduln,  —  Honnalgleichungen,  —  Batio- 
nale, elliptische,  hyperelliptiache  Gebilde.  —  Zahl  ihrer  Moduln.  —  Die  rationalen 
und  elKptischen  Gebilde  besitaeu  uaendlich  Tiele  Transformationei!  in  sich.  —  Die 
Zahl  der  Moduln  eines  aUgemeincn  Körpers  vom  Geschlechte  p  ist  gleict  Zp  —  3, 

§  1- 

Wir  keliren  jetzt  noeb  einmal  zum  Begriff  der  umkehrbar  ein- 
deutigen Transformation  zurück,  der  in  der  sechzelinten  Vorlesung 
eingeführt  und  erklärt  wurde,  um  ihn  mit  Hilfe  des  jetzt  erlangten 
Einblicke  in  die  Natur  der  algebraischen  Gebilde  noch  weiter  zu 
entwickeln  und  für  einige  neue  Problemstellungen  zu  verwenden. 
Wenn  wir,  wie  auf  S.  237,  den  Körper  K(^,  u)  durch  zwei  in  ihm 
enthaltene  Punktionen  x  und  y  in  den  mit  ihm  identischen  Korper 
K(x,  y)  transformieren,  so  bestehen  zwischen  den  Gröfsen  s  und  u 
einerseits  und  x  und  tf  andererseits  die  beiden  Gleichungen 

/(s,m)=0  und  F(x,y)=0, 
und  die  beiden  hierdurch  definierten  algebraischen  Gebilde  sind  um- 
kehrbar eindeutig  aufeinander  bezogen.  Da  zwei  derartige  algebraiaehe 
Gebilde  für  viele  Fragen  als  vöUig  gleichwertig  zu  betrachten  sind,  so 
rechnen  wir  alle  ineinander  transforraierbaren  Gleichungen  mit  Riemann 
in  eine  Klasse  und  charakterisieren  die  Klasse  durch  eine  der  in  ihr 
entbaltenen  Gleichungen  (vgl,  S.  484). 

Da  aber  die  Auswalü  der  Gröfsen  x  und  y  eine  aufserordenÜich 
grofse  Willkfir  enthält,  so  wird  es  darauf  ankommen,  so  zu  verfahren, 
dafs  die  Funktionen  x  und  y  innerhalb  des  Körpers  K  invariante  Be- 
deutung haben  und  also  durch  bestimmte  von  der  Wahl  der  Ausgangs- 
gleichung unabhängige  Bedingungen  charakterisiert  werden  können. 
Eine  solche  Gleichung  der  Klasse  F(x,  y)  =  0  nennen  wir  eine  Normal- 
gleichung; sie  enthält,  wenn  das  Geschlecht  p  und  die  etwaigen 
Besonderheiten  des  Körpers  K  gegeben  sind,  eine  bestimmte  Anzahl 
stetig  veränderlicher  und  voneinander  unabhängiger  Parameter,  welche 
die  Moduln  der  Klasse  genannt  werden;  diese  Moduln  sind 
Invarianten  iu  dem   Sinne,  dafs  algebraische  Gebilde  derselben  Klasse 
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in  Normalgleichimgen  mit  gleichen  Moduln  transformiert  werden  können 
und  dafs  Normalgleiciiungen  mit  Yereohiedenen  Moduln  im  allgemeinen 
nicht  ineinander  übergeführt  werden  können.  Eine  der  Hauptaufgaben 
besteht  aladann  darin,  bei  gegebenem  Geschlecht  die  Anzahl  der  Moduln 
zu  bestimmen;  die  Lösung  dieser  Aufgabe  fäUt  aber,  wie  wir  sehen 
werden,  verschieden  aus,  je  nachdem  wir  den  Körper  K  als  den  all- 
gemeinsten seines  Geschlechtes  voraussetzen  oder  ihm  spezielle  Eigen- 
schaften aufprägen,  die  er  im  allgemeinen  nicht  zu  haben  braucht, 
aber  in  besonderen  Fällen  erhalten  kann. 

Das  soeben  gekennzeichnete  Problem  ist  seiner  Natur  nach  nicht 
vollständig  bestimmt,  weil  es  der  Untersuchung  spezieller  Köi-per  einen 
gewissen  Spielraum  läfst;  seine  vollstJindigBte  Lösung  erbalten  wir, 
wenn  es,  ebenso  wie  bei  der  in  §§  3  und  4  der  vorigen  Vorlesung  durch- 
geführten Untersuchung,  gelingt,  ein  System  von  Normalgleichungen 
wirklich  herzustellen  und  durch  ihre  charakteristischen  Eigenschaften 
eindeutig  zu  definieren.  Während  wir  also  früher  aus  einer  gegebenen 
Gleichung  die  Eigenschaften  des  durch  sie  bestimmten  Körpers  er- 
schlossen haben,  so  handelt  es  sieh  hier  um  die  umgekehrte  Aufgabe, 
einen  Körper,  von  dem  das  Geschlecht  and  zuweilen  auch  eine  spezielle 
Eigenschaft  gegeben  ist,  durch  eine  Gleichung  zu  konstruieren. 

Wir  wollen  zunächst  die  Fälle  erledigen,  in  denen  der  Körper 
rational,  elliptisch  oder  hyperelliptisch  ist,  weil  das  Resultat  hier  ein 
besonders  einfaches  und  vollständiges  und  daher  für  alle  komplizierteren 
Verhältnisse  vorbildlich  ist.  Wenn  das  algebraische  Gebilde  f{is,  w)  =  0 
das  Geschlecht  Null  hat,  so  lassen  sich  die  GrÖfsen  g  und  u  nach  den 
Ausführungen  auf  S.  323  mit  Hilfe  einer  Funktion  i  des  Körpers  K  {s,  u), 
deren  Ordnung  gleich  eins  ist,  als  rationale  Funktionen  von  t  darstellen, 
und  es  ist  also; 

«_.•((),    «-f,(0. 

Ebenso  ist  für  ein  zweites  Gebilde  F{x,ii)  =^0  vom  Geschlechte  Null 

x-It{,),    J-B.W, 
wo  t  ebenfalls  eine  Punktion  erster  Ordnung  des  Körpers  K  {x,  y)  be- 
deutet.   Da  somit  t  und  r  beide  Funktionen  erster  Ordnung  sind,  so  mufs 
notwendig,    wenn   die   Gebilde   in   dieselbe   Klasse   gehören   und   also 

sein;  umgekehrt  können  aber  auch  offenbar  irgend  zwei  rationale  Ge- 
bilde durch  eine  derartige  Substitution  stets  ineinander  transformiert 
werden.  Da  nun  hierbei  drei  GrÖfsen,  nlmlich  die  Verhältnisse  a:ß:y:S, 
willkürlich  bleiben,  so  folgt  nicht  blofs,  dafs  irgend  zwei  Gleichungen 

Henaol  u.  Lanäalierg,  Algeliraisclie  l'unktioneu  oto.  34 
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Tom  Geschlechte  Null  in  dieselbe  Klasse  faUeii,  sondern  auch,  dais 
die  Überführung  beider  Gleichungen  durch  eine  dreifach  unendliche 
Schar  Ton  Transformationen  möglich  ist.  Die  Zahl  der  Moduln  ist  also 
gleich  Null;  femer  erhalten  wir  für  den  Fall,  dafs  die  beiden  Glöichnngen 
/■(s^m)  =  0  und  F(Xfy)  =  0  identisch  sind,  den  Satz: 

Jedes    algebraische    Gebilde    vom    Geschlechte  Null   kann 

durch  unendhcb  viele  Transformationen,  welche  von  drei  will- 

kurhehen   Parametern  abhängen,  in  sich,  also  auch  durch  oo^ 

Transformationen  in  jedes  andere  übergeführt  werden. 

Anstatt  jetzt  die  nächsten  Fälle  p  =  1  und  p  —  2  zu  untersuchen, 

können  wir,  ohne  die  Betrachtang  zu  komplizieren,  gleich  allgemeiner 

den  Fall   eines   hy  per  elliptischen   Gebildes  von  beüebigem   Geschlechte 

erörtern,   unter   welchen   sich,   wie   wir  wissen,  die  vorher  erwähnten 

Spezialfälle    subsumieren   lassen.     Ein    hyperelliptischer    Körper 

Geschlechte  p  ist  dadurch  charakterisiert,   dafs 

tion  3   von   der   zweiten    Ordnung   giebt.     Wählen  wi 

abhängigen  Variabeln,  so  können  wir,  wie  früher  bewi 

andere  Variable  u    so    wählen,    dafs    die   Gleichung   zwischen  u  und  s 

rein  quadratisch  und  u  eine  ganze  Funktion  von  s  wird: 

1)  «'-C(«-<!,)(8-0...(«-«=,  +  .)^ 

Für  die  Variable  m  gilt  dann  nach  S.  486  die  Divisorendarstelhmg 

^)  »  =  Ji. 

und  hierdurch  ist  offenbar  nach  Auswahl  von  g  die  Variable  u,  ab- 
gesehen von  einem  konstanten  Faktor,  völlig  bestimmt;  dieser  Faktor 
kann  dann  z.  B.  durch  die  Forderung  festgelegt  werden,  dafs  in  der 
Gleichung  (1)  die  Konstante  C  gleich  eins  werden  soll. 

Aufser  der  Variabein  g  giebt  es  in  dem  Körper  K(ß,  u)  noch 
unendlich  viele  andere  Funktionen  zweiter  Ordnung,  nämlich  alle 
Funktionen  der  Form 

d)  ^  yg  +  ö' 

wenn  a,  ß,  y,  d  irgendwelche  Konstanten  mit  nicht  vei'schwindender 
Determinante  sind.  Führen  wir  eine  solche  Funktion  s'  und  an  Stelle 
von  M  die  Funktion 


in  die  Gleichimg  (1)  ein,  so  geht  dieselbe  über  in 
1.)  »"  -  C  (2'  -  0  (^'  -<).,.  (3'  -  ei„+0. 
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wobei  die  VerKweigungawertc  e',  mit  den  eutsp  rech  enden  e^  durch  die 
Gleichung 

,        "'■■,  + P 

zusammenhängen.  Zwei  derartige  Gleichungen  (1)  und  (la)  gehören 
in  eine  Klasse,  und  da  hierbei  die  Verzweigungs werte  C/,  einer  linearen 
Transformation  unterworfen  ■werden,  so  sind  die  Doppelverhältnisse 

und  (h  =  4,  5,  ...ap-f  3) 

einander  gleich.  Wir  werden  nun  aber  umgekehrt  nachweisen,  dafs 
zwei  liyperelliptieche  Gebilde  (1)  und  (la)  nur  dann  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  werm.  die  Verzweignngswerte  so  angeordnet  werden  können, 
dafs  die  2p  —  1  Doppelverhältnisse  (ei^s^^/,)  ^^^  (^i^h^s^I)  einander 
gleich  sind  und  die  beiden  Gleichungen  also  durch  die  Substitution  (3) 
ineinander  übergehen. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  den  Zahler  und  den  Nenner 
von  s': 

und  die  zugehörige  Divisorenklasse  Ä.  Irgend  zwei  ganze  DiTiaoren  9t 
und  §('  dieser  Klaese,  welche  voneinander  linear  unabhängig  sind, 
z.  B.  jj  und  tts  oder  j,-  und  n,',  liefern  durch  ihren  Quotienten  -^p 
eine  Funktion  zweiter  Ordnung  des  Körpers.  Die  Klasse  A  hat  die 
Ordnung  zwei,  und  für  ihre  Dimension  hat  man  zunächst,  da  jj 
und  lij  linear  unabhängig  sind : 

1^1  J;  2. 

Man  sieht  aber  leicht,  dafs  hier  notwendig  das  Gleichheitszeichen 
stehen  mufs.  Es  gilt  r^imlich  allgemein  der  in  einzelnen  Fällen 
schon  früher  angewendete  Satz: 

Ist  s  =  -^   eine    Funktion    des    Körpers    von    möglichst 
niedriger  Ordnung  und  A  die  Klasse  ihres  Zählers  imd  Nenners, 
so  ist  die  Dimension  [A]  =  2. 
Denn  gäbe  es  in  der  Klasse  Ä  drei  ganze  linear  unabhängige  Divisoren, 
so  konnte  man  in  ihr  noch  zwei  Elemente  ?(j  und  'H.^  mit  einem  gemein- 
samen  Primteiler   ^   finden,    und    deren    Quotient    £  =  ^-   wäre    von 


y  Google 


632  Dreifsigste  Vorlesung. 

niedrigerer  Oidnung  als  z,  weil  der  Faktor  ^  gehoben  werden  kann. 
Es  ist  klar,  dafe  in  imserem  Falle  s  wirklich  eine  Funktion  von 
mögliehst  niedriger  Ordnung  ist,  weil  der  Körper  keine  Funktionen 
erster  Ordnung  enthält  (S.  323),  und  folglich  ist  in  der  That 
Ul-2. 
Wir  stellen  uns  jetzt  die  Aufgabe,  alle  in  einem  hyperelliptisohen 
Körper  K{^,  ii)  enthalteneu  Funktionen  zweiter  Ordnung  zu  finden. 
Diese  Aufgabe  ist  nach  dem  eben  Bewiesenen  identisch  mit  der  anderen, 
alle  Divisorenklassen  aufzustellen,  für  welche  Ordnung  und  Dimension 
beide  gleich  zwei  siud.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  fällt  aber  ver- 
schieden aus,  je  nachdem  ^  =  1  oder  ß  >  1  ist,  und  zwar  werden 
wir  zunächst  für  den  Fall  p>l  nachweisen,  dafs  es  aufser  der 
Klasse  A,  welcher  Zähler  und  Nenner  von  s  angehören,  keine  zweite 
von  der  geforderten  Eigenschaft  giebt.  Bilden  wir  nämlich  zur  Klasse  Ä 
die  Ergänzungsklasse  -j-i  so  ergiebt  sich  nach  dem  Riemaim-Eochschen 
Satze  für  ihre  Dimension  die  Grleiehung 


{-I)-(l."2)-|^)-l 


j-2|-i,-i>o. 

Jeder  ganze  Divisor  der  Klasse  A  besteht  also  aus  zwei  Prim- 
faktoren 5|3i  und  5ßa  von  der  Beschaffenheit,  dafs  diejenigen  Divisoren  der 
Klasse  W,  welche  den  Primdivisor  ?jJi  haben,  auch  durch  ^ßj  teilbar 
sind;  denn  da  die  Klasse  W  primitiv  ist,  so  giebt  es  in  ihr  p  ~  1 
linear  unabhängige  Divisoren,  welche  Multipla  von  5ßi  sind,  und  diese 
haben  zufolge  der  letzten  Gleichung  auch  den  Faktor  ^^ .  Nun  wurde 
aber  auf  S.  486  bewiesen,  dafs  die  ganzen  Divisoren  der  Differentialklasse 

W^A"^^ 
die  Form 

m  =  Cirtf-^  +  -^rtf"-'  i,  +  ■  ■  -  +  c^„injp-ä  -I-  c^X~^ 

besitzen  und  dafs  hierdurch  zu  einem  beliebig  gegebenen  Primteiler  5pj 
stets  ein  und  nur  ein  zweiter  ^3  bestimmt  wird,  der  gleichzeitig  mit 
9S,    in    3B    enthalten    ist;     in    diesem    nimmt    nämlich    die    Variable 


[ben  Wert  wie  in  ?ßi  an;  d.  h,  es  ist  ^^  der  über  1ß^  gelegene 

Punkt  des  anderen  Blattes  der  Riemannschen  Fläche  Sft;.  Für  jp  >  1 
muls  nach  dem  eben  Bewiesenen  jede  Divisorenklasse  von  der  Ordnung 
und   der  Dimension   zwei   diese   Eigenschaft   der    Klasse    A   besitzen; 
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irgend  zwei  derartige  Klassen  enthalten  also  genau  die  gleielien  ganzen 
Divisoren  ^i^a  ™^^  ^'^^^  dalier  identisch,  und  aufser  den  Funttionen 

giebt    es    keine    anderen   i'unktionen    zweiter    Ordnung    des    Körpers 
K{s,  u),  was  zu  lieweieen  war. 

Nach  diesen  Feststellungen  können  wir  für  p>  1  unmittelbar  die 
im   Anfange    gestellte   Frage   entscheiden.     Wenn   ein   zweites   hyper- 
eUiptiscbes  Gebilde  vom  Geschlechte  p  durch  die  Gleichtaig 
1  a)  ii'  ^  =  C  i^'  '-e[){0'-e'^)...{0'~  e^p  +  s) 

gegeben  ist,  so  ist  s'  eine  Funktion  zweiter  Ordnung  des  Körpers  .ff  (.s'tt'), 
und  es  ist  analog  wie  in  Formel  (2): 

^^)  *'  —  ;^i' 

Soll  nun  die  Gleichung  (1  a)  in  (1)  birational  transformierbar,  also 
K  {z,  u)  =  K  (z'f  u')  sein,  so  muls  nach  dem  zuletzt  bewiesenen  Satze 
notwendig  ^       ^^_^^ 

3)  ^  =  Ji+ä' 
also 

4)  j,'  =  ßi,+  /3n„    n.'  =  n^  +  Sn, 

sein.     Dann   aber   gilt  für   die  YerzweigungsdiTisoren  nach  S.  249  die 
Gleichung  Q    _  Q 


-er 


oder,  da  yg  +  d  =  —  ist: 

Damit  ist  die  am  Anfange  aufgestellte  Behauptung  für  j»  >  1  vollständig 

bewiesen,  und  es  ergiebt  sieh  somit  der  Satz: 

Die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die  Trana- 
formierbarkeit  zweier  hy  per  elliptischer  Gebüde  (1)  und  (la) 
ineinander  besteht  darin,  dafs  die  beiden  binären  Formen 

{i--eilI,)(ä.~e2H0  . . .  (ä,-eai.+2n,)=  (?(ä„tt,) 
und 

{h'-ein.-){i,'-4n,')...{y~elp+sn>-)=G'(y,xi/) 

durch  die  Substitution  (4)  ineinander  übergehen. 
Die    Lösung    der   Aufgabe    kommt    hiemach    auf    ein   bekanntes 
Problem  der  binären  Invariantentheorie  zurück:  es  müssen  nämlich  die 
beiden  Formen  G  und  (?'   äquivalent   sein.     Bringt   man,    was    durch 
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lineare  Transformation  stets  erreicli.t  werden  kann,  drei  der  2p  -\-  2 
VerKwe ig ungs werte  an  die  Stellen  0,  1,  oo,  so  werden  die  übrigen 
2p  —  i  gleich  den  Doppel  Verhältnissen 

ik^  {eie-ieiei)  (7t-  4-,  ft, . .,  22>  +  2). 

Diese  DoppelverliältmsBe  sind  also  die  Moduln  des  hyp  er  elliptischen 
Gebildes,  und  es  gilt  somit  der  Satz,  der,  wie  wir  sehen  werden,  ebenso 
wie  der  vorige^  auch  im  Falle  j)  =  1  richtig  bleibt: 

Die  Anzahl  der  Moduln  eines  hypereUiptisclien  Gebildes 
Tom  Geschlechte  p  ist  gleich  ^p—1. 
Wenn  zwei  hyperelliptische  Gebilde  in  dieselbe  Klasse  gehören, 
so  können  durch  geeignete  Transformation  die  2p  — 1  Moduln  i,,  gleiche 
Werte  erhalten;  aber  es  ist  zu  beachten,  dafs  aus  der  Ungleichheit  der 
Moduln  nicht  unbedingt  erschlossen  werden  darf,  dsTs  die  Gebilde  nicht 
äquivalent  sind,  weil  die  Werte  der  Moduln  auch  von  der  Anordnung 
der  Verzweigungspuülite  abhängen;  nur  die  Anzahl  der  Moduln  bleibt 
hiervon  unberührt.  Man  kann  diesem  Übelstande,  der  auch  in  den 
spateren  Untersuchungen  wiederkehrt,  hier  dadurch  entgehen,  da.fs 
man  stitt  der  Invarianten  ii„  welche  algebraisch  von  den  Koeffi- 
zienten der  Formen  G  und  (?'  abhängen,  rationale  Invarianten  beider 
Foimen  einführt,  worauf  wir  hier  nicht  weiter  eingehen. 


Etwas  komphzierter  liegt  die  Sache  in  dem  Falle  p  ^  1 ,  weil  als- 
dann die  Deduktion  auf  S.  532  nicht  mehr  zutrifft.  Sind  nämUch  s 
und  «'  zwei  Punktionen  zweiter  Ordnung  des  Körpers,  so  ist  es  nicht 
notwendig,  dafs  g'  ^  —  J[-v  ist,  sondern  es  gieht  in  der  That,  da  man 
in  diesem  Falle  die  beiden  Pole  einer  Funktion  zweiter  Ordnung  nach 
Belieben  wählen  kann  (S.  488),  unendlich  viele  Divisorenklassen,  deren 
Ordnung  und  Dimension  gleich  zwei  ist. 

Die  Mannigfaltigkeit  dieser  Divisorenklassen  ist  von  der  gleichen 
Mächtigkeit,  wie  die  der  Punkte  der  Riemannschen  FJäche,  Denn 
man  kann  innerhalb  jeder  Divis oreuMasse  einen  bestimmten  Divisor 
so  auswählen,  dafs  er  einen  willkürlich,  aber  fest  angenommenen 
Punkt  3|i  enthält;  wenn  man  diesen  mit  allen  möglichen  Punkten 
9ßi,  ^a, . . .  der  Riemamaseben  Fläche  zu  den  Divisoren  ^^j,  ^^^j  ■  ■  ■ 
vereinigt,  so  gehören  alle  diese  zu  verschiedenen  Klassen,  weil 
es  anderenfalls,  wenn  z.  B.  ^^^  --^  ^?|Jä  wäre,  Punktionen  erster 
Ordnung  ^  gäbe,  was  nicht  angeht.     Man  kann   also  innerhalb  jeder 
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BSe  ein  wnd  nur  ein  durch  den  festen  Primdivisor  5ß  teil- 
bares Element  ausfindig  machen. 

Wählen  wir  demgemäfs  zwei  Functionen  zweiter  Ordnung  s  und  d 
des  Körpers  K,  deren  üStenner  zu  verschiedenen  Klassen  A  und  Ä  ge- 
hören, so  besteht  zwischen  ihnen  eine  Gleichung,  welche  in  jeder  der 
beiden  Variahein  vom  zweiten  Grade  ist: 

<t) (s,  g')  =  s'^  (a0^  +  2^s  +  c)  +  2^' (a's' +  2&'^  +  c') 
^^  +  {d'z^  +  2h"  s  +  c")  =  0, 

und  es  ist  notwendig -K(s,  m)  =  Ä(s,  s');  anderenfalls  würde  nämlich  der 
zweite  Körper  ein  Unterkörper  des  ersten  sein,  dann  aber  wäre  die 
Gleichung  1)  reduktibel  and  somit  z'  eine  rationale,  also  auch  eine 
lineare  Funktion  von  z,  und  dies  hatten  wir  gerade  aasgeschlossen. 

In  der  Gleichung  (1)  kann  man,  ohne  an  ihr  etwas  Wesent- 
liches zu  verändern,  jede  der  beiden  Variabeln  s  und  s'  einer  be- 
liebigen linearen  gebrochenen  Transformation  unterwerfen,  denn  eine 
derartige  Transformation  ist  nur  einer  Veränderung  der  Fimdamental- 
divisoren  der  Klassen  A  und  Ä  äquivalent.  Wir  woUen  diese  Be- 
merkung dazu  benutzen,  die  Gleichung  (1)  zu  einer  symmetrischen  zn 
machen,  so  dafs  also 

ist.  Da  nämlich  die  Verzweigungsteüer  ß,  und  ß:'  von  vierter  Ordnung 
sind  und  somit  jede  der  beiden  Klassen  A  und  A  vier  Divisoren 
^f.  %%  ^fl-  ^1)  resp.  ^;S  ^;',  ?ß;^  ^;'  enthalten,  welche  Quadrate  sind, 
so  kann  man 


annehmen.  Die  Gleichung  <t>(i!,  s')  ==  0  erhält  dann  für  (.?  =  0)  und 
(s  -^  oo)  je  eine  Doppelwurzel,  und  das  Gleiche  ist  für  {^'  =  0)  imd 
{z'  =  oo)  der  Fall;  die  vier  Funktionen 

as"  +  26s  -l-  c,         «."«'  +  '^V'z  +  c" 
az'^  -f  'i.ds'  -\-  a",    cz'^  +  2e's'  -!-  c" 

sind  also  Quadrate.  Die  Gleichung  (1)  erhält  daher  bei  Einführung 
dieser  Bedingungen  folgende  Form: 

z'\Xh^+  2i.iiz  +  n^)  +  2z'  (AJiz^  -\-  2h'z  +  }i.v) 
^  ^^  +  (ß'z^  +  2'!ivz  +  v^)  =  0. 

Die  Grcifsen  fi  und  jT  können  hier  nicht  versehwinden,  denn  wenn 
z.B.  fi=0  wäre,   so  würde  zu  (s' =  oo)  zweimal  die  Wurzel  (3  =  0) 
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gehören;  es  wären  also  der  Nenner  Yon  z'  und  der  ZäWer  von  z  und 
folglich  aucl.  ihre  Klassen  A  und  Ä  identisch,  waa  der  Voraussetzung 
widerspricht.  Fähren  wir  daher  in  (la)  statt  a'  die  Variable  — s'  ein, 
Bo  erhalten  wir  schUelshch,  wie  behauptet  wurde,  eine  symmetrische 
Form  der  Gleichung  zwischen  s  und  s',  nämlich: 

wobei  für  4r  Ö'  und  —  v  wieder  V  und  v  substituiert  sind. 

(I.  (t 

Nach  diesen  Vorbereitungen  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,   dafe 
für  zwei  Gleichungen  Tom  Gesehleehte  p  =  \: 
2)  »>_O(«-e0(«^e,)(«-e,)(s-O 

und 

welche  in  dieselbe  Klasse  gehören,  die  Doppelverhältnisse  (c^  (^^  (?,  «j^l  und 
(^1^3 ^3 ^4)  einander  gleich  sind,  auch  dann,  wenn  die  Nenuei  n^  und  n 
in  verschiedene  Divisorenklassen  A  und  A  fallen.  Denn  nntei  ihesei 
Voraussetzung  besteht  zufolge  des  eben  Bewiesenen  nach  passender 
linearer  Transformation  von  s  und  s'  zwischen  diesen  Grofsen  eine 
Gleichung  der  Form  (Ib),  und  da  die  Diskriminante  dipsei  Gleiclnmg 
in  Beziehung  auf  «' 

{1(1^^  +  2Vs  +  [ivf  -  (As  +  i^y  (((S  +  vf 
die  Verzweigungs werte  von  3  angiebt,  so  ist  sie,  abgesehen  Ton  einem 
konstanten  Faktor,  mit 

identisch. 

Das  Analoge  gut  aber  von  der  Diskriminante  in  Beziehung  auf  s, 
und  da  die  Gleichung  (Ib)  symmetrisch  ist  und  beide  Diskriminanten 
also  gleich  sind,  so  ist  nach  jener  linearen  Transformation  von  z  und  n': 


i  (eiCjegej)  =  (eje^eäej),  was  zu  beweisen  war. 
Wenn  also  die  beiden  Gleichungen  (2)  und  (2a)  in  dieselbe  Klasse 
gehören,  so  sind  auch  im  Falle  j)  =  1  die  Doppelverhaltnisae  der  Verzwei- 
gungswerte gleich,  und  es  ist  auch  in  diesem  Falle  stets  möglich,  die  beiden 
Gleichungen  durch  dieselbe  Transformation  wie  vorher,  nämlich  durch  die 
Substitution  (3)  des  vorigen  Abschnittes,  ineinander  überzuführen.  Der 
Unterschied  gegenüber  der  früheren  Untersuchung  besteht  nur  darin,  dafs 
es   in  diesem  Falle   aulser   dieser   noch  unendlich  viele  andere  Ti'ans- 
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formationen  giebt,  welelie  den  uneudlich  vielen  Terschiedenen  Divisoren- 
Massen  von  der  Ordnung  und  der  Dimension  zwei  entsprechen.  Daher 
giebt  es  in  diesem  Falle  auch  unendhch  viele  Transformationen  des 
algebraischen  Gebildes  m  sich  AVir  gelangen  zu  diesen,  wenn  wir 
die  Klasse  Ä  willkürhch  wählen  und  in  der  Gleichung  (1)  alsdann 
die  Konstanten  passend  bestimmen.  Es  gilt  also  der  Satz,  welcher 
zusammen  mit  dem  entsprechenden  auf  S,  530  das  Theorem  des  §  4 
der  achtundzwtmzigsten  Vorlesung  vervollständigt; 

Ein  algebraisches  Gebilde  vom  Gesehlechte  j)  =  1   besitzt 

unendhch  viele  Transformationen  in  eichj   welche  von  einem 

veränderlichen  Parameter  ablängen. 
Die  Existenz  dieser  tontinuierlichen  Gruppe  von  Transformationen 
ist  geometrisch  unmittelbar  evident,  wenn  man  von  der  Gleichungsform 

»•  =  0(5-«,)(3-^X'-%) 
ausgeht,  auf  der  hierdurch  gegebenen  Kurve  dritter  Ordnung  einen 
beliebigen  Punkt  §  wählt  und  jedem  Punkte  P  des  Gebildes  den- 
jenigen P'  zuordnet,  welcher  mit  §  und  P  in  gerader  Linie  liegt;  es 
ist  klar,  dafs  die  Punkte  des  Gebildes  hierdurch  umkehrbar  eindeutig 
einander  zugeordnet  werden  und  dafs  es  ebenso  viele  Transformationen 
wie  Projektionscentren  §  giebt.  Die  Ausführung  der  hier  erforder- 
lichen Rechnung  kann  unterbleiben,  da  dieselbe  mit  einer  später  bei 
Gelegenheit  des  Abelschen  Theorems  anzustellenden  zusammenfällt. 


Gehen  wir  jetzt  dazu  über,  allgemeine  Körper  von  beliebig  ge- 
gebenem Geschlechte  p  zu  untersuchen,  so  wollen  wir  uns  zuvörderst 
auf  die  Bestimmung  der  Anzahl  der  Moduln  unter  der  Voraussetzung 
beschränken,  dafs  das  algebraische  Gebilde  keine  Besonderheiten  hat, 
der  Körper  also  ein  ordinärer  ist  (S.  494). 

Nach  den  Ergebnissen  des  vorigen  Kapitels  ist  die  Kurve  Ji 
der  Differentiale  erster  Gattung  stets  von  invarianter  Beschaffenheit; 
diese  Kurve  ist  aber  in  einem  Räume  von  p  —  1  Dimensionen  gelegen 
und  daher  zur  Aufstellung  von  Normalgleichungen  nicht  unmittelbar 
verwendbar.  Wir  gelangen  aber  zu  einer  solchen,  wenn  wir  nur  die- 
jenigen ganzen  Divisoren  der  Klasse  W  betrachten,  welche  durch  einen 
behehig  gewählten  ganzen  Divisor  der  Ordnung  jp  —  3 

teilbar  sind;  denn  wenn  die  Punkte  ^j,  ^^ . . .  ^^,-3  keine  besonderen 
Lagen   besitzen,    so   ist   die  Diui 
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fühnmgen  auf  S.  318  gleicK  !>  — (i^  — 3)  =  3;  folglich  giebt  es  drei 
gauze  linear  unabhängige,  durch  O  teilbare  Divisoren  der  Klasse  W,  und 
zwischen  ihnen  besteht  eine  homogene  Gleichung,  deren  Grad  gleich 
2  (ß  —  1)  —  (j)  —  3)  =^  +  1  ist.  Geometrisch  ausgedrückt  bedeutet 
dies,  dafa  wir  auf  der  Hauptkurve  p  —  3  willkürliche,  aber  feste  Punkte 
annehmen,  und  vermöge  eines  durch  sie  hindarch gelegten  Büschels 
ebener  Mannigfaltigkeiten  die  Kui-ve  aus  einem  Räume  vonp  —  1  Dimen- 
sionen in  einen  solchen  von  nur  zwei  Dimensionen  projizieren. 

Die  so  erhaltene  ebene  Kurve  der  (p  -^  1)'*"  Ordnung,  deren  Gleichung 
F(x^,  Xi,  a^)  =  0 
sei,    besitzt    eine  Anzahl  Doppelpunkte,    denn   da  ihr  Geschlecht  p  ist, 
so    ergiebt   sich   für    die   Ordnung   2d  des  Divisors   der  Doppelpunkte 
(im  projektiven  Sinne)  nach  der  Formel  (3)  auf  S.  427: 

'^  =  Yp(p-i)-i'=  Yi>(i>-3). 

Wenn  ferner  der  Körper  ein  ordinärer  ist  und  die  Punkte  ^^,  ?ßg . . .  ^j,_  3 
nicht  speziell  ausgewählt  sind,  so  bestehen  die  Singularitäten  der  Kurve 
in  d  gewöhnlichen  Doppelpunkten;  denn  wir  werden  jetzt  umgekehrt 
zeigen,  dafs  eine  ebene  Kurve  der  [p  +  1)**"  Ordnung  mit  — Doppel- 
punkten in  allgemeiner  Lage  das  Geschlecht  p  hat,  und  dafs  sich 
Xf,:  x^■.X2  wie  drei  Differentiale  erster  Gattung  mit  einem  gemeinsamen 
Teiler  (ß  — 3)*"^  Ordnung  verhalten;  ein  durch  eine  solche  Gleichung 
definierter  Körper  mufs  also  ein  ordinärer  sein.  Der  erste  Teil  der 
Behauptung  folgt  unmittelbar  aus  der  letzten  Formel;  um  auch  den 
zweiten  au  beweisen,  legen  wir  durch  die  Doppelpunkte  eine  adjungierte 
Kurve  der  (p  —  3)""  Ordnung: 

Ä{Xt^,  x^,  x^)  =  0; 
diese   ist,   wenn   die  vorhandenen  —p{p  —  S)  Doppelpunkte  keine  be- 
sonderen Lagen  haben,  gerade  durch  sie  eindeutig  bestimmt,  weil  zur 
Festlegung  einer  Kurve   n*^'  Ordnung  -5-  n  (» +  3)   Punkte   erforderlieh 
sind,   und  sie   schneidet  die  Grundkurve  außer  in  den  Doppelpunkten 

°°*"'  (j.+  l)(j,-3)-j,(y-3)-,,-3 

festen   Punkten,   welche   mit  I\,  P^, . . .  Pp_s   bezeichnet   sein   sollen. 

Bedeutet  also  dM  dasselbe  Differential  wie  auf  S.  428,  so  sind 

A(xa,Xi,x^)  ■  XtfdM,    Ä(x^,Xi,x^)  ■  x^dM,    Ä(Xf„Xi^,Xi)  ■  x^dM 
Differentiale  erster  Gattung,    weil  die  Faktoren  von  dM,    gleich  Null 
gesetzt,  adjungierte  Kurven  der  (p  — 2)'™  Ordnui^  darstellen.    Die  drei 
Differentiale  verhalten  sich  wie  x,,:  x^:  %,  und  eine  lineare  Verbindung 
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stellt  eine  adjimgierte  Kurve  dar,  welche  die  Gnmdkurve  in  den  j)  ~  3 
festen  Punkten  Pj,  P^, . . .  Pp_3,  und  überdies  in  den  ß  +  1  Schnitt- 
punkten einer  Geraden  der  Ebene  trifft.  Sind  also  ^j,  Sßa  -  ■  ■  ^p— s  die 
PrimdiTisoren,  die  den  Punkten  P^,  P^  ■  ■  ■  Pps  entsprechen,  so  be- 
sitzen jene  drei  Differentialteiler  den  gi-öfsten  gemeinsamen  Teiler 
D  =  $i5|Ja  ...  ^Jßj,-„3,  und  damit  sind  wir  auf  den  Ausgangspunkt  der 
Betrachtung  zurückgekommen. 

Bestimmen  wir  jetzt  die  Anzahl  der  in  der  Kurvengleichnng  ent- 
haltenen wesentlichen  Konstanten,  so  haben  wir  bu  berücksichtigen, 
daXa  die  Gleichung  einer  ebenen  Kurve  (p+l)"' Ordnung  -^(p+Vjip  +  i) 
nicht  homogene  Konstanten  enthält  und  dafs  sich  die  Konstantenzahl 
durch  die  Forderung  von  -„-^(i'  — 3)  Doppelpunkten  auf 

4(p  +  1)(p  +  4)-4p(p-3)  =  4j.  +  2 

erniedrigt.  Von  diesen  Konstanten  sind  aber  nicht  alle  weseutlii.h  denn 
wir  können  erstens  durch  eine  Kollineation  acht  foitschaflen  unl  zweitens 
durch  passende  Auswahl  der  jj  —  3  Projektion'^punkte  ^i,  ^  ^i-a 

noch  21  —  3  weitere  Konstanten,  im  ganzen  also  p  -f  >  Konstanten  in 
Fortfall  bringen.     Die  Anzahl  der  wesentlichen  Konstanten  ist  iKo 

4i'  +  2-(i)-t-5)  =  3i>-3. 
Denken  wir  uns  aber  eine  solche  Normalgleichung  mit  3j)  —  3  Kon- 
stanten wirklich  hergestellt,  so  gehören  zu  Gebilden  einer  Klasse 
gleiche,  zu  Gebilden  verschiedener  Klassen  verschiedene  Normal- 
gleichimgen,  und  da  ein  algebraisches  Gebilde  vom  Geschlechte  j)  >  1 
nur  eine  endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sich  besitzt,  so  giebt 
es  auch  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Tiansformationen  zweier  äqui- 
valenter Gebilde  ineinander.  Die  Moduln  sind  also  voneinander  un- 
abhängige Invarianten,  und  es  gilt  dei  wichtige,  von  Riemann  auf- 
gestellte Satz: 

Eine  Klasse  algebraischer  Gebilde  vom  Gesehleehte  p  ohne 
jede  Besonderheit  besitzt  3^  —  3  Moduln. 
Bei   dieser  Untersuchung  ist  ji  ^  3   vorausgesetzt;    es   folgt   aber 
aus  dem  ersten  Paragraphen,  daCs  der  Satz  auch  für  p  =  2  richtig  ist, 
während  er  für  j>  =  0  und  p  =  1  seine  Geltung  verliert. 
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BeBtimmung  einer  Noi-malgleictiiog  dm-cli  die  Weierstrafa -Punkte.  —  Zweiter 
Beweis  dea  Satzes,  dafa  algebraisciie  Gebilde  vom  Geacbleohte  ji>  1  nui;  eine 
endliche  Zahl  von  Transformationen  in  sioli  tabe».  —  Die  Singularitäten  des 
durch  die  ITormalgleichtmg  gegehenea  Gebildes.  —  Anzahl  der  Modnln,  —  Ordinäro 
und  Bpesielle  Körper.  —  Funktionen  niedrigater  Ordnung  dee  Körpeva.  —  Körper, 
welche  Punktionen  dritter  Ordnnng  enthalten.  —  Ihre  Normalgleichungen.  —  Die 
Zahl  ihrer  Moduln  hängt  von  swei  Invarianten  ah. 

§1- 

Wir  wollen  jetzt  für  höhere  Geschlechts  zahlen  und  beliebige  Körper 
Normalgleichungen  wirküeli  herstellen  und  hierdurch  noch  einmal  und 
auf  anderem  Wege  die  Anzahl  der  Moduln  einer  Klasse  algebraischer 
Gebilde  bestimmen. 

Hierzu  knüpfen  wir  zunächst  an  die  Ergebnisse  der  achtund- 
zwanzigsten Vorlesung  überWeierstrafs-Punkte  an.  Diese  Punkte  treten, 
wie  wir  wissen,  stets  für  j)  >  1  und  in  endhoher  Anzahl  auf,  und  sie 
sind  aussehliefslich  von  der  Beschaffenheit  des  Körpers  K{p,  v),  nicht 
aber  von  der  besonderen  Form  der  Ausgangsgleichung  f[z,  m)  =  0  ab- 
häagig,  der  zu  einem  Weierstrofs- Punkte  gehörige  Divisor  ist  also 
innerhalb  der  Gesamtheit  aller  Primteiler  durch  eine  bei  birationfiler 
Transformation  invariante  Eigenschaft  definiert. 

Ist  nun  ^  ein  solcher  Punkt  und  P  seine  Klasse,  und  betrachten 
wir  den  zu  3ß  gehörigen  additiven  Modul  (SR)  (S.  493),  welchen  die 
Ordnungszahlen  der  Funktionen  mit  dem  einzigen  Pole  ^  bilden,  so 
sei  n  die  kleinste  positive  Zahl  dieses  Systems  und  r  -\-  n  eine  spätere, 
welche  in  (9Ji)  an  (/s+l)'"  Stelle  stehen  möge,  und  zwar  sei  es  die 
kleinste  Zahl  des  Moduls,  welche  zu  n  teilerfremd  ist.  Die  n  Blätter 
der  Riemannschen  Fläche  St.,,  hängen  also  bei  {x  ~  oo)  im  Cyklus  mit- 
einander zusammen,  und  wir  können  den  ausgezeichneten  Punkt  ^  kurz 
durch  ^„  bezeichnen.  Hiemach  giebt  es  zwei  Funktionen  x  \inä  y, 
deren  Nenner  resp.  gleich  $^  und  Sß^"^"  sind,  so  dafs 

1)  a;  =  — j    «  =  — i- 

und  y  also  eine  ganze  Funktion  von  x  ist. 
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Da  femer  n  die  kleinste  der  vorhaudenen  Ordnungszahlen  sein 
soUte,  so  ist  die  Uesamtheit  der  Funktionen  des  Körpers  mit  dem 
Nenner  ^^  durch  die  Schar 

x'^ttX  +  ß 

gegeben,  wobei  «  und  ß  zwei  Eonstanten  bedeuten,  deren  erste  von 
Null  verBchieden  ist.  Ersetzt  man  ebenso  die  Fnnktion  y  dm-ch  eine 
andere  Funktion  y'  mit  dem  Nenaer  ^^  ,  so  stehen  die  beiden  Funk- 
tionen y  und  «/'  in  einer  Beziehung  der  Form 

2)  y'  —  c^  +  CiXi-  CgM  +  Cg^  H h  C;,-iW  +  Ciy, 

wobei  1,  x,u,v, . .  .w  Funktionen  bedeuten,  deren  Ordnungen  den  ia 
dem  Systeme  3Ji  der  Zahl  r  -{-  n  vorhergehenden  Zahlen  gleich  sind. 
Für  die  Dimension  {h  +  1)  dieser  zweiten  Schar  ergiebt  sich  nach  dem 
Kiemann -Rochschen  Satze  die  Gleichung: 

3)  h  =  r  +  n-p  +  Q, 

wo 

f     W    1 
Sa)  ?-|^iH:-.-| 

die  Dimension  der  Ergänzungskltase  von  P''+"  ist. 

Entwickeln  wir  die  Funktion  y  in  der  Umgebui^  von  (x  =  oo)  in 
eine  Reihe,  so  erhalten  wir 

;/i  =  ^(l)     "  +■■■' 

und   aus    dieser    die  konjugierten  Heihenentwickelungen  Vi,  y^,  ■  ■  ■  ?/«) 

indem  wir  ( — 1  durch  cd  I— |  ersetzen,  wo  ra  eine  der  n^"^  Einheits- 
wurzeln bedeutet.  Da  wir  aber  f  als  zu  n  teilerft'emd  angecommen 
haben,  so  fallen  diese  n  Reihen ent Wickelungen 

^^  y,  =  le       "        {--)      "+■■■        {A  =  i,2,...«) 

alle  voneinander  verschieden  aus,  und  die  zwischen  x  und  y  bestehende 
Grleichung  w""  Grades 

Fix,  y)  =  (y-y,)  (fj-y^)  -  -  -  (y  -y,,)  =  0 

ist  somit  irreduktibel ;  der  Körper  K  (x,  y)  ist  also  mit  dem 
gegebenen  K(0,  ti)  identisch,  und  alle  Funktionen  von  K  (s,  «) 
sind  als  rationale  Funktionen  von  x  und  y  ausdrückbar.  Ohne  die 
vorher  getroffene  Festsetzung  hingegen,  dafs  r  und  n  relativ  prim  sind, 
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könnte   es   eintreten,   {Jal's    der   Körper  K[x,y)    nur    ein   Unterkörper 
von  K[ä,  t()  ist. 

Die  elementaren  symmetrischen  Funktionen  von  »/,,  %,  .  .  .  «/„: 

y.  +  ?/2  H \-yn  =  -~  et^-1  (ä) 

;/i!/a  +  ViVs  +■■■  +  Pu-^iVn  =  a^-s(!c) 


sind  ganze  rationale  Punktionen  von  se,  weil  sie  nur  bei  (x  =  oo) 
einen  Pol  besitzen;  und  es  ist  der  Grad  von  a„—k(x)  höchstens  gleich 
der  gröfsten  in      ■     —  enthaltenen  ganzen  Zahl 

Hierbei  ist  aber  zu  beachten,  dafs  dns  Produkt  ffo(a:)  der  konjugierten 
Funktionen  nur  ein  Glied  höchster  Ordnung  erhält: 

und  dafs  also  der  letzte  Gleichungskoeffl/ient  genau  vom  Grade 

da  '=  r  -'r  n 
ist.     Die  Gleichung   zwischen  x  und  y  hat  hiernach   folgende   Gestalt: 

5)  F{x,y)=r  +  <t^-ii^)r-'-  +  <^''--ii^)y''-^+---  +  aMy+%(^)=o, 

worin  a^—ki^)  eine  ganze  Funktion  höchstens  vom  Grade  -i-i— ^ 
und  af,(x}  genau  vom  Gi-ade  r  +  n  ist. 

Wir  wollen,  bevor  wir  weitergehen,  aus  der  Form  dieser  Gleichung 
noch  einmal  den  schon  früher  bewiesenen  Satz  ableiten,  dafs  für  j)>  1 
die  Anzahl  der  Transformationen  des  algebraischen  Gebildes  in  sich 
stets  eine  endliche  ist.  Da  wir  x  durch  ax  -\-  ß  ersetzen  können, 
so  können  wir  über  diese  Funktion  noch  die  weitere  Yerfügung  treffen, 
dafs  sie  einen  zweiten  Weierstrafs- Punkt  ?ßo  zur  Nulletelle  hat;  hier- 
durch ist  sie  dann,  abgesehen  von  einer  multiplikativen  Konstanten, 
völlig  bestimmt.  Ebenso  können  wir  die  Funktion  y  bis  auf  einen 
konstanten  Faktor  durch  die  Festsetzitng  normieren,  dafs  der  Zähler  j^ 
den  Punkt  ^g  in  einer  möghehst  hohen  Potenz  enthalten  solle.  Nach- 
dem so  x  und  y  bis  auf  konstante  Faktoren  bestimmt  sind,  können 
wir  über  diese  schliefsHch  noch  so  verfügen,  dafs  der  Koeffizient  X  in 
der  Reihe  (4)  gleich  eins  wird;  dann  erlmit  die  Gleichung  (5)  die 
folgende  Form: 
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5a)  F(x,  y)  =  y"-  x'-+"  +  V  c^yX''  y-  =  0, 

wobei   in  der   Summe  v  iiui  positne  Werte,  die  <n,   fi  nur  positiye 
Werte,  die  <  r  +  «  sind,  anniinmt 

Kaeli  den  früheren  EigehniBsen  auf  S  500  brancht  aber  zum  Be- 
weise unseres  Satzes  blofs  gezeigt  zn  werden,  dafs  die  Untergruppe 
derjenigen  Transformationen  encHieh  ist,  welche  die  Weierstrals-Putikte 
fest  lassen.     Nun  war  aber 


worin  ®  und  ®^  ganze  DiTiaoren  bedeuten  und  der  Exponent  e  den 
gröfsten  eiTeichbaren  Wert  annehmen  sollte.  Da  die  Punkte  ^^  und  ^^ 
aber  bei  der  Transformation  unverändert  bleiben,  so  gehen  x  und  y  durch 
dieselbe  in  zwei  Funktionen  |  und  jj  über,  von  denen  die  erste  eben- 
falls ein  Vielfaches  von  ^>  die  zweite   ein  Vielfaches  von  -^-^  sein 

mufs,  und  da  diese  Divisoren  die  Funktionen  )»i8  auf  einen  Faktor 
festlegen,  so  mufs: 

6)  l--a'x,   n-ßy, 

sein,  worin  a  und  ß  zwei  noch  näher  zu  untersuchende  Konstanten 
bedeuten. 

Da  nämlich  zwischen  ^  und  tj  die  Gleichung 

Fd,  n)  -  v"  -  r+"  +2"'"  6"'i"  - " 

bestehen  soll,  so  ist  auch 

ß%f  _  «'■+"/  +  "  +^C,,.H"ß'x'-/  ^  0, 

und  da  diese  Gleichung  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  mit  F(x, ;/)  =  0 
identisch  sein  mufs,  so  ist  notwendig 

und  für  jede  Kombination  (n,  v),  deren  zugehöriger  Koeffizient  c^»  von 
Null  verschieden  ist: 

a'^ß"  =  ]:. 

Zufolge  der  ersten  Gleichung  kann  man 

setzen,  und  da  alsdann  für  jedes  auftretende  Zahleupaar  (ji,  v) 
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ist,  so  isb  EJ,  a!so  auch  k  und  ß,  mit  Notwendigkeit  eine  Einheits- 
wurzel,  und  die  Transformation  (6)  führt  daher  nach  einer  beatiramten 
Anzahl  Ton  Wiederhohingen  zur  Identität.  Da  aber  die  hier  auf- 
tretenden Gleichungen  nur  eine  endliche  Anzahl  möglicher  Lösungen 
(und  im  allgemeinen  sogar  nur  die  Lösung  o  —  1)  liaben,  so  ergieht 
sich  in  der  That  jetzt  der  Satz: 

Ein  algebraisches  Gebilde  besitzt  nur  eine  endliche  Anzahl 

von  Transformationen  in  sieh,  sobald  sein  Geschlecht  gröfser 

ala  eins  ist. 

Ein  Beispiel  mag  die  zum  Schlüsse  der  Untersuchung  notwendige 

Berechnung   der   Einheits Wurzel  a    erläutern.     Das  Gebilde  sei    durch 

die  Gleichung 

1/'  —  a^  +  yxy  =  0 

gegeben,  so  dafs  m  =  3,  )■-+-«  =  4  ist.  Da  ferner  für  das  einzige  auf- 
tretende Glied  der  Summe  ^^  C/t,, x'' p'  f( '^  i»  =  1  ist,  so  erhalten  wir 
die  Gleichung  "" 

(o' —  (ö*^     oder     (ö''=1, 
es  sind  also  die  Transformationen  der  hier  betrachteten  Art  durch  die 
Gleichungen 

|  =  e  ^   ^,     rj  =  e  ^    p  /; '^  (0, 1,2, 3, 4) 

gegeben,  und  jede  von  ihnen  führt  nach  fünf  Wiederholungen  zur 
Identität. 

Der  hier  gegebene  Beweis  ist  Herrn  Schwarz,  der  den  obigen 
Satz  zuerst  aufgestellt  hat,  von  Weierstrafs  im  Jahre  1875  in  einem 
Briefe  mitgeteilt  und  neuerdings  (1895)  veröffentheht  worden*);  eben- 
daselbst findet  sich  auch  eine  Andeutung  der  Methode  zur  Herstellung 
von  Normalgleichungen,  die  wir  im  folgenden  Paragi-aphen  ausführen. 

§2. 
Kehren  wir  jetzt  zu  der  Gleichung  (5)  des  vorigen  Abschnittes 
1)   J(3;,3/)  =  r  +  a«-i(«)r-H««-2(3^)r-'+--  +  «i(fl;)j/-h%(a;)  =  0 
zurück,  in  welcher  ö„_j;  eine  ganze  Funktion,  des  Grades 

2) ä.  _  pAf^] 

*)  Mathematische  Werke,  Bd.  11,  S.  235  — 241.  Die  später  erwäliEte  Stelle 
S.  243,  Z.  1—8. 
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ist,  and  fragen  wir  uns  nmgekehrfcj  wie  wir  die  in  ihr  enthaltenen 
Konstanten  wählen  müssen,  damit  der  Eörper  K{x,  y)  das  Geschlecht  p 
erhält  und  für  {x  =  oo)  sich  nur  ein  Punkt  der  Riemannschen  F^che 
ergieht,  der  einWeierstrals-Punkt  ist.  Unsere  bisherigen  Betrachtungen 
hatten  hlols  ergehen,  dafs  das  algebraische  Gehilde  vom  Geschlechte  p 
durch  eine  Gleichung  ohiger  Form  dargestellt  werden  kann;  umgekehrt 
aber  wird  sich  herausstellen,  dafs  die  Koeffizienten  der  Gleichung  (1) 
im  allgemeinen  noch  weiteren  Bedingungen  zu  genügen  haben,  damit 
das  algebraische  Gebilde  die  vorausgesetzten  Eigenschaften  besitzt. 

Bestimmen  wir  zunäclist  die  Zahl  ö  der  in  obiger  Gleichung  Tor- 
kommenden  Konstanten,  so  erhalten  wir,  da  eine  ganze  Funktion  des 
Grades  m  von  m  +  1  Konstanten  abMngt: 

'-{'  +  ['4^])  +  (»  +  Fi^])  +•  ■  ■+  (l  +  P*"i'i'  +  '"])  +  ('  +  «  +  !) 
-  r  +  2»  +  [-i-"]  +  [?ö^]  +  . . .  +  [5^^iif!i^]. 

Die  hier  auftretende  Summe  von  grÖisten  Gan:sen  läTst  sieh  einfacher 
darstellen,  wenn  man  berücksichtigt,  dais  sich  je  zwei  Glieder  zu- 
sammenfassen lassen,  welche  vom  Anfang  und  vom  Ende  gleich  weit 
abstehen;   es  ist  nämlich  für  jedes  k  der  Reihe  1,  2, ...  w—  1; 

m.-+.)-|  I  rc- *)»+,.) j_,,  I  ,.     ^ 

Denn  man  hat  in  der  durch  die  Gleichung  (2)  eingeführten  Bezeichnung 

wo  Ej,  einen  echten  Bruch  bedeutet,  der  grölser  als  Null  ist,  weil 
r  -\-n  zu  n  relativ  prim,  also  der  auf  der  linken  Seite  stehende  Bruch 
niemals  eine  ganze  Zahl  ist;  folglich  ist 

<£:31±^  =  {r  +  n-l'-i,)  +  (l-s,)    (o<i~..<i), 

und  es  ist  also  die  gröfste  in  diesem  Bruche  enthaltene  ganze  Zahl  iS^_j, 
wirklich  gleich  r  +  n  —  1  —  S^^  oder  dj.+ iJ^j_j,=  r  +  w  —  1.  Hieraus 
ergiebt  sich  durch  Summation  über  ?e: 

3)  6  = »-  +  2  w  +  -i-  («  -  1)  Cr  +  w  --  1). 

Von  diesen  Konstanten  kann  aber  ein  Teü  stets  gleich  gewissen 
individuellen  Zahlwerten  angenommen  werden.  Denn  wir  dürfen,  wie 
wir  gesehen  haben,  x  durch  ax  -\-  ß  ersetzen  und  können  hierdurch  zwei 

Heueel  n.  LaDdaberg,  Algebralecl^e  Funktionen  etc.  36 
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Betrachten  wir  mm  ui 
Gleichnngen  F(x,  y)  =  0, 


Konstanten  in  Foitfall  bringen,  und  wir  können  auTserdem  nach  (2) 
und  (3)  des  vorigen  Abschnittes  y  durch  eine  Funktion  p'  einer  Setav 
ersetzen,  deren  Dimension  gleich 

4)  ft  +  l  =  r  +  n  +  l-,jj  +  e  =  r  +  «  +  l-j9+  fpS^l 

ist.  Wir  können  daher  die  Konstantenzaiil  Yon  yornherein  durch 
geeignete  Normierungen  der  Funktionen  x  und  y  ran  Ä  +  3  vermindern 
und  bebalten  alsdann  nur 

5)  ö'  =  ff--/^_3==«  +  p-e-3  +  >  (tt-l)(f  +  »-l) 
Parameter  übrig, 

ßgekehrt  irgend  eine  der  sich  so  ergebenden, 
so  wird  durch  sie  y  als  ganze  algebraische 
Funktion  von  x  definiert,  und  die  n  Blätter 
der  zugehörigen  Riemannschen  Fläche  SRj, 
^  hängen  in  der  That  stets  bei  (x  =  po)  durch 
{„,,!)  einen  einzigen  Verzweigungspunkt  der  Ord- 
nung M  —  1  miteinander  zusammen.     Kon- 
struieren wir  nämlich  für  (x  —  oo)  das  zu- 
gehörige Diagramm  (Fig.  35),  so  ergeben  sich 
für  die  Punkte  SIq  und  2t„  die  Koordinaten: 

9(„  =  (0,-)--3i),  SI„  =  (w,0), 
weil  die  Funktionen  «o(^)  ^^^  ön(*)  =  ^ 
die  Grade  r  +  n  und  Null  haben.  Ver- 
bindet man  aber  diese  beiden  Punkte  durch 
■  eine  Gerade,  so  fallen  die  übrigen  Punkte 
SJ^, . . .  2C„_i  sämtlich  darüber,  denn  die 
der  Ordinatenlinie  x  =  h   in  einem  Punkte  ge- 


(w-fc)  ('■  +  -») 


ist,  während  die  Ordinate 


Gerade  %>%„  wird 

troffen,  dessen  Ordinate  gleich 

des  Punktes  Stj  gleich  —  Ä*  =  —    — — ^  ^'  '" "'    ist,  und   es  ist  e 

der  That,  da  r  +  n  zu  n  relatiT  prim  ist: 


Daher  erhält  man,  wie  vorher  behauptet  wui'de,  für  (x  =  oo)  eine 
einzige  Reihenentwiekelung  der  Form 

!/  =  J-X    "     -\ , 

und  man  hat  also,  wie  es  nach  (1)  des  vorigen  Paragraphen  sein  mufs, 
für  X  und  y  die  Divisorendarstellungen 
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Somit  enthält  der  Verzweigungsdivisor  Q^  ^^'^  Punkt  ^^  in  der 
(tt —  1)'™  Potenz;  aufeerdem  ist  aber  der  Punkt  ?ß„  auch  eine  singulare 
Stelle  des  Gebildes,  und  zwar  eine  einzweigige  Singularität,  für  welehe 
die  reciproken  Funktionen  —  und  —  resp.  in  n^^*  und  (r  +  k)'*'  Ordnung 
verschwinden,  und  folglich  enthält  nach  der  Formel  (2)  auf  S.  387  der 
Divisor   S3    der   Doppelpunkte   den   Punkt    ^^    genau   in    der   Potenz 

Machen  wir  jetzt  von  der  Formel  (4)  auf  S.  382  Gebrauch: 

dF  _    3) 3.  ^ 

so  ist  in  unserem  Falle  m  ^=  r  -\-  n,  n^:  =  ^^,  tt,j  =  ^„  ",  und  man  kann 

5_sp(.-.)(-+.-i)j,._   3,_i|j;-'3' 

setzen,  wo  ©'  und  3'  ganze  Divisoren  sind,  welche  den  Primdiviaor  ^^ 
nicht  mehr  enthalten.     Dann  ist 

dF  ®8^  2)'3' 


Die  Oidnuug  des  ganzen  Divisors  S)'3'  ist  also  {n  —  l){r-\-n);  würden 
wir  nun  den  e'  Konstanten  unserer  Gleichung  keine  weiteren  Be- 
dingungen auleilegen,  so  hatte  die  Kurve  keine  Doppelpunkte  im  End- 
lichen, es  wiip  also  S'  ==  1  und  Q'  ein  ganzer  Divisor  der  Ordnung 
(n~l)[r  +  nj,  und  die  Kurve  erhielte  das  Geschlecht 

~(n-l)(r  +  n+l)  -  («- 1)  =  y(«- 1)  (r  +  m- 1). 

Da  aber  das  Geschlecht  die  gegebene  Zahl  p  sein  soll,  so  mufs  5J^  die 
Ordnung  w  =  2p  —  2 -\-2n,  also  3'  '^^i'  ^^^  Ordnung  2j)  +  n— 1  haben. 
Polglich  mufe  S'  die  Ordnung 

(n~l){r  +  n)^(2p  +  n-l)  =  {n~l)(r  +  n-l)-2p 

besitzen,  die  Kurve   also  aufser  der  Singularität  im  Unendlichen  noch 

S  =  \{n-i){r+n-r)-p 

weitere  Doppelpunlite  im  Endlichen  erhalten. 

Erteilt  man  aber  der  Kurve  diese  tf  Doppelpunkte,  so  erhält  sie 
in  der  That  das  Geschlecht  p;  die  Konstantenzahl  reduziert  sieh  aber 
hierdurch  um  d,  und  die  obige  Gleichung  enthält  also  alsdann  nur  noch 
7)  ö'  -d  =  2p  —  S  +  n-Q 

wesentliclie  Konstanten.     Wir  haben  so  folgenden  Satz  gewonnen: 

Es   sei   für   ein  algebraisches  Gebilde   vom  Geschlechte  p 
der  zu  einem  Weiersti-afs- Punkte  ?ß^  gehörige  additive  Modul  Wt 
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der  OnJnimgszahlen  bekannt  und  n  die  kleinste  dieser  Ordnungs- 
zahlen, r  +  n  aber  die  nächste,  welche  zu  n  relativ  prim  ist, 
und  es  stehe  *■  +  w  an  (Ä  +  1)'^'  Stelle  des  Moduls,  so  dafs 

4a)  7i  =  r  +  w-i)  +  4»  =  rH-w  — j)  +  j— -^^| 

ist.  Dana  lälst  sich  Aa^  algebraische  Gebilde  in  eine  Normal- 
form  bringen,  in  welcher 

wesentliche  Konstanten  auftreten. 
Diese  Zahl  ist  um  p  +  2  kleiner  als  die  Zahl  der  im  Endliehen  ge- 
legenen Verzweigungspunkte  der  zugehörigen  Riemannschea  Fläche  SK^i. 
Wir  wollen  jetzt  diesen  Satz  in  einer  Eeihe  von  Fällen  zur  An- 
wendung bringen.  Besitzt  das  algebraische  Grebilde  keinerlei  Besonder- 
heit, ist  also  der  Körper  ein  ordinärer,  so  ist,  wie  wir  auf  S.  494  fest- 
gestellt haben,  für  jeden  Weierstrafs- Punkt  der  zugehörige  additive 
Modul  das  System  der  Zahlen 

0,    p,    p  +  2,    p  +  B,    p  +  i,  .  .. 

Also  ist  n  =^,  und  wenn  p -^  r  die  kleinste  zu  p  relativ  prime  Zahl 
des  Systems  ist,  so  ist  die  SteUenzahl  h  =  r,  also  p  =  0.     Folglich  ist 
in   diesem    Falle    die  Zahl  der  Konstanten  gleich  3p  —  3;    femer   ist, 
wenn   wir   eine   derartige  Normalgleichung   aufstellen,    der  Pimkt  ^^ 
wirkheh  einWeierstrafs-Punkt,  weil  das  Geschlecht  ß  und  die  Ordnung 
der  Funktion  x  ebenfalls  nur  p  ist.    Das  Gebilde   genügt   also   bei  un- 
bestimmten Koeffizienten  allen  vorher  gestellten  Forderungen,   und   da 
die  Funktionen  x  und  y  durch  invariante  Eigenschaften  definiert  sind, 
so   können   Gleichungen   einer   Klasse    stets   auf  dieselbe  Normalform 
gebracht  werden.   Wir  erhalten  somit  aufs  neue  den  Biemannschen  Satz: 
Wenn  p>  1  ist,  so  ist  für  einen  ordinären  algebraischen 
Korper  die  Zahl  der  Moduln  gleich  3p  —  3. 
Anders   liegt   die   Sache,   wenn   der    Zahlenmodul    W    besondere 
Eigenschaften  hat,     Ist  z.  B.  fßr  einen  Weierstrafe -Punkt,  wie  vorher, 
p  die  kleinste  vorhandene  Ordnungszahl,  lautet  aber  der  Modul  3)i: 
0,    p,   p+i,   p  +  ^,...p  +  g-l,    p  +  g  +  1,   p  +  g  +  2,..., 

so  dafs  die  Ordnungszahl  i)  +  ?  > i»  4-  1  fehlt,  so  ist  n  ^^p^  r  =  1, 
also  ?i  -=  2,  und  p  =- 1,  also  ergiebt  sich  dann  als  Zahl  der  Moduln 
nur  3^  —  4. 

Noch  anders  gestaltet  sich  diese  Anzahl,  wenn  wir  andere  suigulare 
Vorkommnisse  für  die  Weierstrafs -Punkte   voraussetzen.     Ist  z.  B.  das 


y  Google 


§  2.     Zahl  der  Moduln.  549 

Geliilde  ein  hyperelUptisclies,  so  ist  für  jeden  der  Weierstrals -Punkte 
der  Modul  W  folgender: 

0,    2,    4,    &,..,2p,    2p +  1,    2p +  2,    2p  +  3,  ..., 

also  ist  K  =  2,  w  +  r  =  2jj  +  1,  und  h  =p  +  1,  also  ^  =  0.  Polglicli 
ergiebt  sich  die  Zahl  der  Moduln  in  "Übereinstimmung  mit  dem  Er- 
gebnis des  §  1  der  YOrigen  Vorleeui^  gleich  2p  —  1.  Die  Normal- 
gieiehung  der  hyperelliptiscben  Gebilde,  die  man  so  erhält,  -wird,  wie 
man  leieht  sieht,  von  der  Form 

8)  </'-ew, 

■wo  x  eine  Funttion  (2ß  + 1)'^""  Grades  ist;  sie  unterscheidet  sieh  von 
der  früheren  nur  dadurch,  dafs  einer  der  2p  +  2  Verzweigungspunkte 
ins  Unendliche  verlegt  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  noch  ein  Gebilde,  für  welches  ein  Weierstrafs- 
Punkt  mit  der  Ideinsten  Ordnungszahl  drei  vorhanden  ist.  Der  Modul  W 
\Msi  sich  dann,   wie  wir  auf  S.  495  sahen,  in   drei  Klassen  auflösen: 

0,     3,     6,     9,     12,  .  .. 

3fii  +  l,     3((i  +  4,     3(^1  +  7,  .,, 

3fig  +  2,     3;<2-l-5,     3j:'8-l-8,  .  .  ., 

und  es  ist  J'  =  fti  +  ^3;  diese  beiden  Zahlen  sind  aher  nach  den  dortigen 
Gleiehnngen  (4a)  und  (4b)  an  die  Bedingungen  gebunden,  dafs 


2ft,^/is- 

2(.,  +  l 

ä.«. 

ist.     Ist  nun 
also 

erstens 
w  =  3,     «  +  r  =  3fii+l, 

'.  =  (.,  +  1; 

Q^p- 

2fti  =  ft2- 

-Ci- 

Die  Zahl  der 

Moduk  ist  also 

2p-{it,- 
Ist  aber  zweitens 

-(<i)-3ft  +  p,. 

.«1  >  Ca- 

so  ist 
also 

w  =  3,     n-YY'^ 

3p,  +  2, 

/.-(.,  +  1 

p=p-2ft2 

-1-ft 

-j.,-1. 

Die  Zahl  dei 

■  Moduhi  ist  somit 

2l>+l-fc- 

-  ft)  -  Ci 

+  3ft+l. 
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Wie  maa  sieht,  ergiebt  die  hier  angewendete  !R[etltocle  el)enfalls 
mit  ziemlicher  Einfachheit  die  Anzahl  dei  luYananteu  eines  oidmauu 
Körpers  von  gegebenem  Geschlechte  _p,  und  sie  gestattet  nbeidiLS, 
besser  als  das  Verfahren  der  yorigen  Vuilesiiug,  die  Noinialgleichimgen 
ohne  übermäfsige  Rechnung  herzustellen,  woiartf  iMr  abei  hiei  im 
einzelnen  nicht  weiter  eingehen.  Hingegen  scheint  es  nicht,  dale  die 
Analyse  spezieller  Korper  auf  Grand  dei  besondeien  Eigentümlichkeiten 
für  die  Weierstrafs -Punkte  besonders  weitvolle  Resultate  ergiebt  Dei 
Grund  hierfür  dürfte  darin  liegen,  dals  die  Untersuchung  an  eine  zu 
wenig  allgemeine  und  eharakteristisehe  Eigenschaft  de?  Koipers  anknupit 
Wir  wollen  daher  im  folgenden  noch  ein  andeies  Veifahren  zui  Auf 
Stellung  spezieller  Klassen  algebraischer  Gebilde  darlegen,  welches  für 
die  Erkenntnis  der  charakteristischen  Merkmale  nicht  ordinärer  Körper 
besser  geeignet  zu  sein  scheint. 

8  3- 

Da  in  einem  Koipei  von  positivem  Geschlecht  keine  Funktionen 
erster  Ordnung  voihanden  emd,  so  liegt  es  nahe,  die  Funktionen 
niedrigster  Ordnung,  welche  nbeihaupt  existieren,  zur  Aufstellung  der 
Normalgleichung  zu  \eiwentleu  (vgl,  S,  247).  Ist  ft  die  Ordnung 
einer  solchen  Funktion  x  und  A  die  Klasse  des  Zählers  und  Nenners 
von  X,  so  besitzt  dieselbe  nach  dem  Satze  auf  S.  531  die  Dimension 
zwei.  Wir  wollen  zunächst  die  Fiage  entscheiden,  wie  grofs  diese 
kleinste  Ordnungszahl  iui  emen  Korper  des  Geschlechtes  p  höchstens 
werden  kann  und  für  einen  ordinären  Köi^per  auch  wirklich  wird. 

Da  die  Dimensionszahl 

IJ.l-2 

ist,  so  können  wir  von  einem  ganzen  Divisor 


der  Klasse  A  einen  Primfaktor,  z.  B.  *Jß^,  von  vornherein  als  willkürlich, 
aber  fest  gegeben  annehmen,  wodurch  91  bis  auf  die  Konstante  c  be- 
stimmt sind.  Femer  ist,  wenn  B  =  -j-  die  Ergänzungsklasse  von  A 
bedeutet,    nach    dem   Eiemann-Rochschen  Satze 

also  ist 

imd  ebenso  grols  ist  die  Anzahl  der  linear  unabhängigen  Differential- 
teiler, welche  Mültipla  von  %.  sind;  die  Zahl  ist  also  um  Eins  grötser. 
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n  ordinävou  Körpei'n, 
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als   sie   bei  allgemeiner  Auswahl  des  Divisors  2(  ansfallen  wüidü  (vgl. 
S.  318). 

Wir  bilden  nun  die  Schar  der  DifFerentialteiler  erster  Gatüing 

m„     2Ös,  ■  ■  ■  2B^-i,     Sp 

und  nehmen  dieselbe,  was  (S.  487)  statthaft  ist,  sogieicli  so  normiert  an, 

dafs  die  ersten  p  —  1  Divisoren,  nicht  aber  9Bp  den  gegebenen  Falttor  '^f, 

besitzen;  die  zugehörigen  Differentiale  seien 

dw-,  =  (pj^de,  dw^  =  ^^ds,  . . .  dwp-i  —  rpp^id^,  dwp  =  <Ppds, 
wobei  die  Variable  s  so  gewählt  sein  möge,  dafs  der  zn  ds  gehörige 
Divisor  für  jeden  der  ft  Primfaktoren  von  9£  die  Ordnungszahl  Sull 
hat.  Da  nun  q>^,  tp^,  .  .  .  cpp—i  bereits  im  Punkte  ?ß^  verschwinden,  so 
erhalten  wir  die  durch  5!I  teilbaren  Divisoren  der  Klasse  W  durch 
Auflösung  der  [i  —  l  lineai-en  Gleichungen : 

^i9'i{^i)       +  ^<P^i^i)       +  ■  ■  ■  +  a:^-i  fp-im  =  0 

^,9>,(^^_i)  +  x,cp,{%^,)  +  ■■■  +  *^_iy^_.(^,,^i)  =  0. 
Wären  diese  Gleichungen  voneinander  unabMngig,   so  ^be  es  in   W 
(ß  — 1)  —  (ft  — 1)  =jj  —  fi  Multipla  von  91;   da   aber   die  Zahl   dieser 
Differentialteiler  um  Eins   gröfser  sein  soU,   so  mufs  eine  dieser  Glei- 
chungen eine  Folge  der  übrigen  sein;  es  miifs  also  der  Rang  der  Matrix 


-.»- 


%^,},  ■  ■ . 
%-l),  ■  ■  ■ 

dingung  für  ein  Puukt- 
I  besitzt  umgekehrt  die 
1  die  Dimension  zwei. 


:?,-.),  ft»-i),  ■  ■  ■  f^-.C*,-.),  V,- 

genau   gleich   it  —  2   sein.     Ist   aber   diese  1 
System    ^i,  ^g,  .  . .  $p-i    wirkHeh    erfüllt, 
Klasse  Ä  des  Divisors  91  =  5ß,  ^^  .  . .  $^_i  S 

Nun  mag  in  obiger  Matrix  die  erste  Detei-minaute  (fi  —  2)'*' Ordnung: 

von  Null  verschieden  sein,  und  die  aus  ihr  durch  Ränderung  hervor- 
gehenden Determinanten  (fi  —  1.)'"  Ordnung  mögen  der  Beihe  nach  mit 
A^_i,  A;,,  . . .  Aj,_i  bezeichnet  werden.  Dann  bilden  nach  einem  be- 
kannten  Satze   der  Determinantentheorie   die  {p  —  ft+l)  Gleichungen 

A,,_i  =  0,     A,,  =  0,  . . .  Ap_i  =  0 
zusammen  mit  der  Ungleichung  A  4=  0  auch  ein  notwendiges  und  hin- 
reichendes System  von  Bedingungen  für  die  Punkte  ^!pj,  ^j?  •  ■  •  ^?/<— !■ 
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Es  darf  aber,  wenigstenB  im  allgemeinen,  die  AjiaaM  der  Bedingungs- 
gleicliungen  nicht  grölser  als  die  Zahl  der  zu  bestimmenden  Punkte 
sein,  und  es  mufs  daher 


sein.     Daher  finden  wir  für  ft  die  ganze  Zahl 

fi  =  -|-  +  l     oder     11=-^, 

je   naclideiii  p   gerade   oder   ungerade    ist,   und   es   ist   diesen   beiden 
Fällen  entsprechend 

p  =  2fi-2  oder  p  =  2fA-3. 
Im  ersten  Falle  wird  die  Anzahl  der  Bedingungsgleichungen  derjenigen 
der  zu  bestimmenden  Punkte  gleich,  und  es  ergieht  sieh  alsdann  nur  eine 
endliche  Anzahl  von  Klassen  Ä  der  Dimension  zwei;  im  zweiten  ist 
die  Zahl  der  Gleichnngen  um  Eins  gröfser  als  die  der  Unbekannten, 
und  es  giebt  also  einfach  unendlich  viele  DiTisorenklassen  der  ge- 
suchten Beschaffenheit. 

Stellen  wir  die  Tabelle  fttr  p  und  [i  auf: 


(1  =  2,  2,  3,  3,  4,  4,  5,  S,  ,  .  . 
SO  finden  wir  das  Resultat  an  den  vollständig  behandelten  Fällen  p  =  l 
bis  p  =  4  bestätigt;  denn  es  ergeben  eich  für  p  =  1  und  p  =  2  unend- 
lich viele,  resp.  eine  einzige  Klasse  von  Punktionen  zweiter  Ordnung, 
und  ebenso  für  p  =  3  und  p  =  4  unendlich  viele,  resp.  eine  endliche 
Anzahl  Klassen  von  Funktionen  dritter  Ordnung. 

Aber  es  bleibt  zu  beachten,  dafs  die  erhaltene  Bestimmung  der 
Zahl  ft  nur  „im  allgemeinen",  also  bei  ordinären  Körpern  gilt.  Denn 
wir  haben  gesehen,  dafs  es  für  beliebig  grofses  G-escHecht  Funktionen 
zweiter  Ordnung  geben  kann,  wenn  nämlich  der  Körper  hyperelliptisch 
ist;  bei  solcher  Annahme  ändert  sich  auch  die  Zahl  der  Moduln,  und 
die  Normalgleichung  mufs  durch  eine  andere  ersetzt  werden.  Wir  woRen 
jetzt  noch  einen  Schritt  weiter  in  dieser  Untersuchung  spezieller  Körper 
gehen,  indem  wir  für  Körper  beliebigen  Geschlechtes  den  Fall  dis- 
kutieren, dafs  keine  Funktionen  zweiter,  wohl  aber  solche  dritter  Ordnung 
existieren.  Hierbei  können  wir  jetzt  p'^ö  voraussetzen,  da  die  Fälle 
p  =  3  oder  4  in  der  neunundzwauzigsten  Vorlesung  behandelt  sind. 


Wenn  in  einem  Körper  K  vom  Geschlechte  p>  i  eine  Divisoren- 
Masse  Ä  der  Ordnung   drei  und  der  Dimension   zwei  vorhanden  ist. 
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Bo   ist   sie   stets   die  einzige  Klasse  dieser  Beschaffenheit.     Denn   gieht 

es  in  einem  Köi'per  zwei  verschiedene  solche  Klassen: 

^  =  (3t,Sl')    und    B  =  (ß,^'), 

and  hildet  man  die  Funktionen 

91  ,  58 

ai  =  -gp     nnd     y  =  ^ ' 

so  besteht  zwischen  diesen  eine  Gleichimg: 

welche  in  jeder  der  beiden  Variabeln  vom  dritten  Grade  ist.  Diese 
Gleichui^  kann  nicht  reduktibel  sein,  denn  sonst  wäre  die  E\mktion 
auf  der  linken  Seite  notwendig  die  dritte  Potena  eines  in  x  und  y 
linearen  Ausdruckes;  folglich  müfste  y  eine  lineare  Funktion  von  x  sein: 

und  die  Klassen  A  und  B  wären  also  dieselben;  das  widerspricht  aber 
der  Annahme.  Daher  ist  der  Körper  K{x,  y)  mit  dem  gegebenen 
identisch,  und  wenn  wir  durch  die  Formel  (6)  auf  S.  385 

p^={rii—l)(n  —  1)  —  d 
das  Geschlecht  bestimmen,  so   erhalten  wir,  weil  d  nicht  negativ  sein 
kann  und  m  ^  m  ='  3  ist,  als  Folge  unserer  Voraussetzung: 

p£4:. 
Bei  p  =  4:  giebt  es  nun,  wie  wir  sahen,  wirklich  im  allgemeinen  noch 
zwei   Klassen   der  Ordnung  drei  und  der  Dimension  zwei;  für  ^>4 
kami  es  aber  in  der  That  nur  noch  eine  solche  geben. 

Bestimmen   wir   also    vermöge  der  so   eindeutig   charakterisierten 
Divisorenklasse  Ä  eine  Funktion  dritter  Ordnung 

1)  x^^, 

i;  X       ^,, 

so  sind  alle  anderen  derselben  Ordnung  in  der  Formel  enthalten: 

y-x  +  a' 

und  eine  derartige  lineare  Transformation  entspricht  nur  einer  Ver- 
änderung der  Grunddivisoren  der  Klasse  Ä.  Die  Ordnung  des  Ver- 
zweigungsteilers 3i^  ist 

m;  =  2ß  +  4, 

es  giebt  also  in  der  Klasse  A  im  allgemeinen  w  ganze  Divisoren,  welche 
durch  Quadrate  teilbar  sind.  Wählt  man  zwei  solche  als  Zähler  und 
Nenner  von  x': 
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80  kann  man  hierdurch  x'  bia  auf  eiaeu  konstanten  Faktor  hestiminon. 
Wir  wollen  aber  von  solcher  Normierung  der  Vaaiabeln  x  vorläufig 
absehen  und  den  Nenner  %'  als  aus  drei  verschiedenen  Primteileru 
bestehend  annehmen: 

Da  uns  für  die  Konstruktion  der  zweiten  Funktion  y  des  Körpers  K 
keuie  weitere  ausgezeichnete  Divis orenklasse  zur  Verfügung  steht,  so 
bilden  wir  sie  am  besten  mit  Hilfe  der  Potenzen  von  Ä.  Betraehton 
wir  die  Klasse  A^,  so  finden  sieh  in  ihr  stets  die  v  -\-  1  ganzen 
Divisoren 

r,  r-'3f',  r"'st",  ...a", 

und   diese   sind   voneinander  linear   unabhängig,   weil    binäre  Formen 

in  Linearfaktoren   zerlegbar  sind  und   daher   eine  homogene  Relation 

v^"^"  Grades  zwischen  31  und  %'  nicht  besteben  kann,  wenn  nicht  auch 

eine  lineare  vorhanden  ist;   das  letztere  ist  aber  ausgeschlossen.     Die 

obigen  v  4- 1  Divisoren  bilden  aber  bei  hinreichend  grofsem  v  noch  kein 

Fundamentalsystem   der   Klasse  J.";   denn   dann   ergiebt   sich   für   iSire 

Dimension  ,.»,<,  ,    , 

{Ä]=  3v  ~p  +  1, 

und  diese  Zahl   ist   für   v  >  ^  gröfser  sls  v  +  1.     Es   sei  nun  *■   der 

kleinste  Exponent,  für  welchen 

1^'}>»-  +  1 

ist;  dann  giebt  es  in  der  Klasse  Ä'  mindestens  »■  +  2  linear  unabhängige 

ganze  Divisoren 

2)  r,    'ä''-^ %',... W,    %,., 

und  ivcnn  wir  alsdann  die  Funktion 

bilden,  so  können  wir  leicht  zeigen,  dai's  der  Körper  K(x,y)  mit  dem 
gegebenen  identisch  ist. 

In  der  That  besteht  zwischen  x  und  y   eine  bestimmte  Gleichung 
vom  dritten  Grade  in  y: 

Fix,  ?/)  =  (j/  -  y,)  (y  -  y,)  (|/  -  ys) 

=  y^  +  (h{x)f  +  ctj^ixjy  +  ü^{x)  =  0, 
worin  die  Koeffizienten  «„,  a^,  a^  ganz  sind,  weil  y  eine  ganze  Fuuktioa 
von  X  ist.    Diese  Gleichung  ist  irreduktibel;  denn  sonst  wäre  notwendig 
F(x,  y)  die  dritte  Potenz  eiu.ee  in  y  linearen  Ausdruckes 
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OS  iiiiU'ste  also  ij  eioo  ganze  Funktion  r*""  Grades  von  x  von  der  Form 

)/  =  Co  +  qa;  +  <it«^  +  ■  ■  ■  +  C/-^'' 
sein,  und  wenn  man  liier  für  x  und  y  die  Divisorendarstelkugea  (t) 
und  (3)  einsetzt,   so   erhielte  man  eine  lineare  Relation  zwischen  den 
Divisoren  der  Reihe  (2),  was  der  Annahme  widerspricht. 

Um  jetzt  die  Gi-ade  der  Koeffizienten  a^,  a^,  a,,  zu  hestimmeu, 
denlten  wir  uns  die  Reihenentwickelungen  der  Funktion  y  für  die  Stelle 
{x=qq)  aufgestellt.  Da  der  Nenner  91'  aus  drei  verschiedenen  Prim- 
teilem  bestehen  sollte  und  die  drei  Blätter  der  Riemannschen  Flache 
also  im  Unendüehen  unverzweigt  sind,  so  erhalten  wir  drei  konjugierte 
Reihen,  welche  nach  ganzen  Potenzen  von  --  fortschreiten  und  von 
der  Form  sind; 

)/i  =  Ci  «•■+•-  -,     )/2  =  ßs  a;'-  +  ■  ■  ■,     y^^t^x'--^--- 

Bildet  man  mit  ihrer  Hilfe  die  Funktionen  o^{x'},  '^^(iK),  ag{x),  so  er- 
geben sich  ihre  Gradzahlen  resp.  gleich  r,  2r,  3r,  wobei  aber  die  höchsten 
Koeffizienten  nicht  unbedingt  von  Null  verschieden  sein  müssen. 

Nun  kann  man  femer,  ohne  etwas  wesentlich  ku  verändern,  ■m  y 
eine  beliebige  ganze  Funktion  j-'^°  Grades  hinzufügen  und  hierdurch 
erreichen,  dafs  der  Koeffizient 

in  Fortfall  kommt.  Die  Normalgleichung  kann  also  jetzt  In  der  Form 
angenommen  werden: 

4)  ;/»  +  ffl(a;)y  +  K«)  =  0; 

worin  a  und  b  ganze  Funktionen  von  den  Graden  2»',  resp.  3r  sind. 
Der  vorher  definierte  Exponent  r,  der  für  diese  Untersuchung  von 
wesentlichster  Bedeutung  ist,  kann  noch  auf  anderem  Wege  bestimmt 
und  erklärt  werden.  Fi-agen  wir  nämlich  allgemein  nach  der  Dimension 
einer  Potenz  Ä",  so  ist  diese  Aufgabe  nach  §4  der  siehzelmtenVorlesung 
identisch  mit  der  Bestimmung  der  vollständigen  Schar  der  Funktionen 
mit  dem  Nenner  §t'*,  und  wenn,  v  alle  Werte  durch^uft,  so  erhalten  wir 
also  die  Gesamtheit  aller  ganzen  Funktionen  von  x,  d.  i.  das  Ideal  T(l) 
des  Körpers  K{x,  y).  Stellen  wir  nun  nach  den  Regeln  der  vierzehnten 
Vorlesung  ein  Fundamentalsystem  für  dieses  Ideal  auf: 

|(l)^        |(2)^        |(8)^ 

und  nehmen  dasselbe  als  normal  für  die  Stelle  {x  =  c«)  an,  so  ist 
(vgl.  S.  299)  |W  =  1,  und  die  Ordnungszahlen  von  pl  und  |W  giad 
negativ  und  mögen  daher  mit  —  p^  und  ~  pj  bezeichnet  und  nach 
der  Gröfse  geordnet  sein. 
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Bilden  wir   nun  die  Schar  der  Funktionen  mit  dem  Nenner  %'", 
so  haben  wir  drei  Fälle  zu  unterscheiden,  je  nachdem 

ist. 

I.  Ist  V  <  p2)   so   ergieht  sich  für  jene  Schar  einfach  das  Funda- 
mentalsystem 

1,     X,    x^,  . .  .  x^', 
es  ist  also 

1^  <  V  <  pg ,   SO   erhalten   wir  als  Fundamentalsystem   der 

1,  X,  x',,...  X-,     |l"l,  «Jl'l, .  . .  a:— e.  |1"', 

K)-2(.  +  l)-ft. 

u>  ?y,  SO  wird  das  Fundamentalsystem 

1,  X,  x\. . .  x^\     l^%  a;^!^), . .  .  x''-^^<®l;     £<*',  xi^%  .  .  .  x'—^'^'-^\ 
also 

Hieraus  folgt,  dals  der  kleinste  Exponent  v,  für  den 

|X)  >  ,  +  1 

ist,  gleich  pg,  also  die  Zahl  r  =  q^  ist;  man  kann  daher  auch  die  zweite 
Funktion  |<^*  des  Fimdamentalaystems  einfach  gleich  y  annehmen.  Femer 
ergiebt  sich,  da  im  dritten  Falle  die  Dimension  gleich  Sv  —p  +  1 
sein  mufs,  für  das  Geschlecht  p  die  Formel 

P  =  Q2  +  9s~^> 
oder,  wenn  wir  jetzt  q^  durch  r  -\-  s  ersetzen; 

5)  p^2r  +  s~2. 

Hierbei  ist  S  nicht  negativ,  weil  pg  ^  q^  ist,  und  es  ist  ferner  s  ^r. 
Denn  die  Funktion  y^  hat  den  Nenner  91'  ',  und  hier  würde,  falls 
s  >  j-  wäre,  der  Exponent  2r  Meiner  als  q^  —  t  +  s  sein;  folglich  er- 
gäbe sich  nach  11)  für  die  Fimktion  y^  die  Darstellung 

f=^gi,r{,x)+gr(x)y, 
worin   die   Indices   die    Grade   der   ganzen   Funktionen  gix)   angeben. 
Eine    solche    Darstellung    widerspricht    aber   der    Irreduktibilität    der 
Gleichung  F(x,  y)  ■=  0,  und  es  ist  also  in  der  That 

6)  0  ^  s  <  r. 
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Hieraus  ergiebt  sich  noch  für  den  Exponenten  r  eine  obere  und  eine 
untere  Grenze: 

wodureli  die  Ajiaahl  der  mögHchen  Werte  von  r  auf  ein  ziemlich 
kleines  Intervall  von  der  Gröfse  T^  eingeschränkt  wird;  für  ^  =  5 
kann  z.  B.  nur  r  =  3,  für  p  =  6  oder  7  nur  f  =  3  oder  4  sein.  Stets 
aber  ist  die  Anzahl  der  Kombinationen  {r,  s),  welche  bei  gegebenem 
Geschlecht  der  Gleichung  (5)  und  der  Ungleichung  (6)  genügen,  eine 
endliche, 

§5. 
Wir    denken   uns  jetzt   zu  gegebenem  p    eine   mögliche    Zahlen- 
komhination    (r,  s)    berechnet    und    fragen,    welche    Bedingungen    die 
Koeffizienten  a  und  h  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Abschnittes 
y^  +  a(x)y  +  h(x)  =  0 
'  a(x)^Xx^'-  +  ---,     b(x)  =  (tx'^'- +  ■  ■  ■ 

ei-füHen  müssen,  damit  das  Geschlecht  des  Gebildes  gleich  p  wird.  Die 
Lösimg  dieser  Aufgabe,  nämlich  die  Bildung  der  Norraalgleichung  für 
diejenigen  Körper  des  Geschlechtes  p,  welche  auf  dreiblättrige  Flächen 
bezogen  werden  können,  wollen  wir  unter  der  Einschränkung  durch- 
führen, dafs  wir  bei  Bestimmung  der  Singularitäten  des  Gebildes  die 
einfachsten  unter  den  zulässigen  Annahmen  machen. 
Die  Diskriminante  der  Gleichung 

I>--(!l,~  S,y  (</,  -  <!>)'  (s,  ~  i/s)"  -  4<.'  +  27  V 
ist  vom  Grade  6r.     Da  aber  die  Zahl  der  Verzweigungspunkie  nur 

w;  =  2(^)  +  2}  =  2(2r  +  s) 
ist,  so  mufs  D  nach  dem  Satze  auf  S.  395  anfser  der  Körperdiskriminante 
noch  eiuen  quadratischen  Faktor  X^  enthalten,  wo  X  vom  Grade 

2)  ,  =  3,--f  =  r-s 

ist.  Der  Divisor  der  Doppelpunkte  ist  also  nach  Ausscheidung  der 
Primdivisoren  Sß^^,  von  der  Ordnung  2(r  — s),  und  das  Gebilde  mufs 
also,  wenn  wir  der  Forderung  in  einfachster  Weise  genügen  wollen, 
r  —  s  Doppelpunkte  im  Endliehen  erhalten. 

Dieses  wichtige  Resultat  kann  auch  auf  anderem  Wege  abgeleitet 
und  überdies  als  hinreichende  Bedingung  erwiesen  werden.  Die  drei 
Entwickelui^en  für  (x  =  ex)  lauteten 

3)  ?/i  =  Ci«'*  +  ■  ■  ■,    y^=^e^T/+---,    yz^e^x' ■\--'-, 

wobei  wir  die  Koeffizienten  e^,  e^,  ftj  jetzt  als  verschieden  annehmen 
können.     Umgekehrt    aber    ergiebt    die    Anwendung    des   Diagramms 
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auf  eine  G-leichuug  der  Form  (1),   dafs   das  erste  Glied  einer  Eeihen- 
eiitwickelung  für  {x  =  oo)  gleich  e«'"  ist,  wo  e  der  kubischen  Gleiclmng 

gentigt,   deren   drei  Wurzeln  ej.Cj.t'^  Yersehieden  ausfallen,  wenn  nur 
4A^  + 27(1^=1=0  ist. 

Zufolge  dieser  Gleichungen  (3)  besitzt  aber  das  Gebilde  bei 
(a;  =  oo,  1/ =  oo)  eine  bestimmte  Sii^ularität,  denn  bilden  wir  die 
DiTisorengleichimg  (S.  382) 


erem  Falle  w  =  3,  m  =  3»-,  n.u  =  9t',  it^  =  91''^,  also 


8  wird  -j-  in  jedem  der  drei  Punlcte  ^W  in  der  (2r)""'  Ordnung 
unendlich  und  besitzt  also  in  der  reduzierten  Form  den  Nenner  91' ^''; 
da  aber  alle  Yerzweigungspunkte  ins  Endliche  fallen,  so  miifs  ®  durch 
%'  ''  teilbar  sein,  und  wir  können  daher  setzen 

4)  Sl  =  9['"®i, 

wo   %^  den  Divisor   der   endlichen  Doppelpunkte  bedeutet.     Als  seine 
Ordnung  ergiebt  sich  dann  genau  wie  vorher  2t  =  6r  —  ic  —  2{r  — .«). 
Wir  wollen  jetzt  die  t  Doppelpunkte 

(«„ft),  («„«,...(»„« 

als  gegeben  annehmen,  so  dafs  die  vorher  eingeführte  ganze  Funktion 

X(i)_(s-«,)(s-»,). ..(»,-.,) 

bekannt  ist.  Um  dann  das  allgemeinste  Gebilde  dieser  Art  wirklich  zu 
konstruieren  und  damit  die  Herstellung  der  Noi-malgleichung  zu  voll- 
enden, haben  wir  nur  die  Bedingung  dafür  festzustellen,  dals  jeder 
Punkt  («/„  ^/,)  ein  Doppelpunkt  ist. 

Da  die  Summe  der  drei  konjugierten  Funktionen  y^,  y^,  y^  ver- 
sehwindet, so  erhalten  wir  bei  (x  =  kj)  drei  ßeihenentwickeiungen 
der  Form 

Vi  =         ßh  -^r'h  {x  —  ti,)  4-  -  ■  ■ 
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Polglich   ist,   werm  man.  nur  bis  zur  ersten  Potenz  von  [x  —  a/i)   geht: 

F{X,  y)  =  (y-ß,~  yi  {x  ~  ß,,))  {v  -  ßf.  -  vi'  (^  -  «*))  {^J  +  2ß,.-  fH'  (x  -  «;,)) 

(moci.  (x  —  dj)^) 
oder  ^  ^  '  ^ 

5)     i?(»,!;)-(i,-ft)'(,,  +  2ft)  +  J„(»^-..)to-ft)    (mod.(»^ -»,.)■), 

worin 

»,.  -  -  rl.  (!)  +  2 W  -  rf  &  +  2ft)  -  j-i"  (!/  -  «  -  3r"'  ft 

eine  Konstante  ist.  Diese  kann  aber  beliebig  gewählt  werden,  denn 
umgekehrt  zeigt  die  Anwendung  des  Diagramms  oder  auch  schon 
die  Darlegungen  auf  S,  373,  daJs  das  Gebilde,  falls  eine  Kongruenz  der 
Form  (5)  besteht,  bei  (x  =  «;„  y  =  ßi)  einen  Doppelpunkt  erhält. 

Durch  die  Kongi'uenz  (5)  werden  nun,  wenn  die  3r  Gtröfeen 
«Ai  ßh,  h  willkürlieli  gegeben  sind,  die  ganzen  Funktionen  a{x)  und 
h(x)  his  auf  Vielfache  von  X'^{x')  bestimmt.  In  der  That  kann  man 
zumchst  die  Relation  (5)  durch  Vergleichung  der  einzelnen  Potenzen  von 
y  in  zwei  Kongruenzensysteme  für  die  Koeffizienten  aix)  und  hix) 
auflösen: 

a{x)  =  ^  3j5|  +  i-i,  ix  -  «/O        (mod.  {x  -  «/.)') 

Zufolge  der  ersten  Kongruenz  ist  mm  a{ai)  =  ~Z{il,  also  hat  man 
nach  der  Li^rangesehen  Interpolationsformel 

oder  es  ist,  wenn  man  die  Summe  kurz  durch  %{x)  Ijezeiclmet: 

o(i)  =  a,(x)  +  X(x)  g(x), 
v/o  G(x)   eine   ganze  Funlrtion  Ijedeutet.     Für  diese  ei'giebt  sicli  aber 


ja{x} -o,«-!  _  °'(«,.)-''d(». 

oder 


G(iii)  - 


X'(.,) 


wodurch  wiederum  G(o:)  bis  auf  ein  Vielfacbes  von  Xix)  bestimmt  ist. 
Bestimmt  man  ebenso  &(ic),  so  erhält  man  schliefslicli: 

a(x)  =  »,(«)  +  a,(»)  X(x)  +  a,{x)  X{x)' 
Hx)  -  h,(x)  +  h,(x)X(x)  +  h,(x)X(x); 
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worin  %,  a^,  \,  i^  bestimmte  Funktionen  des  Grades  t  —  1,  Og  und  \  aber 

willkörliclie  ganze  Funktionen  des  Grades  2r  —  2r,  resp.  Br  —  2t  sind. 

Die  Zahl  der  in  der  Gleictung  (1)  auftretenden  Konstanten  ist  somit: 

Sir  +  {2r  -  2t  +  1)  +  (3r  -  2t  +  1)  =  4r  +  s  +  2. 

Es  bleibt  nun  noch  übrig,  zu  bestimmen,  wie  fiele  dieser  Kon- 
stanten sich  durch  Normierung  der  Variabein  x  und  y  beseitigen  lassen. 
Da  die  Klasse  A  eindeutig  bestimmt  ist,  so  kann  die  Variable  x  nur 
noch  durch  eine  lineare  gebrochene  Funktion 

^  ^yfli  +  tf 
ersetzt  werden.  Mag  man  nun  die  auf  S.  553  angegebene  Normierung 
wäMen  oder  irgend  eine  andere,  immer  kann  man  auf  diese  Weise 
drei  Konstauten  der  NormalgleicKung  in  Portfall  bringen.  Etwas 
weniger  einfach  liegen  die  Verhältnisse  für  die  Funktion  y,  da  wir 
hier  zwei  verschiedene  Fälle  unterscheiden  müssen,  je  nachdem  die 
Zahl  s  positiv  oder  Null  ist. 

Ist  s  positiv,  so  ist  y  bis  auf  einen  konstanten  Faktor  durch  die 
beiden  Eigenschaften  völlig  bestimmt,  dafs  ihr  Nenner  gleich  W  und 
ihre  Spur  gleich  Null  ist.  Denn  in  diesem  Falle  ist  in  der  auf  S.  555 
gewählten  Bezeichnung  pg  >  pjj  ^'^'^ 

{A']-r  +  2, 
und  jede  Funktion  mit  dem  Nenner  W  ist  in  der  Form  enthalten; 

wo  gr{x)  eine  ganze  Funktion  r*™  Grades  ist;  soU  also  ihre  Spur  ver- 
Bchwindeu,  so  mufs  ^^(9:)  =  0  sein.  Daher  kann  man  in  der  Normal- 
gleichung  nur  noch  y  durch  my  ersetzen  und  die  in  ihi'  auftretenden 
4*'  +  s  +  2  Konstanten  im  ganzen  um  vier  vermindern. 

Ist  aber  s  =  0,  so  ist  y  durch  die  obigen  beiden  Forderungen 
nicht  bis  auf  eine  Konstante  festgelegt.  Denn  in  der  auf  S.  556  durch- 
geführten Untersuchung  fällt,  weil  pg  ■=  p^  ist,  die  zweite  Eventualität 
gänzlich  aus  und  es  ist 

Die  sämtlichen  Funktionen  mit  dem  Nenner  31''  sind  in  der  Formel 
enthalten: 

7i  =  my  +  m'y'  +g,{x), 

wo  y'  =  |l^)  die  dritte  Funktion  des  obigen  Fundamentalsystems  ist, 
für  welche  ebenfalls  S{y')==0  angenommen  werden  kann.  SoU  also 
die  Spur  von  rj  verschwinden,  so  raufs 
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7j  =  my  +  m'y' 
sein,  und  man  kann  also  durch  eine  derartige  Abändenmg  der  ab- 
hängigen Yariabeln  noch  zwei  Konstanten  in  Fortfall  bringen.  Hier- 
durcli  verringert  sich  die  Konstantenzahl  in  diesem  Falle  im  ganzen 
um  fünf.  Jetzt  aber  haben  wir  offenbar  alle  möglichen  Umformungen 
der  Kormalgleichung  in  Betracht  gezogen,  und  wir  erhalten  somit  den 
beiden  unterschiedenen  Möglichkeiten  entsprechend 

ir  +  s  —  2=p  +  2r,    resp.    4r  — 3=p  +  2»-— 1 

wesentliche  Konstanten  oder  Moduln.  Bei  geeigneter  Normiemng  er- 
halten diese  Konstanten  für  zwei  algebraische  Gebilde  derselben  Klasse 
gleiche  Werte. 

Wir  erhalten  somit  folgenden  Satz,  in  dem  wir  das  Hanptresultat 
der  Untersuchung  zusammenfassen: 

Wenn  in  einem  Körper  Tom  Geechlechte  ^i  >  4  keine 
Punktionen  zweiter,  woU  aber  solche  der  dritten  Ordnung 
existieren,  so  giebt  es  eine  und  nur  eine  Divisorentlasse  A 
der  Ordmmg  drei  und  der  Dimension  zwei  und  eine  bestimmte 
Potenz  von  A  mit  möglichst  niedrigem  Exponenten  r,  deren 
Dimension  grölser  als  r  -f  1  ist.     Setzt  man  dann 


p  =  2j-+s-2, 
so  ist 

und  die  Klasse  des  algebraischen  Gebildes  ist  durch 
p  +  2r,     resp.      p  +  2r  —  1 

Moduln  oder  Invarianten  charakterisiert,  je  nachdem  s  positiv 

oder  Null  ist. 
Es  ist  bemerkenswert,  dafs  bei  den  hier  untersuchten  algebraischen 
Gebilden,  welche  die  speziellsten  mchst  den  hjperelliptischen  sind,  die 
Zahl  der  Moduln  nicht  mehr  blofs  vom  Geschlechte  p,  sondem  noch 
von  einer  zweiten  Invariante  des  Körpers,  eben  dem  Exponenten  r  ab- 
hängt. Körper  mit  ungleichem  r  sind  offenbar  niemals  iueinander  trans- 
formierbar. Will  man  bei  gegebenem  Gesehlechte  die  Zahl  der  Moduln 
möglichst  grofs  erhalten,  so  muTs  man  innerhalb  der  zulässigen  Grenzen 
*■  möghchst  grofs,  also  s  möglichst  Hein  annehmen.  Zu  diesem  Zwecke 
hat  man,  da  ^  =  s  (mod.  2)  ist,  s  =  0  oder  ==  1  zu  setzen,  je  nachdem  p 
gerade  oder  ungerade  wird.  Dann  wird  r  =  -„-  -|-  1,  resp.  =  — j—  i  und 
die  Zahl  der  Moduln  wird  in  beiden  Fällen  gleich  2^  +  1 .  Wenn 
s  >  1  ist,  wird  die  Zahl  der  Moduln  <2p  -\-l. 

Heneel  u.  iKndBberg,  AlgeTiraiBche  I^nktionen  mc.  36 
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Bei  der  Aufstellimg  der  Normalglei chung  haben  wir  die  beiden 
Aanabmen  gemacht,  dafs  die  Koeffizienten  «i,  e^,  e^  in  (3)  vonein- 
ander Tersebieden  sind,  also  die  GHeiebungsdialiriminante  D  wirklich 
den  Gi'ad  6r  besitzt,  und  dafa  die  Knrve  im  Endlichen  nur  gewöhn- 
liche Doppelpunkte  zu  Singularitäten  hat  Nur  die  zweite  dieser  An- 
nahmen bedeutet  eine  wirkliche  Einschränkung  des  Problems,  denn  die 
erste  Forderung  kann,  wenn  sie  für  eine  Gleichung  der  Form  (1)  nicht 
von  Yomherein  erfüllt  ist,  stets  durch  Ausführung  der  birationalen 
Transformation : 

yx  +  a 

realisiert  werden.  Bei  einer  solchen  Transformation  tritt  nämlich  überall 
an  die  Stelle  von  91' =  Ux  der  Divisor  ^'  =  it:-!'  =  ä     ,  ^j  wählt  man  also 

y  und  S  so,   dafs   die    G-leichung  (1)   für   a;  = drei   verschiedene 

Wurzeln  hat,  so  fallen  auch  die  Anfangskoefflzienten  in  den  Reihen- 
ent Wickelungen  von  y'  nach  Potenzen  von  -y  verschieden  aus.  Durch 
die  Transformation  (6)  wird  in  dem  Divisor  (4)  nur  die  Potenz  W^^ 
in  58'  ''  verwandelt;  der  Divisor  ®j  der  endlichen  Doppelpunkte  bleibt 
bei  ihr  unverändert. 


6) 
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Die  PenodiBitätaeigenschaftPii  dei  A}  pl8i_teii  Integrale.  —  Ziel  und  Plan  dei- 
folgenden  Unteisuchung  —  F  mktiouen  mit  emfi  üueudliehkeits stelle  und  Inte- 
grale erster  und  Tweitei  Gattung  —  Ihie  Ordnungszahlen.  —  Algehraiaclie  Nor- 
miemiig  dei  Puadamentalmtcgral  mit  keiner  oder  einer  Unstetigkeitsstelle.  — 
AUgemeine  Integrale  zweiter  Gattung  —  Irreduktihle  Systeme  und  Fundamental- 
syat^mi  iur  he  allg;,memen  Int  ^nle  zweiter  Gattung. 


§  1- 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  Untersuchang  der  PeriodizitätseigenBchaften 
der  Äl)el8clieii  Integrale  zurück,  die  wir  in  der  einraidzwaiizigsteii  and 
zweiundzwanzigsten  Vorlesung  in  Angriff  genommen  haben,  und  wollen 
nunmelu-  die  damals  erlangten  Ergebnisse  noch  eiiunal  Termöge  einer 
ganz  anderen  und  viel  tiefer  eindringenden  Methode  ableiten  und  sodann 
weiterführen. 

Die  damalige  Herleitung  hatte  zum  Fundamente  die  Kenntnis  der 
Zusammenhangsverhältnisse  und  die  Zerscbneidnng  der  Riemannschen 
Fläche.  So  einfach  und  folgenreich  aber  auch  die  a.  a.  0.  auseinander- 
gesetzten Hilfsaätze  der  Analysis  situs  sind,  so  hringen  diese  doch  ein 
dem  Gegenstande  fremdartiges  Element  in  die  Untersuchung  hinein, 
so  daiJs  an  dieser  Stelle  der  systematische  Aufbau  der  Theorie  der 
Abelschen  Integrale  nicht  lückenlos  und  vollendet  erscheint  und  einige 
der  gewonnenen  Resultate  den  Charakter  des  UnToUatändigen  oder 
auch  Zufälligen  erhalten.  Es  liegt  dies  daran,  dals  die  hier  wesent- 
lichen Eigenschaften  der  Riemannschen  lläche  nur  durch  geometrische 
Theoreme  erschlossen  und  dals  der  Eundamentalbegriff  „Ordnung  des 
Zusammenhanges"  rein  logisch  durch  den  Hauptsatz  3  der  Analysis 
aitus  auf  S.  327  gewonnen  worden  ist.  Hingegen  fehlt  an  dieser  Stelle 
das  analytische  Gerüst,  durch  welches  es  möglich  wird,  die  Zusammen- 
hangseigensehaften  der  Riemannschen  Fläche  auf  Eigenschaften  Ton 
Rechnungsausdrücken  zu  stützen  und  hierdurch  eine  unmittelbare  Ver- 
bindung zwischen  der  Ordnungszahl  des  Zusammenhanges  und  der 
Zahl  der  linear  unabhängigen  Integrale  erster  Gattung  herzustellen. 
Aus  diesem  Grunde  entsteht  das  Bedürfnis,  neben  dem  vorher 
i  Wege  auch  durch  direkte  algebraische  Methoden  Ein- 
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Wiek  in  die  Periodizität  der  Abelsclieii  Integrale  und  die  Zusammenhaiigs- 
verlmltnisse  der  Rieniannsehen  Flache  zu  gewinnen,  oder  —  was  auf 
ganz  dasselbe  hiüausbommt  —  es  erwächst  uns  die  Aufgabe,  diejenigen 
algehraisclien  Tbatsaehen  festzustellen,  welche  den  früher  bewiesenen 
Sätzen  der  Analysis  situs  entsprechen  und  sie  TÖUig  zu  ersetzen  imstande 
sind.  Wir  werden  zeigen,  data  das  in  der  That  möghch  ist.  Wir 
werden  nämlich  nach  einigen  in  dieser  Vorlesung  gegebenen  Vor- 
bereitungen in  den  folgenden  zuerst  den  Satz  von  der  Vertauschung 
von  Parameter  und  Argument  bei  Integralen  dritter  Gattung  als  rein 
algebraischen  Satz  erweisen,  aus  ihm  sodann  alle  Periodeneigenschaften 
der  Abelschen  Integrale  ableiten  und  hierdurch  nun  umgekehrt  ein  Ver- 
ständnis der  der  Eiemannschea  Flache  eigentümlichen  Zusammenhangs- 
Terhältnisse  gewinnen.  Bei  dieser  Anordnung  des  systematischen 
Aufbaus  fallen  die  vorher  grundlegenden  geometrischen  Sätze  des  §  2 
der  einundawanzigsten  Vorlesung  ganz  aus  der  Betrachtung  aus. 

Diesen  Zielen  entsprechend  wollen  wir,  während  wir  früher  die 
Integi-ale  Yon  Tornherein  durch  ihre  Periodeneigenschaften  normiert 
haben,  jetzt  zuvörderst  eine  andere,  algebraische  Normierung  der 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  zu  Grunde  legen  und  im  Zu- 
sammenhange hiermit  einige  Vorbereitungssätze  entwickeln^  welche 
auch  an  und  für  sieh  tou  Interesse  sind. 


Zur  Vereinfachung  der  folgenden  Untersuchung  gehen  wir  bei  der 
Aufstellung  der  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  sogleich  von  den- 
jenigen Funktionen  des  Körpers  aus,  welche  nur  in  einem  übrigens 
beliebigen  Punkte  der  Hiemauusehen  Fläche  unendlich  werden.    Es  sei 


eine  derartige  Funktion  und  ihr  Pol  ?ßj,  von  der  n*™  Ordnung,  so 
können  wir  nach  den  Darlegungen  der  sechzehnten  Vorlesung  0  als 
unabhängige  Variable  für  eine  den  Körper  bestimmende  Gleichung 
F(u,  s)  =^0  wählen  und  alle  weiteren  Betrachtungen  auf  diese  Glei- 
chung beziehen.  Der  Körper  K{z,  u)  ist  alsdami,  wie  schon  auf 
S.  540  flg.  ausgeführt  wui-de,  in  Beziehung  auf  n  vom  n'™  Grade,  und 
an  der  Stelle  (3  =  00)  ergeben  sich  n  konjugierte  Reihenentwickelungen, 

welche  nach  ganzen  Potenzen  von  1  —  1     fortschreiten  und  alle  aus  einer 
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von  ihnen  abgeleitet  werden  können,  indem  man  (—1      durcii   w  (— ] 
ersetzt,  wobei   w  eine  n'"  Einheitewurzel  bedeutet.     Die   n  Blätter  der 
Riemannsciien  Fläche  ?ftj  hängen  also  im  Unendlichen  in  einem  einzigen 
Cyklus  miteinander  zusammen. 

Die  Gesamtheit  derjenigen  Funktionen,  welche  nur  im  Punkte  '^^ 
unendlich  werden,  ist  ein  Ideal,  nämlich  das  zu  dem  Divisor  1  ge- 
hörige Ideal  1(1)  der  ganzen  Funktionen,  des  Körpers  K{s,  u).  Stellen 
wir  nun,  wie  auf  S.  220,  ein  Fundamentalsystem  für  dieses  Ideal  auf 
und  hezeieluien  es  mit  einer  mibedeutenden,  für  unsere  Untersuchung 
Bweekmälsigen  Modifikation  durch 

1)  t"^\     i'-^\     |(=>,  .  .  .  !'■''-% 

80  können  alle  ganzen  Funktionen  |  des  Körpers  auf  eine  und  nur 
eine  Weise  in  die  Form  gesetzt  werden: 

I  =  Mo4t'"  +  Mi|W  +  ■■■+  M»-l|f"-", 

wobei  Md,  j(i,...M„_i  ganze  rationale  Funktionen  von  s  bedeuten,  Nehmen 
wir  femer  das  Fundamen talsystem  als  normal  für  die  Stelle  (0  =  00)  au, 
80  müssen  nach  dem  auf  S.  173  bewiesenen  Satze  die  reduzierten 
KoloimenteÜer  des  Systems  der  Konjugierten 


m 

ep, 

11«, -. 

ttn~l) 

ffl 

ö", 

IS", . 

:'.sH 

i"."'. 

gi- 

i?',  ■ 

•■e'"''. 

A) 

abgesehen  von  ihrer  Reihenfolge  mit  den  Potenzen 


übereinstimmen.  Wir  können  und  woUen  nun  die  n  Funktionen 
g'"',  |t^',  1'^', ...  l'""^*  in  einer  solchen  Anordnung  annehmen,  dals  der 
Teiler  von  |('')  für  die  Stelle  {s  =  00)  gleich 


ist,  wo  fii  ganzzahlig  ist     Unter  den  n  Zahlen 

Fo.     I^u     fa,  •-■('«-1 
ist  alsdann  die  erste  jt^  stets  gleich  NuU,  weil 
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ist,  während  die  übrigen  Null  oder  positiv  sind  (vgl.  S.  299),   weil  ja 

alle  Elemente  des  FundamentalsystemB  ganze  Funktionen  von  is  sind. 

BUden  wir  sodann  zn  dem  Systeme  (A)  das  komplementäre 

V?\     ^'^'j     1)'^')  -  ■  -  ij"^""^* 

vi'\  vi'',  4^»,  ■■■4"-^' 


B) 


TfW,       ^(1)^       ^(ä),  .  .  .  ^{n~ 


80  sind  die  Teiler  der  n  Funktionen 

2)  ^W,     »;W,     ^(^),  ...»/"-D 

an  der  Stelle  (s  =  oo)  der  Ileihe  uacli 

Nach  einem  früher  bewiesenen  Satze  bilden  alsdann  die  n  Funktionen 
der  Reihe  (2)  ebenfalls  ein  PuadanientalBystera  für  ein  Ideal,  welches 
nach  dem  Theoreme  V  auf  S.  231  und  der  zu  ihm  gehörigen  Anmerkung 
zu  bestimmen  ist.  Der  zur  Variabein  s  gehörige  Verzweigunga- 
dJTisor  3,  enthält  nämlich  den  Punkt  $^  genau  in  der  («  —  1)*^"  Ord- 
nung, und  wir  können  daher  zunächst 

setzen,  wo  3o  ^^  Produkt  aller  der  Potenzen  ^''  ist,  welche  den  im 
Bndlichen  gelegenen  Verzweigungspunkten  5ß  entsprechen.  Da  nun  die 
Punktionen  l'"',  |<*', . .  .  ^'■"—'''i  ehx  Fundamentalayatem  für  das  Ideal  7(1) 
sind  und  man  bei  der  Bildung  des  komplementären  Systems  von  den- 
jenigen Primteüem  abzusehen  hat,  welche  unendlich  fernen  Verzweigungs- 
punkten  entsprechen,  so  sind  die  Funktionen  (2)  ein  Fimdamental- 
system  für  das  Ideal  -7(o-l- 

Bezeichnen  wir  femer  die  Ordnung  des  Divisors  3o  ™^* 

so  ist  nach  den  Ausführungen  auf  S.  214  die  Summe  aller  positiven 
Ordnungszahlen  der  Determinante  |  ^?l  |  des  ersten  Fundamentalsystems 
gleich  Y ;  andererseits  ergiebt  sieh  aus  den  vorher  angegebenen 
Kolonnenteilem  für  (s  =^  oo)  die  Summe  der  negativen  Ordnungszahlen 
gleich 

-(-+y~(-+i)--(--.+^-) 

--(ci  +  .«,+  -■  +  p.-i)-"i'' 
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nnd  da  die  Summe  aller  Ordnungszahlen  Null  ist,  bo  erhält  man  die 
Relation 

3)  fii  +  fs  +  ■  ■  ■  +  C"-i  =  -  -  »  +  1  ^$- 

Die  Summe  der  ganzen  Zahlen  fi  ist  also  gleich  dem  Geschlechte  des 
Körpers. 

Wir  bestimmen  jetzt  das  Verhalten  der  Funktionen  des  ersten 
Ideals  im  Unendlichen.  Da  in  dem  Fnndamentalsysteme  (1)  das  Ele- 
ment |1'')  im  Punkte  %^  in  der  Ordnung  ftjwH-ft  unendlich  wird,  so 
sind  die  Ordnungen  des  TJnendlichwerdens  der  Funktionen 

|(''),    ?|(*),    s^ !'''!, . , ,  /n**',  ■■  ■ 

der  Reihe  nach  gleich 

4)  ^,«  +  Ä,     (,«„+l)w  +  Ä,     (^„  +  2)M-hfe,...  C«*  +  n)n  +  Ä,..., 

also  lauter  Terschiedene  positive  Zahlen,  welche  ^  h  (mod.  w)  sind. 
Bilden  wir  also  diese  Reihen  für  Ä==0,  l,2,...n  — 1,  so  erhalten  wir 
das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen  für  die  sämtlichen  Funk- 
tionen des  Ideals  J(l),  und  es  fehlen  in  jeder  Reihe  kongruenter 
Zahlen  genau  fi?,,  nämlich  diejenigen,  welche  kleiner  als  die  erste  auf- 
tretende Ordnungszahl  und  positiv  sind.  Das  System  der  fehlenden 
Ordnungszahlen  besteht  also  aas  den  Elementen 

5) 
oder 


5  a) 


und  ihre  Anzahl  ist  gleich 

i>  =  fi  +  fa  +  '"  +  f*n-i- 
Wir   erhalten  hiemach   in   genauer  Übereinstimmung   mit  dem  in  der 
aehtundz wanzigsten  Vorlesung  gewonnenen  Resultate  noch  einmal  den 
Satz*),    dafs    die   Funktionen,   welche   nur   in   einem   Punkte  ^„    der 
Riemannschen  Fläche  unendlich  werden,  alle  Ordnungen  besitzen  können 

*)  Auch,  die  Tabelle  (4)  ateht  in  genauer  Ubereinatimraung  mit  der,  welche 
in  (3  a)  und  (äh)  auf  S.  495  för  das  System  der  vorhandenen  Ordnungszahlen 
gegeben  wurde;  ein  sachlicher  Unterschied  beatett  nur  inaofem,  als  hier  n  nicht 
als  die  kleinste  yorhandene  Ordnungszahl  YOrauageBctat  au  werden  brauchte. 


1, 

3, 

h  +  ny/,     (ft  =  l,2, 

1  +  «,       1  +  2»,  , 

2  +  «,       2  +  2»,. 
5-^n,      3  +  2n,  . 

.,..-1,  ,,,_«, 

■  l  +  (c.-i)« 

.2  +  (p.,-l)« 
.3+fr.-l)» 

«- 

-1,  2«-l,    3»-l,  . 

.fc-»-l, 
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mit  Ausnahme  von  p  Zahlen,  und  dafe  p  gleich  dem  Gesehlechte  dea 
Körpers,  also  unabhängig  von  der  Auswahl  des  Punktes  ^^  ist.  Wir 
wollen  uns  nun  ebenso  wie  auf  S.  492  die  p  in  der  Tabelle  (5)  auf- 
tretenden Zahlen  nach  der  Gröfse  geordnet  deuten  und  in  dieser  natür- 
lichen Reihenfolge  mit 
5b)  pi,     Pä,     Ps,  . . .  Qi, 

bezeichnen,   so    dafs   die   Tabellen   (5a)   und  {öb'j   aus  denselben   Ele- 
menten bestehen. 

Wir  wollen  jetzt  mit  Hilfe  des  Ideals  -f  (ö-)  ^i^  Integrale  erster 
und  zweiter  Gattung  des  Korpers  aufstellen.  Da  dem  Differentiale  ds 
der  Divisor  , 

zugeordnet  ist,  so  besitzt  der  Teiler  eines  Differentials 

dm  =tjds 
dann  und  nur  dann  eine  Potenz  ?|J^  als  Nenner,  wenn  die  Punktion  jj 
dem  Ideale  -ffö")  angehört.     Hat  ij  in  '^^  die  Ordnungszahl  A,  so  hat 
der  Differentialteiler  ll)<u  von  dm  die  Ordnungszahl  X  —  n~l,  das  Integral 


=/^ 


also  nach  dem  Satze  auf  S.  296  die  Ordnungszahl  X  —  n;  hierbei 
brauchen  wir  den  besonderen  Fall  l'=n,  der  auf  Logarithmen  fuhren 
würde,  nicht  erst  zu  berücksichtigen,  da  ein  Integral  mit  einer  einzigen 
Unstetigkeits stelle  ^^  nicht  logarithmisch  unendlich  werden  kann,  Ist 
also  A  positiv  und  grölser  als  n,  so  ist  das  Integral  von  der  ersten 
Gattung  und  wird  in  5ß^  in  {l  —  w)'^'  Ordnung  Null,  vorausgesetzt  dass 
man  diesen  Punkt  als  untere  Grenze  des  Integrals  annimmt  und  hier- 
durch das  konstante  Glied  der  Iteihenentwiekelung  bei  {s  =  cxj)  zum 
Fortfall  bringt;  ist  aber  X  <n,  so  ist  es  von  der  zweiten  Gattung  und 
wird  in  ^^  in  («  —  A.)*"  Ordnung  unendlich. 

Bilden  wir  zuvörderst  die  Integrale  erster  Gattung,  so  haben  wir, 
im  wesentlichen  ebenso  wie  auf  S.  300,  alle  diejenigen  Funktionen 
«"*  ij''''  zu  bestimmen,  für  welche  kj,  nicht  negativ  und  die  Ordnunge- 
zahl in  9?^  .  ,   , 

1  =  nfi,,  +  h  —  na), 

grölser  als  n  ist.  Da  ji,,  =  0  ist,  so  scheidet  der  Index  h^O  aus, 
und  für  die  übrigen  Werte  von  h  erhält  man  die  ] 
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ist  diese  aber  erfüllt,  so  verschwindet  das  Integral 

in  *p„  IQ  der  Ordnung 

?,~n  =  n{(ih—'i-~  cc/,)  +  h. 
Daher  erhalten  wir  die  folgenden  p  Integrale  erster  Gattung: 

5P:«  55«> 


^ 


/^' 


wobei  die  Ä'*  Reihe  dieser  Integrale  in  Fortfall  kommt,  falls  etwa  die 
Zahl  fts  =  0  ist.  Die  Ordnungszahlen  dieser  Integi-ale  im  Pmikte  ^„ 
sind  auch  der  Eeihenfolge  nach  gerade  die  p  ZaJilen,  welche  in  der 
Tabelle  (5a)  enthalten  sind;  nnd  wir  gelangen  daher  an  folgendem 
Theoreme,  durch  welches  der  Satz  auf  S.  492  bestätigt  und  vervoll- 
ständigt wird: 

Stellt  mau  die  sämtlichen  Funktionen  des  Körpers  auf, 
welche  nur  in  einem  beliebig  gegebenen  Punkte  ^^  unendlich 
werden,  so  treten  nicht  sämtliche  positive  Zahlen  als  Ordnungen 
dieser  Punktionen  auf,  sondern  es  fehlen  so  viele,  als  es  yer- 
Bchiedene  Integrale  erster  Gattung  giebt.  Bezeichnet  man 
diese  fehlenden  Ordnungszahlen  nach  der  Gröfse  geordnet  mit 


Ql,      P2)      Ps. 


■  Qp> 


so  kann  man  die  p  Integrale  erster 


stets  so  normieren,  dals  W;  in  5ß„  die  Ordnungszahl  qi  besitzt. 
Die  Integrale  der  Tabelle  (7)  müssen  somit  bei  Einführung  dieser  Be- 
zeichnung ganz  ebenso  umgeordnet  werden,  wie  ihre  Ordnungszahlen 
beim  Übergange  von  der  Tabelle  (5a)  zu  (5b). 

Während  wir  also  in  der  zweiundzwanzigsten  Voi'lesung  die 
Integrale  erster  Gattung  durch  ihre  Perioden  bestimmt  haben,  legen 
wir   hier   eine   algebraische   Normierung   dieser  Integrale    zu   Grunde. 
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Jene  Kormierung  setzt  die  Zerschneidung  der  EriemaimBchen  Fläche 
bereits  als  gegeben  YOraus  und  fällt  also  TerscHeden  je  nach  der  Art 
der  Ausführung  derselben  aus;  die  jetzige  hingegen  setzt  keine  Kenntnis 
der  ZusammenhangsverhältnisBe  der  Biemannschen  FEclie  voraus,  dafür 
bezieht  sie  aber  die  Integrale  auf  eine  bestimmte  Variable  z  des 
Körpers.  Sie  kann  daher  als  Normierung  in  Beziehung  auf  die 
unabhängige  Variable  s  bezeichnet  werden  und  ist  von  der  Aus- 
wahl derselben  abhängig. 

Übrigens  sind  die  Integrale  lOi  nur  insoweit  bestimmt,  dafs  das 
erste  Glied  der  Reihenentwickelung  im  Punkte  ^^  gegeben  ist,  und  es 
kann  daher  zu  dem  Integrale  Wi  noch  eine  lineare  Kombination  der 
folgenden  Integrale  Wi+i,  Wi+a,  .  . .  Wp  hinzugefügt  werden.  Diese 
Unbestimmtheit  kann  dann,  wenn  es  zweekmäTsig  sein  soUte,  z.  B. 
durch  die  Pestsetzung  gehoben  werden,  dala  in  der  Reihenentwickelung 
des  Integrals  Wi  im  Punkte  5ß„  von  den  in  der  Tabelle  {b)  enthaltenen 
Zahlen  nur  die  Zahl  p,-  in  den  Exponenten  vorkommen,  die  grol&eien 
Exponenten  p;-[-i,  . . .  Qp  aber  fortfallen  sollen,  denn  dies  ist  durch 
Subtraktion  geeigneter  Multipla  von  Wj+i,  w^+g,  ■  . .  Up  stets  und 
nur  auf  eine  Weise  erreichbar;  hierdurch  ist  dann  das  Integral  Wi  ein- 
deutig bestimmt. 

Wenden  wir  uns  jetzt  zur  Aufstellung  der  sämtlichen  Integrale 
zweiter  Gattung  mit  dem  einzigen  Pole  ^^,  so  haben  wir  in  dem 
Produkte  ?"*  ij      den  Exponenten  k^  ^  (x^  zu  wählen  und  setzen  daher 

«A-(^.  +  i5„  (ß„  =  0.1,2,...). 

Der  Integrand  besitzt  also  in  ?ß^  die   Ordnungszahl 
X^^  —  nßH  +  h, 
I  Integral 


■wird  in  der  Ordnung 

n-l^n^,,-\-  (n-h) 

uneudhch.  Durch  Vergleichung  mit  der  Reihe  (4)  ergiebt  sich  also, 
dafs  wir  für 

ft  <  c.-,, 

diejenigen  Integrale  zweiter  Gattung  erhalten,  deren  Ordnungszahlen 
bx  der  Tabelle  (5)  enthalten  sind  und  welche  daher  auf  algebraische 
Funktionen  nicht  zurückgeführt  werden  können.    Nehmen  wir  hingegen 
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BO  besitzt  das  Integral  (8)  in  ^^  dieselbe  Ordnung  des  Uneadiicb- 
weniens  wie  die  Funktion 

die  letzteren  Integrale  können  also  dnrcb  geeignete  Fuaktionen  des 
Ideab  I(V)  ersetzt  werden,  wahrend  die  ersteren  die  eigentlichen 
Integrale  zweiter  Gattung  sind. 

Wir  erhalten  somit  die  folgenden  p  eigentlichen  Integi^ale  zweiter 
Gattung: 

deren  Ordnungszahlen  in  ^^  wieder  auch  der  Reihenfolge  nach  die 
Zahlen  der  Tabelle  (5)  sind  und  welche  also,  wenn  man  Ton  ihrer 
Reihenfolge  absieht,  mit  den  Zahlen  y^,  pa, . . .  Qp  übereinstimmen.  Wir 
bezeichnen   diese   Integrale  von  nun   ab   in   passender  Anordnung  mit 

k,     h>  ■    ■  ip 
und  setzen  analog  wie  bei    den  Integralen  erster  Gattung  fest,  dafs  ti 
dasjenige   Integi-al   zweiter   Gattung   sein   soU,   welches  in  ^^  in   der 
Ordnung  p;  unendlich  wird.    Durch  diese  Festsetzung  werden  die  beiden 
Integrale  erster  resp.  zweiter  Gattung 

10)  Wi  =  /'s'''~'-«7i'*>dÄ    und    i;=  A''''-''+'"tj'''"*'(^.s    {'^<.Jk<^)) 

einander  zugeordnet,  welche  beide  in  der  Ordnung 

10  a)  Si  —  n^h  +  k 

Nnll,  resp.  unendlich  werden;  das  Produkt  Witt  besitzt  also  im  Punkte  9ß^ 
einen  endlichen  toü  Null  verschiedenen  Wert. 

Die  übrigen  Integrale  zweiter  Gattung  sind  hingegen,  wie  bereits 
bewiesen  wurde,  durch  Funktionen  des  Körpers  ersetzbar,  welche  in 
derselben  Ordnung  in  ^^  unendlich  werden.  Man  kann  daher  jedes 
beliebige  Integra!  zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  ^^,  indem  man  den 
Hauptteil  der  Reihenentwickelung  in  der  Umgebung  von  ^^  suceessivo 
durch  Subtraktion  entweder  eines  Vielfachen  von  tj  oder  einer  Funk- 
tion des  Ideals  7(1)  in  Fortfall  bringt,  auf  ein  Integral  erster  Gattung, 
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also    auf   eine    Summe   der   Form    TctWi   reduzieren.     Jedes    derartige 
l  UUst  aicli  also  in  die  Normalform 


Ci^i  +  ■  ■  ■  +  c^tp  +  Cp+iW,  +  . . .  +  Cäj,Wj,  +  «o|W  +  «ii(i)  ■  ■  ■  +  v^-i^i"-^) 
setzen,  wo  v^,  v^,  ...v^—i  ganze  rationale  Funktionen  Ton  s  bedeuten, 
und  wir  erhalten  somit  den  folgenden  Satz,  den  wir  bald  noch  erweitern 
■werden: 

Jedes   Integra!   zweiter    Gattung   mit   dem   Unetetigkeits- 

punkte  $^  kann  durch  Subtraktion  einer  linearen  Verbindung 

der  2p  Hauptintegrale 

auf  eine  ganze  Funktion  des  Körpers  K{s, «)  reduziert  werden. 
Überblicken  wir  jetzt  noch  einmal  das  System  der  Integrale  imd 
Funktionen,  welche  nur  in  $^  einen  Pol  haben,  so  ist  es  klar,  dafs 
wir  auch  diese  in  eindeutiger  Weise  durch  ihre  Reihenentwickelung 
im  Punkte  ?|J^  normieren  können.  Haben  wir  zunächst  eine  Punktion 
des  Körpers  mit  dem  »--fachen  Pole  ^^,  so  können  wir  offenbar  in  der 

Reihenentwickelung  für  (2—  00)  den  Koeffizienten  von  (  —  1  gleich 
Eins  annehmen  und  durch  Hinzufügung  von  Funktionen  niedrigerer 
Ordnung  alle  übrigen  Glieder  des  Hauptteila  fortschaffen  mit  Ausnahme 
derjenigen,  deren  Exponenten  Zahlen  der  Tabelle  (5)  sind,  weil  diesen 
Ordnungszahlen  nicht  Funktionen,  sondern  Integrale  entsprechen.  Da 
die  Funktionen 

1'"',     §'^',     §*''>  ■  ■ .  1'""^' 

des  Fundamentaleystems  in  dieser  fflaese  mit  enthalten  sind,  so  können 
wir  auch  diese  so  normiert  annehmen,  dafs  ihr  Hauptteil  den  oben 
aufgestellten  Bedingungen  genügt,  und  hiei-durch  das  Fundamental- 
aystem  eindeutig  bestimmen, 

WoUen  wir   alsdami    die   eigentlichen  Integrale  tt  normieren,   so 
können  wir  ihren  Hauptteil 

Cp.s"+ Cp^-iS    "    + hCjS" 

willkürlich  annehmen,  wodurch  sie  erst  bis  auf  Integrale  erster  Gattung 
hestimmt  werden.  Die  für  unsere  Zwecke  geeignetste  Normierung  der 
Fundamentalintegrale  zweiter  Gattung  behalten  wir  uns  noch  vor. 

§  3. 

Kieht   blofs    die   Integrale   mit   dem   einzigen   Pole   9ß^,   sondern 
überhaupt  alle  Integrale,  welche  aus  dem  Körper  K{z,  m)  hervorgehen 
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und  nur  algebraische  ünstetigkeiten  besitzen,  können  als  Summe  einer 
Funktion  des  Körpers  und  einer  linearen  Verbindung  der  2p  Fun- 
damentalintegrale t^,  t^, . . .  tp,  w,,  w^, .  . .  Wp  dargestellt  werden.  In  der 
TLat,  ist  ^  ein  beliebiger  von  5ß^  verschiedener  Punkt  der  Riemann- 
schen  Fläche,  so  besitzen  die  Klassen,  welche  durch  die  Divisoren 


bestimmt  sind,  wenn  r>2{jij— 1)  ist,  der  Reihe  nach  folgende 
D  im  ensi  ons  zahlen 

r  ~  p  +  1,    r  —  p  +  2,    r  —p  +  B,    r  —  p  +  A, .  .  . 

Da  nämlich   die  Ordnung   aller   dieser  Klassen  >  2 jj  —  2  ist,   so   sind 
ihre   Er^nzungsklaaaen   von  negativer  Ordnung,  und  folglich  ergiebt 
der   Eiemann- Kochs  che    Satz,   wenn  P^  und   P  die  Klassen   von   5ß^ 
und  ^  bedeuten: 
1)  {P'-p']^r-p +  S+1. 

Ist  also  s  eine  beliebige  positive  Zahl,  so  giebt  es  auch  stets  Funk- 
tionen des  Körpers  mit  dem  Nenner  ?ß^^',  für  welche  die  Ordnungs- 
zahl in  ^  auch  wirklich  genau  gleich  —  s  ist;  denn  würden  Zähler 
und  Nenner  dieser  sämtlichen  Funktionen  den  gemeinsamen  Teiler  ?ß 
haben,  so  würden  die  Dimensionen  der  aufeinanderfolgenden  Klassen 
P^P'~  und  P^^P'  gleich  sein  müssen,  was  der  obigen  Formel  (1) 
widerspricht.  Besitzt  also  ein  Äbeleches  Integral  t  autser  hei  ?ß^  noch 
Pole  von  beliebig  hoher  Ordnung  hei  ^,,  ?ßa, . .  .  ^a,  so  können  wir 
die  von  den  letzteren  herrührenden  Ünstetigkeiten  succesaive  fort- 
schaffen, indem  wir  algebraische  Funktionen  mit  dem  Nenner 
^J&'i'  abziehen.  Wir  behalten  dann  ein  Integral  mit  dem  einzigen 
Pole  ^^  übrig  und  können  auf  dieses  den  zuletzt  bewiesenen  Satz  an- 
wenden.  Das  Integral  t  ist  also  in  folgender  Form  darstellbar: 

t  =  C|*j  -i h  Cptp  +  Cp  +  iWi  -] \-C2p^p  +  (p{^,u), 

wo  (f>(z,ii)  eine  Funktion  des  Körpers  bezeichnet. 

Diese  Darstellung  ist  überdies  trotz  der  Willkür,  welche  dem 
vorher  beschriebenen  Verfahren  anhaftet,  eindeutig  bestimmt.  Denn 
^be  es  noch  eine  zweite 

t='cJi  -i- \-~Ci,tp  +  Cp  +  iWi  +  ■  ■  ■  +  tsjjMlj,  +  ^  (ä',  u), 

Bo  wäre  die  Differenz 

(Ci--Ci)t,+---+{'Cj,-Cp)tp  +  {'Cp  +  l-Cg  +  l)tVi  +  ---+(C2p-Cip)w^ 
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eine   Funktion    des  Korpers;    eine  lineare  Verbindung  der   2p  Funda- 
mentalintegrale    gehört   aber,    wie    wir   gesehen  haben,   niemals    dem 
Körper  an,    es  sei  denn,    dafa  alle  Koeffizienten  Null  sind;    daim  aber 
ist  "ct^Ck  und  ^{ä, m)  =  gi{s;,  w).     Wir  erhalten  also  folgenden  Satz: 
Jedes  Integral  mit  nur  polaren  TJnstetigkeiten  ist  auf  eine 
und  nur   eine  Weise   als  Summe  einer  Funktion   des  Körpers 
und  einer  linearen  homogenen  Verbindung  der  2p  Fundamental- 
integrale  erster  und  zweiter  Gattung 
2)  *!,     *g, . . .  tj„     Wj,     w^,...  Wp 

darstellbar.      Man    bezeichnet    daher    die    Reihe    (2)    als    ein 
Fundamentalsysfcem    für    die    allgemeinen     Integrale 
zweiter  Gattung. 
Dieser  Satz  ist  für  die  Folge  sehr  wichtig.    Er  giebt  unmittelbaren 
und  vollständigen  Aufschlufs  darüber,   in  welcher  Art  der  Funktionen- 
bereich erweitert  wird,  wenn  wir,  ebenso  wie  in  §  3  der  zweiundzwanzig- 
sten Vorlesung,  zu  den  in  dem  Körper  K.(s,  u)  enthaltenen  Punktionen 
noch  die  Integrale  mit  nur  algebraischen  TJnstetigkeiten  hinzunehmen; 
es   tritt  nämlich  nur  noch  eine  mit  beliebigen  Koeffizienten  gebildete 
lineare  homogene  Verbindung  von  2p  dem  Körper  K  nicht  angehörigen 
und  darum  transcendenten  Funktionen  als  Zusatzgröfse  hinzu.    Führen 
wir  jetzt  und  in  der  Folge  für  die  Integrale  erster  Gattimg,  wenn  sie 
gleichmäßig    mit    denen     der    zweiten    Gattung    auftreten,    die    Be- 
zeichnung ein: 

2a)  (j,+  i  =  Wi,     tp-^i  =  w^, .  .  .  (ap  =  w^, 

so  hat  das  System  der  2p  Fundamentalintegrale  t^, .  . .  tp,  (5+1,  ■  ■  ■  tsp 
die  charakteristische  Eigenschaft,  dafs  eine  lineare  homogene  Funktion 
von  ihnen  niemals  eine  Funktion  des  Körpers  sein  kann. 

Es  soll  nun  allgemein  ein  System  von  beliebig  Tielen  Integralen 
mit  nur  polaren  Unstetigkeiten  ein  irreduktibles  System  von 
Integralen  zweiter  Gattung  genannt  werden,  wenn  keine  lineare 
Verbindung  von  ihnen  gleich  einer  Funktion  des  Körpers  ist;  hierbei 
ist  die  Bezeichnung  „zweiter  Gattung"  in  der  auch  schon  früher  an- 
gewendeten allgemeineren  Bedeutung  des  Wortes  gebraucht.  Sind  aber 
tj,T2,...Ta  ö  beliebige  Integrale  zweiter  Gattung,  so  bestehen  die 
Gleichungen 

^1=%':     H \-Ci,Spt2p  +  rPy{z,u) 

3) 
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worin  die  Koeffizienten  c  und  die  Funktionen  tp  eindeutig  bestimmt 
sind.  Ein  derartiges  System  ist  daher  reduktibel  oder  irreduktibel,  je 
nachdem  die  2p  linearen  homogenen  Gleichungen 

CiiXi  +  C2!,Xs  +  ■■■  +  c„„x„  =  0  (?i  =  1, 2, . . .  2i,) 

eine  eigentliche  Lösung  «,,  a!^, . .  .Xo  besitzen  oder  nicht;  denn  dies  ist 
die  notwendige  and  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafs  das  Integral 

t  —  i«iTj  +  X^r^  -\ h  CCotTn 

eine  Funktion  des  Körpers  ist.  Das  System  ist  also  auch  leduktibel 
oder  irreduktibelj  je  nachdem  der  ßang  der  Matrix 

kleiner  als  ff  oder  gleich  a  ist,  und  der  letztere  Fall  kann  nur  eintreten, 
wenn  6  ^2p  ist.  Ist  nun  o  <  2p,  so  wird  durch  die  linearen  Funk- 
tionen von  r,,  T^,  ■  ■  ■  Tg,  auch  wenn  daa  System  irreduktibel  ist,  noch 
nicht  die  Gesamtheit  der  Integrale  aweiter  Gattung  erschöpft;  besteht 
aber  das  irreduktible  System  aus  a^2p  Elementen,  so  lassen  sich 
auch  umgekehrt  i^,  ^,  - . .  fsp,  also  auch  alle  Integrale  zweiter  Gattung, 
bis  auf  Grofsen  des  Körpers  als  lineare  Funktionen  Ton  t^,  Tj,  .  ,  .  r^p 
darstellen,  wie  sich  unmittelbar  durch  Auflösung  des  Gleichungs- 
systems (3)  ergiebt.  Ein  solches  irreduktibles  System  von  möglichst 
vielen  Integralen  ist  also  auch  ein  Fundamentalsystem  für  die  Integrale 
zweiter  Gattung,  und  es  gilt  der  Satz: 

Jedes   System    von  Integralen   mit  nur  polaren  Unstetig- 

keiten  bildet  dann  und  nur  dann  ein  Fundaraentalsystem  für 

die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung,  wenn  es  irreduktibel 

und    die    Anzahl    seiner   Elemente   möglichst    grofs,    nämlich 

gleich  2p  ist. 

Demzufolge  l'alst  sich  ein  Fundamentalsystem  für  die  allgemeinen 

Integrale  zweiter  Gattung  in  mannigfacbster  Weise  herstellen,  und  jedes 

derartige  System  kann  für  die  nachfolgenden  Untersuchungen  benutzt 

werden.     Ist  z.  B. 

ein  beliebiger  ganzer  Divisor  der  Ordnung  p,  dessen  Klasse  Q  die 
Dimension  eins  hat  (vgl.  S.  318),  so  giebt  es  genau  2p  linear  un- 
gige .  Integrale,  für  welche  der  Nenner  des  dem  Integrale  zn- 
I  Divisors  gleich  £l  oder  einem  Teiler  von  D.  ist,  und  diese 
bilden  ein  Fnndaraentalsystem.  Denn  nach  den  Ausführungen  des  §  3 
der  snvanzigsten  Vorlesung  giebt  es  p  verschiedene  Elementarintegrale 
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zweiter  Gatbung,  welche  die  gegebenen  Pole  besitzen,  nämlicb  die- 
jenigen, für  welche  die  Nenner  der  zugehörigen  Differentialt^iler  die 
folgenden  sind: 


und  diese  bilden  mit  den  p  Integi-alen  erster  Gattung  zusammen  ein 
Fundamentalsystetn,  weil  [Q]  ^  1  ist  und  es  also  keine  eigentliche 
Funktion  des  Körpers  mit  dem  Nenner  Q  giebt.  Für  die  Ziele, 
welche  wir  hier  im  Auge  haben,  erweist  sich  aber  das  oben  eingeführte 
Fundamentalsystem  (^,  (j, .  .  .  hp  als  besonders  zweckmäfeig. 

Durch  die  Ausführungen  dieser  Vorlesung  haben  wir  auf  algebra- 
ischem Wege  eine  vollständige  Beherrschung  des  Gebietes  der  Integrale 
erster  und  zweiter  Gattung  gewonnen;  wir  gehen  nunmehr  in  der 
folgenden  zur  Aufstellung  und  Untersuchung  derjenigen  von  dritter 
Gattung  über, 
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Das  Integral  dritter  Gattung  mit  zwei  beliebigen  Unstetigkeitastellen.  —  Durch 
Differentiation  nach  einem  Parameter  ert'ält  man  das  Integral  Eweiter  Gattung 
mit  einem  beliebigen  Pole  erster  Ordnung.  —  Differentiale  zweiter  Gattnng, 
welche  Vertauseliung  von  Parameter  und  Argument  gestatten.  —  Dnrehfükrtmg 
der  Rechnung  für  den  Vertauschniigssata  beim  hy perelliptischen  Gebilde. 


s  1. 

Da  die  beiden  im  vorigen  Kapitel  aufgestellten  Fundamentalsysteme 
^'"'j  |'^>, . .  ,  |("— 11  und  !;<"',  if^\  . . .  jjf"— ^1  komplementär  sind,  so  gelten 
die  Gleichungen: 


1) 


lf<'+iP' <'+■■■+   ^l''^'Ni''~"="*,-t         (i,fc=l,S,..-K), 


worin  d^^l  oder  =0  ist,  je  nachdem  i  nnd  k  gleich  oder  ungleich 
sind  und  ^f\  ijW  die  i*^  und  die  fc**  der  n  konjugierten  Reihen- 
entwickelungen der  Funktionen  l^'^*  und  if*^  für  eine  heliehige  Stelle 
der  xmahhängigen  Variabeln  z  bedeuten.  Insbesondere  ergiebt  sich  aus 
den  für  h  =  i  geltenden  Gleichungen 


g(l»^[0)_j.|[l)^(l)  +  .,.+  g(«- 


^1; 


denn  diese  Relation  ist  für  jede  beliebige  Entwickelung  an  irgend  einer 
Stelle  der  Biemannschen  Fläche  und  daher  identisch  erfüllt. 

Es  mögen  nun  die  obigen  Funktionen  in  einem  beliebigen  end- 
lichen Punkte  ^,  der  etwa  ein  d-blättriger  Verzweigungspunkt  der 
Riemannschen  Fläche  ^j  sein  möge,  folgende  Entwickelungen  "besitzen: 


e._i+<4-i(3-«)"  +  ' 
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Dann  wollen  wir  die  vorher  festgestellten  Eigenaeliaften  der  beiden 
Pmidamentalsyeteme  zur  Untersuchung  der  den  beiden  Funktionen 

4),=«„,m+e,,m+...+(i.^„i— «,   l-^|l«^-AtB>+■•■  +  /'.-.S<— 'I 

zugeordneten  Divisoren  verwenden  und  hierauf  die  wirkliehe  Aufstellung 
eines  Integrals  dritter  Gattung  mit  zwei  unbestinimt  bleibenden  Uu- 
stetigkeitspunfcten  gründen.  Dabei  sind,  wie  mau  sieht,  die  Funktionen  | 
und  i;  in  der  Weise  gebildet,  dafs  die  Elemente  des  einen  Fundamental- 
systems  mit  den  Anfangskoefflzienten  der  Eeihenentwickelungen  kom- 
poniert sind,  welche  die  Punktionen  des  anderen  Fundamentalsystems 
in  dem  Punkte  ^  besitzen. 

Wir  bilden  zu  diesem  Zwecke  zunächst  die  zu  den  Funktionen  |<*' 
und  ij'"*'  gehörigen  Divisoren;  dann  besitzen  die  Gh-ölsen  ^j'^l  den  Nenner  3o» 
da  sie  dem  Ideale  /(ri-J  angehören  und  im  Uneudliclien  regulär  sind, 
die  ^t*'  aber  erhalten  als  gemeinsamen  Nenner  ^^  ,  wo  p  höchstens 
gleich  der  grölsten  der  fehlenden  Ordnungszahlen  q^,  p^, .  .  .  pp  ist,  wie 
dies  unmittelbar  aus  der  Tabelle  (5  a)  auf  S.  567  hervorgeht.  Es  er- 
geben  sich   somit    zunächst    für    |    und   tj    die    folgenden    Divisoren- 


wo  ®  und  §  ganz  sind 

Bei  der  weiteren  Unteisuchung  dei  Znhlei  &  und  §  dieser  Funk- 
tionen kommt  es  uns  im  wesentlichen  nui  auf  das  Tei halten  im 
Punkte  ^  und  seinen  konjugierten  Punkten  an  Es  mcigen  nun  an 
der  Stelle  (0  =  k)  etwa  wieder,  wie  wii  schon  fiuher  oft  angenommen 
haben,  drei  Pimkte  ffia,  ^ö>  ^^  der  ßiemanuschen  Fläche  9i,  übereinander 
liegen,  von  denen  der  erste  mit  ^  identisch  sein  soll.     Dann  ist 


und  es  hat  3o  ^  diesen  Punkten  resp.  die  Ordnungszahlen  a  —  1, 
h  —  1,  c  — 1  und  ist  somit  genau  durch  das  Produkt  55^^  33^""  ©o~ 
teÜhar. 

Wir  wollen  annehmen,  dalJs  von  den  n  konjugierten  Reihen- 
entwickelungen  der  Funktion  |<*1  die  ersten  a:  |j*l,  ^^''1, . .  .  |(^''  zum 
Punkte  5ßa,  die  folgenden  &:  1^*1.1, .  ■  .  SJfij  aam  Punkte  93i,,  schlielslich 
die  letzten  c:  IJfA.^  .  ^,  ■  •  ■  ^^*^  Kum  Punkte  S?e  gehören.  Addieren  wir 
nun  die  a  in  dem  Systeme  (1)  enthaltenen  Gleichungen 
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1 6S">#  +  If  i#  +  ■  ■  •  +  |i—'>,s— »  - 1 


so   enthält   eine   Summe   |J*>  +  ^^*'  H [-  ^W  nur  ganze  Potenzen  mit 

niett  negativen  Exponenten,  und  es  ist  also 

+  positiven  ganzen  Potenzen  von  s  —  a. 
Folglicli  ist,  da  («  — ß)ijW  in  SSa  eine  positive  OrdaimgazEuhl  hat: 
ij  =  e^^gjW  +  ejij(i)  H h  e^-.itf"-'-^  =  -^ 

+  positiven  Potenzen  von  (s  —  «)"; 
in  der  Eeihenentwickelni^  der  Funktion  tj  in  der  Umgebung  von  SG„ 
fällt  somit  der  ganze  Hauptteil  fort  und  der  erste  Koeffizient  wird  — > 
bestimmt  man  also  den  zu  ij  gehörigen  Divisor  nach  der  auf  S.  153 
gegebenen  Yorsehrift  aucli  hinsichtlich  seines  Proportionalitätsfaktora  e 
und  wählt  den  dort  beUebig  angenommenen  Punkt  ^("^  gleich  ^  =  5B„, 
so  ist  e  =  —    Addieren  wir  ebenso  die  Gleichungen 

'^       1  ^fw:u+^  +  W¥:u+, +■■■+ i'-r'^nix'U = ö 

für   »-  =  1,2,...«,   so   finden   wir   in   gleicher  Weise,   dafs   rj    durch 

S8i   und   33o   teilbar   ist.     Die   Summe    Cq!]'*'' +  eiij'^' H 1- en—ii]'"""^' 

hat  also  in  9!Jj  und  9}j  eine  positive,  in  58o  wenigstens  eine  nicht 
negative  Ordnun^zahl,  obgleich  die  Funktionen  ij**^  selbst  in  diesen 
Punkten  zum  Teil  unendlich  werden,  und  es  ist  somit,  wenn  man  auch 
die  multipljkative  Konstante  berücksichtigt: 


folglich 

wo  §    einen   ganzen  Divisor   bedeutet    und    Sia   wieder    durch  ^    er- 
setzt ist. 

In  ähnlicher  Weise  lälst  sich   auch  die   Funktion  |  untersuchen. 
Wir  bilden  die  Gleichungen 
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if  ^f  +  i[M^ +■■■+  ii"-^!^;"-^'  =  1 

g(o)^{o)  +  ^a)^a)  +  . . .  +  |^«-i)  ,jj«-i)  =  0 
und  addieren  sie,  nachdem  sie  der  Reihe  nach  mit 
ra»,     a>-\     a-%  .  .  .  «-(«-i) 

multipliziert   sind,   wobei    a>  =  e  "    eine    primitive    a*^  Einlieitswurzel 
bedeutet.     In  jeder  der  hier  auftretenden  Summen 

<,(*!  =  ,,(*>  4-  w-^ijW  + V  M-<''-ili;W      (?(=.o,l,S,,..w-i) 

bleiben  nun  zufolge  der  bekannten  Gleichung 

fO,  wenn  r=l=0  (mod. »}, 
l«,  wenn  »■  ~  0  (mod.  o), 

nur  diejenigen  Potenzen  Ton  (0  —  «)"  zurück,  deren  Exponenten 
=  1  (mod. «)  Bind,  und  es  ist  also 

Folglich  ergiebt  sich  durch  jene  Addition  für  die  Entwickelung  in  der 
Umgebung  TOn  SJ„  ^_^ 

g=/;gM+/jm+...  +  /;_i|<;.-ii  =  i-(s-(()~     (mod.  ^  -  a), 
und  es  ist  somit  |  durch  S?"~^  teilbar  und  besitzt  den  Proportionahtäts- 
faktor  — 

Oitaiz  ebenso  findet  man  aus  den  Gleichungen 

^L%i    »ir  +  ^l'ii    €'  +  ■■■  + ^iT"  n'-r^^-^ 

durch  Multiplikation  mit  m°,  to"~^, . .  .  fo"*""^'  und  Addition,  dafs  die 
Summe  |  durch  SJ^  und  58^  teilbar  ist.  Daher  erhält  man  die  DiTisoren- 
zerlegung 

g"/oi""+/ii'^'+---+f-i^"-"=-  "^,;/  - 

also 

WO  ®  ein  ganzer  Divisor  ist.  Wir  erhalten  so  das  folgende,  für  unser 
nächstes  Ziel  und  die  ganze  weitere  Untersuchung  grundlegende  Resultat: 
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Wenn  die  Elemente  |!'''  und  j;'*'  der  beiden  im  vorigen 
Kapitel  konstruierten  Pimdamentalsysteme  für  die  Ideale  1(1) 
und  -Tfö")  ^  einem  beliebigen  endliclien  Punkte  5ß  der 
Riemaunschen  Mäche  Si^,  in  welchem  s  =  a  ist,  die  Werte 

erhalten,    so   ergeben   sieh   für   die    aus    ihnen    komponierten 
Funktionen 


die  Divisorendai^teliungen 

wo    @    und    §     ganze    Divisoren    bedeuten    und     die    Pro- 

portioaalitätsfaktoren    in    Beziehung    auf   $    bestimmt    sind. 

Von  den  Primdivisoren  des  Zählers  von  2  —  «  lieben  sich  also 

alte  bis  auf  die  erate  Potenz  von  ^  heraus. 
Vermöge   dieses   Hilfsaatzes   können   wir   jetzt   in   der   That    mit 
Leichtigkeit  die  Elementarintegrale  dritter  Gattung  mit  zwei  beliebigen 
logarithmisehen  Stellen  bilden.     Multiplizieren  wir  nämlieh   die  Funk- 
tion mit  dem  Differentiale 


Dieses  Differential  hat  also  die  beiden  einfachen  Unstetigkeitspuukte  ^ 
und  5ß^,   und   da  *p  als  ß-blättriger  Verzweigungspunkt  angenommen 
wurde,    so    ist   (s,  S.  289)   das   zugehörige  Residuum  gleich  +1,    "las 
Residuum  des  Punktes  ^„  also  —  1.     Es  gilt  also  der  Satz: 
Das  Integral 


-dz 


ist  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarith- 
mischen Stellen  ^^  und  5ß  und  den  zugehörigen  Residuen  —  1 
und  -i-  1. 
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Durch   Subtraktion   zweier   derartiger  Integrale   erhält  man  den  etwas 
Satz: 
Das  Integral 


'-/(■ 


ist  ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarith- 
misclien  Stellen  ?ßj  und  ?ßg  und  den  zugehörigen  Ueaiduen 
-  1  und  +  1 . 


§  2. 

Da  die  Zahlen  e^,ei,  ■  ■  -ft,_i  die  Werte  der  Funktionen 

l*"!,     I'y, .  .  .  |("-i> 

für  den  im  Bndliehen  gelegenen,  aber  sonst  beliebigen  Punkt  ^  sind, 
so  werden  wir  durch  die  Torangehenden  Betrachtungen  darauf  geführt, 
eine  von  zwei  yerschiedenen  Punkten  der  Riemannsehen  Flache  ab- 
hängige algebraische  Funktion  in  ihrer  beiderseitigen  Abhängigkeit 
zu  untersuchen.  Wir  bezeichnen  die  beiden  Teisehiedenen  Wertsysteme 
der  Vaj-iabeln  durch  u,  s  resp.  m,  s",  die  beiden  entsprechenden  Punkte 
durch  ^  und  ^,  und  unterscheiden  durchweg  die  Funktionen  des 
Körpers  und  die  zugehörigen  Divisoren,  je  nachdem  sie  von  dem  einen 
oder  dem  anderen  Wertsysteme  abhängen,  durch  gewöhnliehe  oder 
üherstrichene  Buchstaben.  Dann  handelt  es  sich  bei  allen  folgenden 
Betrachtungen  um  Eigenschaften  der  Funktion 

1)  ö(ip,<ß)  =  i_^_±i_l_±^dJ_„A — . 

and  der  mit  ihr  im  Zusammenhang  stehenden  Differentiale  und  Integrale. 
Diese  Funktion  6,  welche  sich  als  fundamental  für  unser  Problem  er- 
weist, ist  in  rationaler  Weise  von  jedem  der  beiden  Variabelnsysteme 
{z,  u)  und  (J,  w)  abhängig  und  somit  eine  Gr'ölse  des  Körpers 
K{s,u\~3,'u),  und  sie  ist,  wenn  man  dem  einen  Systeme,  z.B.  {z,u), 
feste  Werte  beilegt,  ein  Element  des  zn  dem  anderen  gehörigen 
Körpers  K(ß,u).  Mit  Benutzung  derselben  kann  man  z.B.  auch  das 
vorher  aufgestellte  Integral  dritter  Gattung  in  einer  der  beiden  folgenden 
Formen  darateUen: 


2)      <5sA-/<is(9(Sp,«-»(S|5,ip.))  -ßi^J- 
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wobei  in  dem  Doppelintegrale  die  Differentiation  nacTi  der  zweiten 
VarJabeln  T  ausgefülirt  werden  rnnfs.  Hierans  sclion  ergiebt  sieb  die 
Notwendigkeit;  die  Gröfse  Q  nicht  blofs,  wie  das  bisher  geschehen  ist, 
in  ihrer  Abhängigkeit  von  ^  =  (m,  0),  sondern  auch  als  Funktion  des 
Parameters  ^  =  (m,  s)  der  Untersuchung  zu  unterwerfen.  Diese  Unter- 
Buchung  beruht  aber  auf  den  beiden  im  vorigen  Abschnitte  erhaltenen 


I.  "Wenn  wir   den  Punkt  ?ß  fixieren   und   mit  dem  im  Endlichen 
,   aber   sonst   willkürlichen  Punkt   33   zusammenfallen  lassen, 

80  ist  ^ 

II.  Wenn  wir  andererseits  den  Punkt  5ß  fixieren,  indem  wir  ihn 
mit  33  zusammenfallen  lassen,  so  können  in  ihm  allerdings  die  Punk- 
tionen Jj***  unendlich  werden,  wenn  93  Veraweigungspunkt  ist;  die 
Differentiale  i;'*>(is  bleiben  aber  stets  in  S?  regu^,r,  weil  diese  nur 
in  ^^  einen  Pol  besitzen,  nnd  es  rerhält  sich  daselbst 

4)  Ti^^Hz  :  rf^Us  :■■■:  ■yf^^-^'ids  =  /o':  A  :  ■  - ■ : U-i- 

Gehen  wir  jetzt  yon  dieser  Proportion  zu  einer  Gleichung  über,  so  ist 
es  bei  der  folgenden  xmd  allen  ähnlichen  Betrachtungen  am  zweck- 
m'äfsigsten,  einem  Äbelsehen  Differentiale  wie  1;  äs  für  einen  bestimmten 
Punkt  5ß,  der  kein  Pol  ist,  geradezu  einen  Wert  beizulegen,  ebenso 
wie  die  Funktionen  in  einem  Punkte,  in  dem  sie  regulär  sind,  einen 
bestimmten  endlichen  Zahlenwert  erhalten.  Allerdings  sind  die  Werte 
der  Differentiale  in  einem  Punkte  ^  unendlich  klein  und  überdies  nicht 
blofs  von  58  selbst,  sondern  auch  von  dem  Nachbarpunkte  abhängig, 
zu  dem  man  fortschreitet.  Um  diesen  Umstand  zu  berücksichtigen, 
brauchen  wir  nur  eine  geeignete  Einheit  für  die  Werte  der  Differentiale 
zu  Grunde  zu  legen.  Diese  Einheit  ist  nun  hier  nicht  eine  Zahl, 
sondern  ebenfalls  ein  Differential,  und  zwar  wählen  wir  naturgemäls 
das  Differential  einer  Funktion  ro,  welche  in  dem  betreffenden  endlichen 
Punkte  5B  die  Ordnungszahl  Eins  und  den  Koeffizienten  Eins  hat,  so 
dals  die  Eeihenentwickelung  gilt: 

JE  =  (3-ß)''-!-..-. 

Dann  hat  der  Differentialteiler  von  dii  daselbst  die  Ordnungszahl  Null, 
weil  3S  weder  in  3„  noch  in  n^  vorkommt;  und  wenn  man  zwei  ver- 
schiedene derartige  Funktionen  it  und  jt'  annimmt,  so  ist  im  Punkte  33 


=  1     oder     äw 
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es  ist  also  gleieligiltig,  welche  der  unendlich  vielen  Funktionen  %  man 
bei  der  Walil  der  Einheit  zu  Grunde  legt. 

Hat  nun  der  Differentialteiler  von  vids  in  5ß  eine  nicht  negative 
Ordntmgszahl,  so  ist  %—  in  33  endlich  und  erMlt  daselbst  einen  be- 
stimmten  endliehen  Wert  c.     Dann  ist  im  Punkte  58: 
r^dz  =  cä%, 

also    ist    cdit   der   Wert    des   Differentials    rids   ira   Pnnkte    SS. 
Für  die  Funktion  -»jf*)  hat  man  z.  E.: 

f.  dz 
rf'')ds=      - 


also  ist  im  Punkte  23: 

somit  ist  der  unendlich  kleine  Proportionalitätsfaktor,  mit  welchem  f^ 
multipliziert  werden  muls,  damit  die  Proportion  (4)  in  eine  Gleichung 
übergeht,  gleich  ad^c.     FolgHch  ist  für  5ß  =  23: 

/  #)  j L  ;        "Z«"-!) 


also  auf  Grund  der  Formel  (9)  auf  S.  581 

wobei  durch  den  Faktor   —  d%   der   erste  Koeffizient  in  der  Eeihen- 
entwickelung  an  der  Stelle  ^  =  3?  bestimmt  wird. 

Wir  wollen  zuvörderst  zeigen,  dafs  wir  mit  HUfe  der  Funktion  ö 
auch  ein  Integral  zweiter  Gattung  mit  einem  beliebigen  endhchen  Pole 
bilden  können;  da  das  Integral  zweiter  Gattung  aus  dem  der  dritten 
hervorgeht,  wenn  die  beiden  Primdivisoren  im  Nenner  des  zugehörigen 
Differentialteilers  zusammenfallen,  so  geschieht  dies  durch  Herstellung 
eines  Grenzüberganges,  nämlich  durch  DifPerentiation  des  Integrals  (2) 
nach  einem  der  beiden  Parameter.  Es  sei,  wie  vorher,  Sß  ein  beliebiger, 
aber  fester  und  endlicher  Punkt  der  Eiemannschen  F^he,  $  aber  eiu 
beliebiger  und  veränderungsfähiger  Punkt  seiner  Umgebung  U.  Bei 
der  gewählten  Bezeichnung  hat  man  zu  beachten,  dafs  die  Unter- 
scheidung zwischen  gewöhnlichen  vmd  überstrichenen  deutschen  Buch- 
staben bei  Punkten  nur   so  lange  notwendig  ist,  als   sie   veränderlich 
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bleiben,  dala  sie  aber  für  feste  Punkte  überflüssig  ist;  ebenso  unter- 
sclieidet  man  zwischen  den  Funktionen  z  imd  s,  aber  der  Wert  in  33 
ist  für  beide  gleich  der  Zahl  a. 
Nun  ist  nach  dem  früheren 


-> 


)-&{^,B))ds 


ein  Integral  mit  den  logarithmiscben  Stellen  Sß  und  ^,  das  Integral  ist 
also  (s.S. 289)  durch  lg3J  und  Ig9ß  teilbar  und  besitzt  hier  die  Residuen 
~  1  und  +  1.  Diese  Thatsache  können  wir  ia  einer  etwas  anderen 
Form  aussprechen,  wenn  wir  die  vorher  gebildete  Funktion  rc  zu  Hilfe 
nehmen,  welche  in  3?  die  Ordnnngszahl  Eins  hat.  Bilden  wir  nämÜch 
die  ebenfalls  yon  ^  und  ^  abhängige  Gröfse 


so  wird  dieselbe  als  Funktion  von  ?ß  ebenfalls  bei  25  und  ^  logarithmisch 
und  zwar  mit  den  Residuen  —  1  und  -f- 1  unendlich,  die  Differenz 

6)  f  =  «-lg"- 

verhält  sich  also  in  33  und  seiner  Umgebung  tl  regulär.  Die  gleiche 
Eigenschaft  besitzt  diese  Differenz,  wenn  man  sie  als  Funktion  von 
^  betrachtet;  denn  fixiert  man  ^  irgendwie  innerhalb  U,  so  wird 
in  diesem  Gebiete  das  Integral  sowohl  wie  der  Logarithmus  eben 
nur,  wenn  5p  mit  ^  zusammenfällt,  und  dann  in  gleicher  Weise  un- 
endhch. 

Daher  ist  i^  durchaus  regulär,  wenn  *ß  und  ^  innerhalb  der  Um- 
gebung U  von  Sß  verbleiben,  und  kann  in  eine  nach  ganzen  positiven 
Potenzen  von  %  und  %  fortschreitende  Reihe  entwickelt  werden;  das- 
selbe gilt  also  auch  noch  von  dem  Differentialquotienten  dieser  Funktion 
nach  %: 

')  II  +  .4-,,. 

da  eine  Potenzreihe  Glied  für  Glied  differenziert  werden  kann  und 
alsdann  wieder  ein  reguläres  Funktionenelement  liefert.  La  (st  man 
also  nach  der  Differentiation  ^  mit  3i  zusammenfallen,  so  ist 

("L    +  - 

als  Punktion  von  ^  in  SB  und  seiner  Umgebung  U  regulär. 

Läfst  man  anderereeits  5ß  in  der  Umgehung  von  SS,  %  aber 
aufserhalb  dieses  Gebietes  sieh  bewegen,  so  ist  für  diesen  Bereich  c5 
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selbst  durchaus  regu^r  und  kann  daher  in  eine  Reihe  nach  Potenzen 
von  H  entwickelt  werden,  deren  Koeffizienten  Funktionen  Yon  $  und 
aulaerhalb  U  regulär  sind;  folglieh  ist  auch  der  Differentialquotient 


in  welchem  wir  wieder  nach  der  Differentiation  5|J  haben  in  9J  hinein- 
rücken lassen,  auTserhalb  dieses  Gebietes  regu^r,  und  da  er  innerhalb 

desselben  nur  in  5ß  und  dann  wie unstetig  wird,  so  ist  er  ein 

Elementarintegral  zweiter   Gattung  mit  dem  Pole   SS.     Wir  gewinnen 
daher  den  folgenden,  bald  noch  näber  zu  erörternden  Satz: 

Ist  S  ein  beliebiger  endlicher  Punkt  der  ßiemannschen  F^che 
und  ffl  =  3i  (?ß)  eine  Punktion,  welche  in  ihm  die  Ordnungszahl 
Eins  und  den  Koeffizienten  Eins  hat,  S  =  ir  (?|J)  dieselbe  Funktion 
des  überstrichenen  Argumentes,  so  ergiebt  die  Differentiation 
des  Integrales  dritter  ( 


=/ 


;W„W  +  {M,C)+....1.{<— 1,(— )^_ 


nach  n  für  $  =  9J  ein  Elementarintegral  zweiter  Gfattung  mit 
dem  Pole  58,  welches  in  33  wie  —  —  unendlich  wird,  es  ist  also 


8  a) 


Geht  man  daher  nach  den  auf  S.  584  gegebenen  Vorschriften  vom 
Differentialtiuotienten  zum  Differential  über,  so  ist 


^^^"^^^-jTii 


j(o)^{o)  ^  jW^m^. .  ■+  gC'-D^c- 1)\ 


ebenfalls  ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  ^. 
Dieser  Satz  tritt  in  der  algebraischen  Untersuchung  der  Ähelsehen 
Integrale  an  die  Stelle  desjenigen  auf  S.  357,  welcher  ebenfalls  ein 
Integral  zweiter  Gattung  aus  einem  der  dritten  durch  Differentiation 
nach  einem  Parameter  hüden  lehrte.  Ein  Unterschied  besteht  nur 
insofern,  als  wir  damals  ein  transcendent,  jetzt  ein  algebraisch 
normiertes  Integral  dritter  Gattung  nach  dem  Parameter  differenziiert 
haben;  wir  haben  also  jetzt  auch  von  keiner  Periodizitätseigenschaft 
des  Integrals  dritter  Gattung  Gebrauch  machen  müssen,  und  daher 
ist  der  jetzige  Satz  von  elementarerem  Charakter  als  der  frühere. 
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Femer  haben  wir  jetzt,  um  die  volle  Allgemeinlieit  der  Unter- 
STichung  aufrecht  zu  erhalten,  nicht  den  Differentialquotienten  nach  0, 
sondern  das  Differential  nach  dem  Parameter  Sß  gebildet;  wir  konnten 
aber  auch  vom  Differential  zum  Differentialquotienten  übergehen, 
wodurch  ja  das  Integral  Mols  mit  einer  Konatanten  multipliziert  wird, 
dann  aber  haben  wir  eine  erst  durch  den  Unstetigkeitspunkt  des  Inte- 
grales bestimmte  Funktion  %  eingeführt.  Nehmen  wir  statt  dessen,  wie 
damals  den  Differentialquotienten  nach  der  bestimmten  Varlabeln  s,  d.  h. 
dividieren  wir  das  obige  Integral  ff  in  (8)  durch  de,  so  wird  dasselbe  für 
alle  diejenigen  Punkte  unbrauchbar,  für  welche  der  dem  Differentiale  d'^ 
zugehörige  Divisor  positive  Ordnungszahlen  erhält,  der  Integrand  also 
unendlich  wird.  Demgemäls  haben  wir  auch  hei  der  entsprechenden 
Untersuchung  (s.  S.  354)  voraussetzen  müssen,  dafs  SS  kein  Verzweigungs- 
punkt  der  Riemannschen  Fläche  ist,  d.  h.  dafs  der  Differentialteiler  von 
ds  daselbst  die  Ordnungszahl  Null  hat.  Diese  Einschränkung  macht 
bei  voUstäadiger  Unterauchung  stets  eine  grofse  Zahl  unbequemer 
Unterscheidungen  nötig,  sobald  man  den  Differentialquotienten  des 
Integrals  kI„  ~  nach  einer  bestimmten  Variabein  z  bildet;  sie  kommt 
aber  ganz  in  Fortfall,  wenn  mau  durchweg  blofs  mit  den  Differentialen 
operiert,  weil  dann  der  Integrand  durchweg  ein  reguläres  Verhalten 
zeigt,  oder  auch,  wenn  man  den  Differentialquotienten  nicht  nach  einer 
bestimmten  Variabein  W,  sondern  nach  einer  geeigneten  'S  bildet. 
Wenn  wir  schliefslich  zwischen  diesen  beiden  Möglichkeiten,  die  Unter- 
suchung in  uneingeschränkter  Allgemeinheit  weiterzuführen,  uns 
zu  entscheiden  haben,  so  geben  wir  der  ersten  den  Vorzug,  weil 
die  dauernde  Benutzung  der  Hilfsvariabeln  z  für  die  Folge  überflüssig 
und  sogar  scMdlich  wäre. 

Aus  den  angegebenen  Gründen  ist  die  jetzige  elementare  und 
völlig  allgemeine  Ableitung  des  Integrals  zweiter  Gattung  aus  dem  der 
dritten  der  früheren  vorzuziehen. 

53. 

Wir  sind  jetzt  imstande,  den  wesentlichsten  Fortschritt  der  Unter- 
suchung zu  vollziehen:  wir  differenziieren  die  Funktion  6  nach  dem 
Parameter  und  weisen  nach,  dafs  die  Differenz  der  beiden  Derivierten, 
welche  durch  Vertauschung  von  ^  und  ^  auseinander  hervorgehen,  nur 
noch  feste,  aber  keine  veränderlichen  Unendlichkeitsstellen  mehr  besitzt. 

Bezeichnen  wir  mit  ic  dieselbe  Funktion  wie  im  vorigen  Ab- 
schnitte und  beschränken  ^  und  9ß  auf  die  Umgebung  des  Nullpunktes 
SJ  von  jc,  so  war  gezeigt  worden,  dals  die  Differenz  (7) 
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welche  darcli  Differentiation  der  FuaMJon  ^  in  (6)  noch  är  erhalten 
wurde,  sieh  ehenao  wie  i/i  seibat  reguHr  verhält,  wenn  man  5ß  uad  Sß 
zTisammenf allen  lälst.  Dasselbe  ist  auch  noch  der  Fall,  wenn  man 
diesen  Ansdruck  noch  einmal  nach  jt  differenziert,  und  es  ist  also  auch,  da 

ist, 


-  =Ö(3ß,^ 


11  äB(^,^^)  da  1 

regulär,  wenn  ^  und  ^  innerhalb  der  Umgebung  von  58  zusammen- 
rücken. Die  gleiche  Eigenschaft  besitzt  natürlich  diejenige  Differenz, 
welche  aus  der  vorigen  hervorgeht,  wenn  man  durchweg  gestrichene 
und  ungestrichene  Variabein  vertauscht,  nämlich 

■*  d7t       dn       i-a-ü)^ 

Subtrahiert  man  also  (1)  und  (2)  voneinander,  so  fallt  das  Zusatz- 
glied  fort  und  es  folgt,  dals  auch  die  Differenz 

^  iJjt         dn  dn        dm 

bei  Koincidenz  von  ^  und  3ß  regulär  bleibt.  Gehen  wir  dann  schliels- 
lich  durch  Multiplikation  mit  äit  ä%  von  den  Differentialquotienten  zu 
den  Differentialen  über,  imd  machen  uns  hierdurch  von  der  eingeführten 
Hilftfunktion  re  unabhängig,  so  hat  sich  uns  ergehen,  dafs  das  von 
zwei  Variahehi  abhängige  Differential 

'  da  dz  ' 

regulär  ist,  wenn  wir  den  einen  Punkt,  z.  B.  ^  festhalten  und  den 
anderen  veränderlich  bleibenden  ^  mit  ihm  zusammenrücken  lassen; 
das  Differential  besitzt  also,  wenn  wir  ^  =  9?  annehmen,  keinen  Pol 
an  der  Stelle  ^  =  Sä. 

Wir  wollen  jetzt  noch  die  festen  Pole  des  Differentiales  H  be- 
stimmen. Setzen  wir  wieder  ?|5  =  Sß  und  betrachten  ^  als  veränderlich, 
so  besitzt  nach  Gleichung  (5)  auf  S.  584  9{SS,f)d^  den  Nenner  Sf^i 
bilden  wir  dann  das  Differential  dieses  Ausdruckes  nach  7,  so  ist  dies 
der  Minnendus  von  H,  und  der  Nenner  des  zugehörigen  Differential- 
teilers ist  nach  den  allgemeinen  Regeln  auf  S.  293  gleich  SJ  ^^     . 

Andererseits  ist  der  Subtrahend,  für  ^  =  5ß  in  seiner  Abhängig- 
keit von  ^  betrachtet,  nach  dem  Satze  des  vorigen  Paragraphen  gerade 
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das  Differential  des  Elementarintegrales  zweiter  Gattung  mit  dem 
Pole  33;  der  Nenner  des  zugehörigen  Differentialteilers  ist  also  nur  SJ 
und  enthält  keine  Potenz  von  ^^.  Bei  der  Subtraktion  beider  Aus- 
drücke hebt  eich  nun,  wie  im  vorigen  Absätze  bewiesen  wurde,  der 
Nenner  93  fort,  und  der  Differentialteiler  von  H  enthält  also  nur  eine 
Potenz  von  ^^  in  diesem  Nenner,  welche  allein  von  dem  Minaendus 
von  H  herrührt. 

Es  geht  somit  aus  diesen  Betrachtungen  hervor,  dafs  die  Differenz  H, 
wenn  man  den  Punkt  ^  irgendwie  im  Endhchen  fixiert  und  H  ais 
Funktion  von  ^  betrachtet,  nur  nocli  die  eine  feste  Unendliclikeits- 
atelle  5ß„  besitzt,  während  sich  die  im  Punkte  ?|5  einstellenden  Un- 
sfcetigkeiten  der  beiden  TeUe  der  Differenz  gegenseitig  kompensieren. 
Ganz  das  Gleiche  gilt  natürhch  wegen  der  Symmetrie  dieses  Aus- 
druckes, wenn  man  umgekehrt  !ß  fixiert  und  5ß  in  seiner  Veränderlich- 
keit erhält.  Wir  erhalten  somit  folgendes  Pimdamentaltheorem,  welches 
die  Quelle  des  Satzes  von  der  Vertauschung  von  Parameter  und 
Argument  ist: 

Die  Differenz 

*) 

ist    in    Bezug    auf   jedes    der    beiden    Variabeinsysteme    ein 
Differential  zweiter  Gattung  mit  dem  einzigen  Pole  ?ß^  resp.  ^^. 
Dabei   besitzt  in  Beziehung   auf  den  Punkt  5ß  nur   der  Sub- 
trahend  bei   ?ß^,    in   Beziehung    auf   den   Pimkt   ^   nur   der 
Minuend  bei  ^^  eine  negative  Ordnungszahl. 
Es  ist  also  auch  H  in  Bezug  auf  jedes  der  beiden  Variabeinsysteme 
nach  den  Regeln  der  vorigen  Vorlesung  als  Difi^erential  zweiter  Gattung 
darstellbar.    Bildet  man  aber  für  das  zugehörige  Integral  den  Hauptteil 
der    Reihenent Wickelungen    in   der   Umgebung    der    unendlich    fernen 
Stelle,  so  hat  man,  soweit  die  Abhängigkeit  von  ^  in  Betracht  kommt, 
nur  den  Subtrahenden,   in  Bezug   auf  ^  aber  nur  den  Minuenden  zu 
b  erücksichtigen. 


Es  bleibt  nun  noch  übrig,  die  Differenz  H  mit  Hilfe  des  früher 
entwickelten  vollständigen  Systems  von  Differentialen  erster  und  zweiter 
Gattung  wirkUch  darzustellen  und  zu  diesem  Zwecke  die  Hauptteile 
der  Reüienentwickelungen  in  der  Umgebung  der  unendlich  fernen  Stelle 
zu  bilden. 
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Bei  dieser  Untersuehung  wollen  wir,  werm  wir  z,  B.  eine  in  dem 
Körper  K(3,u)  enthaltene  Funktion  g>(^)  in  der  Umgebimg  Ton  ^^ 
entwickeln; 


.© "+»-,-..(;) 


den  Hauptteil  dieser  Eeike  kurz  durch 

darstellen.  Ebenso  bezeichnen  wir  den  Hauptteil  einer  Funktion  (p(^) 
des  Körpers  K(ß,u)  durch  [^].  Dann  ist  es  evident,  dals  bei  Ein- 
föhrung  dieses  Zeichens 

und  für  konstantes  c 

[cy]  =  c[y] 
ist. 

Unterwerfen  wir  nun  znjiäcbst  die  Abhängigkeit  obiger  Differenz 
von  dem  gestrichenen  Argument  ^  der  Untersuchung,  so  haben  wir 
in  dem  Ausdrucke 

n(«!  B^      i(i),M+sir),M+,,.+i^=ii,(-') 


ä,  u  als  konstant,  i,  m  als  veränderlich  anznsehen  und  in  der  Um- 
gebuttg  von  ( '3  =  00)  zu  entwickeln.  Da  aber  daselbst  ^'*'  in  der 
Ordnung  (fijn  +  fe)  unendlich  wird,  so  ist 

1)  P=(ä)  '  "  +  ft(-f)  "    "  +■■■. 

und  ferner  ist 

TP) 
Bilden  wir  also  das  Produkt  — —^  und  dessen  Hauptteil,  so  ist 


4f-]  +  4ff-]+-+'"-'[|^]^ 


denn  alle  folgenden  Glieder  liefern  keinen  Hauptteil  mehr,  weil  r.r-— 1 
in  3ß„  bereits  eine  positive  Ordnungszahl  erhält;  für  Ä  =  0  fallt  also 
der  Hauptteil  gaaz  fort,  da  die  Funktion  daselbst  regu^r  ist.  Multi- 
pliziert maa  diese  Gleichung  mit  rf'^ds,  welches  in  Beziehung  auf  ^ 
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konstant  ist,   und   summiert  alsdann  über  h  von  0  bis  n  —  1,    so  er- 
giebt  sieb,  da  (ij,  =  0  ist, 

-  [e  (SP,  f)  <!»]-- L--/^j- 

oder  kürzer 


i3,"5)is]-2  2'."""'~"''""<' 


|W 


Nnn  wird  aller  die  Fmiktion 


in  ^„  in  der  Ordnung 

(((ftW  +  ft)  —  n{iiA  —  Yi)  =  y,,n  +  h 
unendlicb;  diese  Zftbl  ist  aber  nacli  (10a)  auf  S.  571  ein  bestimmtes 
Element  Qi  der  Reibe  pj,  q^,  .  ■  ■  Qp,  und  man  erbält,  wenn  man  h  und  yi, 
alle  in  der  obigen  Doppelsurame  auftretenden  Werte  atmelimen  Vä.lsi,  jede 
dieser  Zahlen  und  jede  nur  einmal.  Bei  Festbaltnng  der  damals  eingeführten 
Bezeicbnungen  ergiebt  sich  also,  daJs  die  Funktion  9)/,,^^  in9|J^in  derselben 
Ordnung  unendlicb  wird  wie  das  zur  Zahl  pj  gehörige  Integral  (;;  wir 
können  somit  auch  q^n.y^  geradezu  durch  ti  ersetzen,  wenn  wir  iwmlich 
die  Festsetzung  treffen,  dafs  der  Hauptteil  Ton  *(  rait  dem  von  ^i^.j.^ 
identisch,  also 

M  -  [»„.] 

sein  soll;  hierdurch  ist  tt  erst,  abgesehen  von  einem  Integral  erster 
Gattui^,  bestimmt.  Es  ist  aber  in  der  obigen  Summe  [ys,-/,,]  mit 
dem  Differentiale 

multipliziert,  ujid  es  kann  also  (s.  d.  Formel  (10)  auf  S.  571)  das  all- 
gemeine Glied   der  Summe  (2)  durch 

ersetzt  werden,  wobei  der  Index  i  durch  die  Gleichung  ^f  =  ;'sW-f-A 
bestimmt  ist.     Dann  tritt  an  die  Stelle   der  obigen  Summe  die  andere 
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2  <»»■<(*)  fc®, 

und  wir  gelangen  daher  zu  folgendem  Satze: 

Das  Differential 

I)e(!|ä,f)<i«  +  d».(ip)i,(f)  +  Ä«.,(f)(,(f)+-.+  Äa.,(S)J)i,(?) 

wird,  als  Funktion  von  ^  beti'aclitet,  bei  (g  =i  oo)  nicht  nielir 
unendlich.  Gleiches  gilt  daher  auch  von  dem  Differentiale 
dieses  Ausdrucks  in  Bezug  auf  ^: 

II)  a(^M=^^^^^^^ ä'^^  <^^ii^)^^(^)  +■  ■  ■+^M¥)^tpi^)- 

In  Beziehung  auf  5ß  ist  (I)  ein  Differential  dritter  Gattung 
mit  den  logarithmiselien  Stellen  Iß^,  ^,  (11)  ein  Differential 
zweiter  Gattung  mit  dem  Pole  erster  Ordnung  ^. 

Der  letzte  Teil  des  Satzes  folgt  daraus,  dals  wir  zu  dem  Differentiale 
Q{'$,^)d3,  Tesi>.  -^B(S^,'^)d3d'S,  welches  nach  dem  Früheren  von 
der  dritten,  resp.  zweiten  Gattung  ist,  nur  eine  Summe  hinzugefügt 
haben,  welche  in  Bezug  auf  5ß  ein  Differential  erster  Gattnng  ist  und 
daher  die  Unstetigkeitseigenschaften  des  Differentials  nicht  verändert. 
Vertauschen  wir  nun  in  dem  Differentiale  (II)  die  Punkte  ^ 
nnd  5ß  und  subtrahieren  den  so  erhaltenen  Ausdruck 

Ua)   A{f,^)  =  ^^^^äsr^  +  dw^{^)dt^{'^)  +      ^dw^m)dt^{^) 

von  dem  ersten,  so  ist  die  Diff>-renz  nach  dem  Satze  auf  S  589  für  alle 
endlichen  Punkte  regu^r  und  wird  mch  dem  letzten  luch  m  ^^  und  ^^ 
nicht  mehr  unendlich;  diese  Diffeienz  ist  also  m  Beziehung  auf  jede 
der  beiden  Variabein  ein  Diffeientiil  eistei  Gattung  Daher  ist  sie 
eine  bilineare  Form  der  Diffeientiile 


und 

d.  h.  es  ist 


dw,(^),    dw,{W),...dw,(^), 
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wobei  die  Koeffizienten  an  Konstanten  sind.  Da  femer  die  linke  Seite 
der  Gleicliung  bei  Vertanscliung  von  ^  und  $  das  Zeichen  wechselt, 
80  gilt  das  gleiche  von  der  rechten,  und  folglich  ist  ra,i  =  — 0^^.  Die 
Bilinearform   Sdijflij^j   iat    daher  eine   sogenannte  alternierende  Form. 

Wir  können  jetzt  aehÜefslich  die  Pundamentalintegrale  zweiter 
Gattung  (j,  1^, . . .  )|p  durch  Hinzufügung  von  Integralen  erster  Gattung 
noch  so  verändern,  daJs  die  auf  der  rechten  Seite  der  letzten  Gleichung 
stehende  Bilinearform  ganz  fortfällt.     Ersetzen  wir  nämlich 

ii($)     dnrch     i;(gß)  +  CaWii^)  +  c-aWaC^)  +  ■  ■  ■  +  c,-pMv(^), 
so  tritt  an  die  Stelle  von 


AfiB«-'"*W 

Wälii 

i +2  <!».»; 

nm) 

"\1*i  ■v)  ~       ^-. 

der  Diiferentialausdruet 

'"' 

ö»: 

.« 

■"f'^^dä 

+2<i« 

',»)  Um  - 

..|. 

uail  es 

ist 

'  ' 

-D(i|5,  S|i)-7){ip,  iß- A(ip;®-aCii,!Ii)+2(«"-«")'' «■'(*)'' ">•(?)■ 
Polglich  wird 

wenn  die  p^  Konstanten  C;s  so  bestimmt  werden,  dal's 

'a  —  Cu^au  ((,Ä  =  l,2,,.  .p) 

ist.  Dies  abei  ist  stets  und  sogar  auf  unendhch  viele  Arten  zu  er- 
reichen;   denn    fu^t    man    zu    den    obigen    Gleichungen,    welche    nur 

— ^(j?  — 1)    Gleichungen    lepiasentieren,    weil    "a  =  —  «ti   ist,    noch 

-"P(j)-|-1)  weitere: 

hinzu,  so  ist  Sik^^s^,  und  man  erhält 

Hierbei  kann  das  symmetrische  System  Sn,  gaua  beliebig  gewählt 
werden;  die  Integrale  zweiter  Gattung  werden  also  durch  die  angegebene 
Normierung  noch  nicht  völlig  bestimmt,  Wir  haben  so  den  folgenden 
Satz  gewonnen,  den  wir  als  den  Vertauschungsaatz  der  Diffe- 
rentiale bezeichnen: 

Bei    passender    algebraischer    Normierung    der    Integrale 

erster   und   zweiter  Gattung   in  Beziehung  auf  die  Variable  s 

bleibt  der  Differentialausdruck 

Heneel  n.  landslierg,  AlgahraiBoha  Firnktionen  ate.  38 
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ß(5|j/f )  =  1Ä1)  d^rfg  +  dw,Q:^)dt,(^)  +  ■■■  +  dw^{^)dU^) 

bei  Vertauscliiuig  von  ^  und  ^  unge'ändert.  Das  gleiche  gilt 
auch  von  jedem  Äusdraeke,  der  aus  dem  vorigen  dureli  Hioau- 
fügung  einer  symmetrischen  Bilinearform  der  Differentiale 
erster  Gattung 

i:s„dM!i{^)äw,(^)  (i,t  =  i,2,...rt 

erhalten  wird. 
Aus  diesem  Theoreme  ergieht  sich,  wie  wir  im  nächsten  Kapitel  zeigen 
wollen,  der  Satz  von  der  Vertauscliung  von  Parameter  und  Argument 
hei  Integralen  dritter  Gattung  samt  allen  seinen  Konsequenzen.  In 
der  ohigen  Form  ist  er  zumchat  eine  rein  algebraische  Identität,  durch 
welche  festgestellt  wird,  dafs  eine  dem  Körper  K{s,  u]  s,m)  angehörige 
GrÖfse  bei  Vertauschung  der  Argumentpaare  ungeändert  bleibt.  Wir 
wollen  diese  Gleichung  an  dem  Beispiele  der  hyperelliptischen  Körper 
durch  Rechnung  bestätigen. 

§5. 
Ein  hy  per  elliptisches  Gebilde  vom  Geschlechte  p  können  wir  nach 
S,  549  in  der  B"orm 

annehmen,  worin  die  ganze  Funktion 

von  ungeradem  Grade  ist.  Alsdann  ist  der  unendlich  ferne  Punkt 
Verzweigungspunkt,  und  da  also  die  beiden  Blätter  im  Unendlichen 
'  ist  s. 


ne  solche  Variable,  wie  wir  sie  der  ganzen  vorhergehenden  Entwickeluug 
i  Gruncle  gelegt  haben. 

Die    Elemente    des    Fimdamental Systems   für    die    ganzen    Punk- 


tionen sind 


|(i»^l,     i,m^u, 


also  die  des  reciproken  Systems 

denn  die  Zusammensetzung  der  aus  den  Konjugierten  gebildeten  Sysi 


ergieht  c 


C4(; 
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Da  ferner  (ij  =  p  ist,  so  erlialtea  wir  bei  Anwendung  der  Sätze 
des  §  2  der  vorigen  Vorlesung  folgende  beiden  Systeme  von  Funda- 
mentalintegralen  erster  und  zweiter  Gattung: 

'.-j  i^'     "-J  'Y.  ■■■■  '.-j-^-' 

für   welche    die    zugehörigen    Ordnungen    des    Null-    und    Uuendlich- 
L  siütl: 


Pi  =  l.     9b  =  3;     P3  =  5,  .  .  .  pj,=  2i3-  1. 

Die  Integiale  fistei  Gattung  behalten  wir  in  der  Folge  bei,  die  der 
zweiten  tieten  nui  piovisorisch  auf  und  sollen  später  durch  ein  anderes 
Fundanientalsystem  /^,  f^,  ...  tp  mit  gleichen  Eigenschaften  ersetzt 
weiden 

Die  Funktion  ö  erhält  hier  die  Form 

,(^,f)_2yj±|?£>=i;t|.._L|.+j, 

und  diese  Funktion  ist  nach  J  zu  differenzieren.  Man  hat  also  die 
Differenz  zu  bilden: 

A  _  d.ij(_i  /=  (i+i)  -  -/-/,(;+;))  -  *<i«  ■  K. 

Wertet  man  diese  Differenz  hier  direkt  aus,  so  findet  man 


d 

Tb 

m. 

)  = 

«  +  » 

+ 

d 

m. 

)- 

«  +  ¥ 

■  + 

S(')~ 

9(«) 

-l(»'l 

T)  + 

»■(.))(.-«) 

wo  nun  der  Zähler  eine  ganze  Funktion  von  s  und  s  ist,  welche  durch 
(s'—zf  teilbar  sein  muts,  weil  ff  (?.S(?J  in  Beziehung  auf  beide  Variabeln- 
systeme  ein  Differential  zweiter  Gattung  ist.  In  der  That  ergiebt  sich, 
wenn  zuziehst  r  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  ist  und  wir  g{z)  ^  z' 
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.-'-,'- -^,-(r-'+/->)(T-,) 


diese  Summe  kanu  man  aucli  in  der  Form  schreiben: 

wobei  die  Zahlen  a  nud  ß  nicht  negativ  und  der  Bedingung  a  -^  ß  =  r  —  2 
unterworfen  sind;  für  r  =  0,  1  und  2  wird  die  Summe  gleich  Nidl. 
Da  nun 

"(■''> -2;-'' 

ist,  so  folgt  jetzt 


-2^;-. 


in  welcher  die  Zahlen  cc,  ß  =  0,1,2, ..  .  nur  noch  der  einen  Be- 
dingung unterliegen,  dafs  r  :^2p  +  1,  also 

«  +  |3  ^  2p  '-  1 

ist.     Somit  ergiebt  sich  in  der  That 

WO  unter  dem  Summenzeichen  nur  noch  Üifferentiale  erster  und  zweiter 
G-attung  stehen.  Hierbei  sind,  wie  es  sein  mufs,  niemals  zwei  Diffe- 
rentiale zweiter  Gattung  miteinander  multipliziert;  denn  da  a-\-ß^2p—l 
ist,  so  kami  nicht  zugleich  a~^p,  ß'^p  sein;  man  kann  also  wirklich 
A  als  bilinearen  Ausdruck  darstellen,  in  welchem  immer  ein  Differential 
der  zweiten  Gattung  mit  einem  solchen  der  ersten  oder  aber  zwei 
Differentiale  der  ersten  Gattung  miteinander  multipliziert  sind. 
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Wir  zerlegen  demgemäls  obige  Summe  in  folgende  drei  Teile: 

+2(i»-«>.+p+.^  '-5?  (<■.('<«')' 

von  denen  der  erste  die  Glieder  mit  Differentialen  «weiter  GEattung  in 
Beziehung  auf  ^,  der  zweite  die  Glieder  mit  ebensolchen  Differentialen 
in  Beziehung  auf  Sß,  der  dritte  die  alternierende  Bilinearform  der 
Differentiale  erster  Gattnng  enthält.  Ea  ist  also  in  der  ersten  Summe 
das  Differential  _^ 

multipliziert  mit 

'^(P  -  ^  -  «)  C.~,-+«+.  ^-'  =  -  (2^  --  1)  C,,+^  dt,-if) 

-(2*-2)Caj,dir._i® «csp-i+s  <?%($), 

während  die  zweite  Summe  aus  der  ersten,  abgesehen  vom  Zeichen, 
durch  Vertausehung  von  ^  und  5p  entsteht.  Ferner  kann  man  die 
dritte  Summe  noch  weiter  in  die  Differenz  der  heiden  auseinander 
durch  Vertausehung  von  Sß  und  ^  hervorgehenden  Teile  zerlegen: 

und  hier  ist  in  dem  ersten  Bestandteile  dWii^)  nmltipliziert  mit 

2(i'-i-«)«,w+.+>^--{i-i)»i,^,+.rf»,ff)--" 

Ersetzt  man  also  jetzt  Tf(5p)  durch  das  Integi'al 
2)(,(ilJ)-(2i-l)c„+,r,(!li)  +  (2i-2)c„.,^,(i|ä)+...+  i<;„^,+.ir,(!|ä) 

+  (i-l)»„_,+i»),($)+(i-2)c„_,a,(S|ä)+-.-+t„,-„+s«>,-^,(^) 

-J"|i((2i-l)»sj+i«»+'-'  +  (2i-2)c„3»+'-'  +  .-+i(!„_,+,2' 
+  (i  -  1)  c„_.,+,  eJ-i  +  (i  -  2)  cj,_,  s>-«  +  ■  ■  ■  +  <!„-„+,  2»-'+'") 
oder 

2.)         (,($)  -/;';2(2*-*)«'.-M-«'+'""' 
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welches  in  ?ß„  dieselbe  Ordnungszahl  besitzt,  wie  t,(¥),  weil  der  erste 
Koeffizient  c^p-i^-i   der  Funlftion  g(s)  von  Null   verschieden  ist,  so  gilt 
der  Vertausehungssatz  für  hyperelliptisehe  Differentiale  in  folgender  Form: 
Der  Differentialausdrack 

in  welchem  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung  Wi(^) 
und  ti{^)  durch  die  Formeln  (1)  und  (2a)  erklärt  sind,  bleibt 
bei  Vertauschung  von  $  und  ^  unge'ändert. 
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Aufatellung  sämtlicher  Differentiale  aweiter  Gattung,  welche  Vertausühung  von 
Paramot«!'  und.  Argument  gestatten.  —  Der  Tectauscliungsaatz  für  die  Integrale 
dritter  Gattung.  —  Der  VertauselnmgBsatz  für  die  Integrale  zweiter  Gattung.  — 
Der  VertauBctuugssata  für  lutegrationswege,  die  sich  schneiden.  —  Chaiaktecistik 
zweier  Wego  auf  der  Riemannschen  Fläche.  —  Charakteristik  zweier  Perioden- 
wege. —  Geschlossene  Wege,  fSr  welche  die  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  yera  eil  winden,  aorlegen  die  Eiemanaache  Fläche  in  zwei  getrennte  Teile. 


Wir   haben   in  der  votigen  Vorlesung  bewiesen,   ilafs  der  in  §  4 
gebildete  und  ei'klärte  Diffeientialausdrnck 

welcher  in  Beziehung  auf  das  Argument  SjJ  ein  Differential  zweiter 
Gattung  mit  dem  einzigen  und  einfachen  Pole  ^  darstellt,  die 
Eigenschaft  besitzt,  bei  Vertauschung  von  Iß  und  Iß,  d.  i.  von  Argument 
imd  Parameter,  uugeandert  zu  bleiben.  Dasselbe  ist  auch  noch  der 
Fall,  -wenn  man  zu  D(^,^)  eine  bilineare  Form  der  Differentiale 
erster  Gattung 

hinzufügt  und  die  p^  Konstanten  S;*  als  ein  symmetrisches,  aber  im 
übrigen  beliebiges  System  wählt.  Wir  wollen  nun  aber  zunächst 
zeigen,  dafs  es  aufser  den  soeben  charakterisierten  Differentialausdräcken 
keine  anderen  Elementar ditferentiale  zweiter  Gattung  mit  dem  un- 
bestimmt bleibenden  Pole  ^  giebt,  welche  die  Eigenschaft  der  Ver- 
tauschbarkeit  von  Argument  und  Parameter  besitzen. 

In  der  That,  jedes  derartige  Elementarintegral  zweiter  Gattung  ist 
in  der  Form  darstellbar: 

B,(!p,f)-B(ils,f)  +  r,®dw,(sii)  +  ...H-r,(f)Ä»,(ip), 

worin  fj, .  . .  f^  irgend  welche  von  ^  allein  abhängige  Gröfsen  sind. 
Da  nun  i){Sß/^)  =  D(^,  ^)  ist,  so  besitzt  die  obige  Summe  dann 
und  nur  dann  ebenfalls  die  Eigenschaft  der  Symmetrie,  wenn 
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r,(|)<ja,(!U)  +..^+  r,(f)d!o,(!p)  -  r,(S|5)ii».(f)4 hr,(5p)rf«.,(fi) 

ist.    Fixiert  man  nun  den  Punkt  ^,  so  gilt  eine  Proportion  der  Form 

(?M7,(f )  :  f^^l^)  •■■•■  äWpif)  =  q  :  Cg  :  ■  ■  ■ :  Cp, 
und  die  Konstanten  <^,  c^,  ■  ■ .  Cp  sind  nicht  alle  Null,  weil  die  Differeutial- 
Masse  W  primitiv  ist;  dann  folgt,  dafs  auch 

ein  Differential  erster  Gattung  sein  mnrs,  weil  dasselbe  für  die  linke 
Seite  obiger  Gleichung  gilt.  Da  nun  das  System  (q,  c^, . . .  Cp)  einen 
beliebigen  Punkt  der  Hauptkurve  S  darstellt,  so  kann  man  in  mannig- 
facher Weise  p  verschiedene  derartige  lineare  Kombinationen  der  r;(^) 
so  herstellen,  dafs  die  Determinante  der  Koeffizienten  von  Null  ver- 
schieden ist;  es  mufs  daher  auch  jedes  rf(^)  selbst  ein  Differential  erster 
Gattung,  also 


sein,  und  folglich  ist  die  Summe 

r'r,®d!i.,(5p)-2's„(to,(!|S)Ä«.,(f). 


2' 


Damit  aber  diese  die  Eigenschaft  der  Yertauschharkeit  von  5ß  und  5ß 
besitze,  ist  schlielslich  erforderlich,  dafs  Sji  =  Sj;{  sei,  womit  unsere 
Behauptung  erwiesen  ist.     Wir  erhalten  so  den  Satz: 

Bedeutet  (Sfs)  ein  beliebig  symmetrisches  Koustantensyatem 
vonj)^  Elementen,  so  erhalten  wir  in  dem  Ausdrucke 

7>{^,f)-hVs;,(iw,-(^)<ii!;.,(f)       (i,  fr  =  i,  2, , ,  .p) 
ik 
sämtliche   Differentiale   zweiter   Gattung   mit   dem    einzigen 
und   einfachen   Pole  ^,   welche    die  Vertauschung   des   Argu- 
mentes 5|S  und  des  Parameters  ^  gestatten. 

§2. 

Wir  gehen  jetzt  zu  der  Integralfoxm  des  Vertauachungss 
indem   wir   die   veränderliehen  Punkte  ^  und  Sß  auf  zwei  1 
Wegen  s  und  0  fortrücken  lassen,  von  denen  der  erste  s  sich  von  S 
nach  ^3,  der  zweite  0  von  Q^  nach  Qg  erstrecken  möge,  und  sodann 
den  Differentialaasdruck  D(^,^)  über  diese  beiden  Wege  integrieren. 
Hierbei  wollen  wir  aber  zunächst  die  Voraussetzung  macheu,  dafs  die 


y  Google 


§  '2.    Der  Vcrtaiisohuni''''iitz  fni  du,  IiitP^iil^  ihittPi  (Tattunj;  fiOl 

Wege  s  tmd  6  sich  nielit  scliiiPideu  Alsdaim  kuuneii  wir,  wenn  ^ 
ein  beliebiger  Punkt  des  Weges  s  ist,  den  Punkt  ^  auf  dem  Wege  6 
von  Q,  naeb  D^  forti-ückeu  lassen  und  zunacbst  ubei  6  integiieien, 
ohne  daTs  dabei  die  Punktion  9(^,^)  ]eniftls  un&tetig  wuide;  denn 
diese  Funktion  wird  ja  im  Endhcben  eben  nui  dann  unendlich,  wenn 
^  mit  9ß  ansammeuFallt.  Dabei  lalst  sich  m  dem  eisten  Gliede  der 
Summe  D(^,5ß)  die  Integiation  aubfubicn,  denn  es  ist  bei  festem  ^ 

^ie|i),,.9(>p,D,)-e(5P,BJ. 

Hingegen  wäre  diese  Gleichung  ohne  die  Annahme,  dafs  die  Wege  s 
und  ö  keinen  Punkt  geraein  haben,  für  diejenigen  Punkte  5ß  unrichtig, 
welche  Schnittpunkte  Ton  s  und  ß  sind. 

Nachdem  diese  erste  Integration  vollzogen  ist,  können  wir  sodann 
auch  in  Beziehung  auf  5ß  integrieren,  indem  wir  diesen  Punkt  auf 
dem  Wege  s  von  ^^  nach  '^^  wandern  lassen.  Wir  erhalten  so,  wenn 
wir  die  Peststellungen  des  vorigen  Kapitels  auf  S.  594  hinzunehmen, 
folgenden  Fundamentalsatz,  den  Satz  von  der  Vertauschung  von  Argu- 
ment und  Parameter  bei  den  Elemon tarintegralen  dritter  Gattung: 

Das  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  Grenzen  ^^ 
und  5^2  und  den  TJnstetigkeitspuukten  D,  und  O.^,  denen 
die  Residuen  —  1  und  -j-  1  zugehören; 


0(^,Os)~Ö(^,ö,))'^^ 


-fV     fdwi-   idi 


bleibt  unge'ändert,  wenn  man  den  ersten  und  zweiten  Unstetig- 
keitspunkt  mit  der  unteren  und  oberen  Grenze  vertauscht;  es 
ist  also 


<?(»$,$.,; 


hierbei  sind  aber  die  Integrale  so  zu  erstrecken,  dafs  sich 
die  Wege  5  =  ^^^^  ^^^  e  =  £li£lä  nicht  schneiden.  Die 
gleiche  Eigenschaft  besitzt  auch  jedes  Elemenfcarintegi'al  dritter 
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Gattung,   welches   aus   dem  TOrigen  durch  Hinzufügung  emer 
Summe 


2":. /<!«»./<*' 


entsteht,   wenu   das   Koeffizientensystem  (s.i:)  symmetrisch  ist. 
Aul'ser  diesen  Integralen  giebt  es  aber  keine  anderen  Elementar- 
integrale  dritter  Gattung,  welche  die  Vei-tauaehung  der  Argu- 
mente ^^,  ^3  und  der  Parameter  Dj,  D3  gestatten. 
Der  letzte  Teil  des  Satzes  ist,  wie  man  sofoi't  sieht,  eine  unmittelbare 
Konsequenz  desjenigen,  welcher  am  Ende  des  vorigen  Abschnittes  aus- 
gesprochen wurde.    Denn  man  kann,  wie  eben  gezeigt,  von  der  in  der 
vorigen  Vorlesung  bewiesenen  Differentialformel 

D(S|i,$)-D(f,« 

unmittelbar  zu  der  Integralgleichung  (2)  gelangen  und  umgekehrt  von 
dieser  durch  Differentiation  zu  jener  zurückkehren. 

Betrachten  wir  jetzt  den  Integranden  des  Integrals  röo,D,(^): 

so  ist  derselbe,  in  seiner  Abhängigkeit  von  ^  aufgefafst,  natürlich 
eine  Funktion  des  Körpers;  fassen  wir  aber  seine  Abhängigkeit  von 
einem  der  beiden  Unstetigkeitspunkte,  z.  B.  von  Dg,  ins  Auge,  so 
ergiebt  sich  das  bemerkenswerte  Resultat,  daCa  er  eine  transcendente 
Funktion    desselben    ist.      Denn    es    hängt    zwar    0  (5ß,  £1^)    von    Q^ 

algebraisch  ab,  aber  jedes  der  p  Integrale   I  dtt  ist  ein  Integral  zweiter 


■welches  nicht  auf  algebraische  Funktionen  zurückführhar 
ist,  und  das  gleiche  gilt  also  auch  von  dem  obigen  Integranden 
f5n,ja,(^).  Dieser  ist  vielmehr  in  seiner  Abhängigkeit  von  £l^  nach 
den  Ergebnissen  der  zweiunddreiCsigaten  Vorlesui^  ein  eigentliches 
Integral  mit  zwei  polaren  TJnatetigkeiten,  welche  bei  ^  und  '^^  gelegen 
sind  und  von  denen  die  erste  die  Ordnungszahl  Eins  besitzt,  während  die 
Ordnung  der  zweiten  hoher  und  durch  die  Zahlenreihe  Q^,Q^,---Qp 
zu  bestimmen  ist.  Diese  Feststellungen  bleiben  offenbar  auch  dann 
bestehen,  wenn  wir  zu  obigem  Integranden  noch  irgend  einen  sym- 
metrischen Ausdruck 
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D, 

y^Saiv'i{S^)    fäwt  (i,fc  =  l,2,.,.ß) 

ik  D, 

hinzufügen.     Daher  gilt  der  Sat^: 

Ein   Eleraentarintegval   dritter  Gattung,   dessen  Infcegrand 
algebraisch   Ton    seinen   TJjistetigkeitsp unkten    Q^    und    £lg 
abhängt,   läfet  niemals  Vertausehung   der  Argumente  und  der 
Parameter  zu;  ein  Elementar  integral  dritter  Gattung,  welches 
diese  Yertansehung  gestattet,  besitzt  stets  einen  Integi'anden, 
welcher,  in  seiner  Ablmigigkeit  Ton  den  Parametern  betrachtet, 
ein  eigentliches  Integral  zweiter  Gattung  ist. 
Dieser  Satz  ergab  sich  bei  der  analogen  Untersuchung  auf  S.  357  flg, 
nicht;  es  blieb  damals  unentschieden,  in  welcher  Weise  der  Integrand 
eines  Integrals,  welches   die  Vertauschuug  gestattet,   von  seinen  Para- 
metern abhängt.     Wir  sehen  hier,  dafs  wir  bei  der  Bildung  eines  der- 
artigen Integrauden  zwar  aus  dem  Kreise  der  Punktionen  des  Körpers, 
nicht   aber   aus    dem   Kreise  der  aus  ihnen  hervorgehenden   Integrale 
mit  polaren  Unstetigkeiten  heraustreten.     Die  Verschiedenartigkeit  der 
Abhängigkeit  eines  derartigen  Integranden  von  Argument  und  Parameter 
bildet  alsdann  die  Grundlage  für  alle  weitergehenden  TJuterauchungen. 
Bin  ähnlicher  Satz,  wie  der  soeben  für  Integrale   dritter  Gattung 
abgeleitete   Vertauschongssatz,    besteht    auch   für   solche   der   zweiten 
Gattung.     Wir   erhalten   ihn  entweder,   indem   wir   in  der  Formel  (1) 
Dj  und  Q^  in  einen  einzigen  IMinkt  ?ß  zueammenrüeken  lassen,  oder 
auch,  indem  wir  die  Grundgleichung 

D(!p,f)-B(p,SP) 

bei  festem  ^  nur  iu  Beziehung  auf  ^  von  ^^  bis  Sß^  integi-ieren.     In 
beiden  Fällen  ergiebt  sich  die  Gleichung 


(  -     y^      d^  äs 


+  yidU{^)  JdWi 


welche  nur  der  einen  Bedingung  unterworfen  ist,  dafs  der  Punkt  ^ 
nicht  auf  dem  Integrationswege  s  =  Sß^^^  gelegen  ist.  Diese  Gleichung 
findet  bei  Berücksichtigung  der  Formel  (8)  auf  S,  586  in  folgendem 
Satze  ihren  Ausdruck: 
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Betrachtet   mau   das   Integral   zweiter   Gattung   mit  dei 
Unstetigkeitspaiikte  erster  Ordnung  ^^ 


./i»§s)«. 


bei  festgehaltenen  Grenzen  und  festem  Integrationswege  in 
seiner  Ahli'ängigkeit  von  dem  Pole  ^ß,  so  ist  es  in  Beziehung 
auf  diesen  ein  Abelsches  Differential  mit  den  Unstetigkeits- 
punkten  ^j,  ^^,  ^^;  es  ist  nämlich 

5)  f         '■"       % 

-«;=   jdWi,       ßi=    jdti, 

%  € 

worin   dej-   dem   ersten  Gliode  der  Summe   zugehörige  Divisor 

den  Neuner   $i$a,    der   zum    zweiten   Gliede    gehörige    einen 

Nenner  ?ß^  besitzt,  während   das  dritte  Glied   ein  Differential 

erster  Gattung,  der  zugehörige  Divisor  also  ganz  ist. 

Dieser  Satz  tritt  in  der  algebraischen  Untersuchung  an  die  Stelle  des 

Satzes  (V)    auf   S.  356  flg.;    er   kann   im   weiteren  Verlaufe   der   Ent- 

wiekelung    mit    diesem    in    vöUige   Übereinstimmung   gesetzt   werden. 

Auch    hier    giebt    aber    die    algebraische    Untersuchung   ein    besseres 

Eesviltat  als  die  funktionentheoretiaehe,  weil  sie  unmittelbai-  Aufschlufs 

giebt,    in    welcher    Weise    ein    auf    algebraischem    Wege    gebildetes 

Elementar  integral   zweiter   Gattung   von   seinem   Pole   abhängt.     Eine 

ebenso    voUstä.ndige   Erkenntnis   kann   aus   dem  Satze  (V)   auf  S.  356 

nicht  oder  wenigstens  nicht  direkt  gewonnen  werden. 

Die  Formel  (5)  kann  noch  in  anderer  Weise  interpretiert  werden, 
wenn  man  .  die  auftretenden  Integrale  als  Funktionen  ihrer  oberen 
Grenze  ^^  betrachtet.  Es  wird  nämlich  alsdann  ein  Elementarintegi-al 
zweiter  Gattung  mit  unbestimmt  bleibendem  Pole  als  Summe  einer 
Funktion  des  Körpers  und  der  2p  Fundamental  integrale 

(i  =  l,2,...i)) 

dargestellt.  Die  Möglichkeit  solcher  Darstellung  ist  durch  den  Satz 
auf  S.  574  bereits  festgestellt,  durch  die  Gleichung  (5)  wird  sie  für 
ein  Integral  mit  unbestimmtem  Pole  ^  ausgeführt;  dabei  ergieht  sich 
noch,  dafs  die  Koeffizienten  in  Beziehung  auf  ?jj  Differentiale  erster 
und  zweiter  Gattung  sind. 


ß«,.,    Jit 
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Wir  wollen  jetzt  die  für  den  weiteren  Fortgang  der  Entwickelung 
entscheidende  Erörterung  anstellen,  in  welcher  Weise  sich  der  Ver- 
tauBchungssatz  für  Integrale  dritter  Gattung  modifiziert,  wenn  die 
Integrationawege  s  und  6  sich  schneiden. 

Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir,  wenn  wieder  s^^^^^^ß^,  e=^Ö^El; 
ist,  wie  vorher 

1)      /d»a.o.-/(9(ip,  a,)  -  9(>|J,  a,)}'i'  +2  ß«"]'"' 

und  führen  für   die  JOifferenz  der  beiden  durch   die  Vertauschung  aus- 
einander hervorgehenden  Integrale  eine  kurze  Bezeichnung  ein: 


/'^KTOjC,  - Jt^wf.f,  = -^(s-ö); 


die  Differenz  ist  also  in  Abhängigkeit  von  den  Wegen  *'  und  o  ge 
dacht,  durch  welche  ja  die  vier  Punkte  ^^,  ^g,  D,,  dg  als  ihre  Aofangs- 
und  Endpunkte  mitbestimmt  sind,  wahrend  das  Umgekehrte  natürlich 
nicht  zutrifft.  Nach  dem  früheren  Ergebnis  ist  dann  I(s,  e)  =  0,  wenn 
die  Wege  s  und  6  sich  nicht  schneiden;  es  handelt  sich  jetzt  um  die 
Wertbestimmung  dieser  Differenz  bei  beliebigem  Verlaufe  der  beiden 
Wege. 

Nim  können  wir  zunächst  für  die  Differenz  J(s,  s)  einige  uimiittelbar 
evidente  Beziehungen  feststellen.     Es  ist  nämlich 

3)  I{a,s)^-I(s,6), 

ferner  ist,  weim  man  den  Weg  s  in  zwei  Teile  s'  =  ^j?ß  und  s"  =  9l^2 


4)  7(s'  +  s",  0)  -  I(s',  0)  +  _f(s",  «), 

weil  nicht  blofs    f(?(ö=  jdiä-\-  \  da,  sondern  auch 

ist.     Ebenso  ist,  falls  6  =  e' +  ff"  ist: 

U)  i-(s,6'  +  B")-I(s,0')  +  I(>,0"). 

Wir  wollen  nun  wieder  auf  den  beiden  gerichteten  Strecken  s 
und  6  das  linke  und  rechte  Ufer  durch  das  positive  und  das  negative 
Zeichen  unterscheiden  und  der  Einfachheit  halber  annehmen,  dafs  die 
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beiden  Wege  sich  nur  m  einem  Punkte  ©  begegnen  (Fig.  36),  Wir 
woHen  ferner  die  Vorstellung  in  dtii  Weise  fixieren,  dafs  der  Weg  ö 
den  Weg  s  vom  positiven  zum  negativen  Ufer  überschreitet;  es  ist  also 
in  der  schon  früher  angewendeten  Terminologie  (S.  285)  der  Übergang 
von  6  über  s  positiv,  dei  von  *  nber  e  negativ.  Wir  können  dabei  ohne 
Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  den  Schnittpunkt  ©  als  einen  end- 
lichen und  unverzweigten  Pimkt  der  Rieraannschen  Fläche  voraus- 
setzen, da  wir  anderenfalls  einen  der  beiden  Wege  nur  um  ein  so  kleines 
Stück  zu  verschieben  brauchen,  dafs  hierdurch  der  Wert  der  Integrale  nicht 
geändert  wird.     Wir  wollen  dann  schliefslich  um  den  Punkt  ©  einen 


kleinen  Kreis  beschreiben  und  hierdurch  jeden  der  beiden  Wege  s 
und  ff  in  drei  Teile  Sj,  s^,  s^  resp.  e^,  öj,,  ffg  zerlegen,  wobei  s^  =  ^J^'^ß^"' 
und  ffo  ==  £lf  Df  die  Mittelstücke  sind. 

Wenden  wir  jetzt  auf  die  Integraldifferenz  I(s,  e)  die  Eelationen  (4) 
und  (4a)  an,  so  zerlegt  sie  sieh  in  neun  ähnlich  gebildete  Glieder 

/(s„,  fffj)  (■.,p  =  0,1,3), 

von  denen  aber  alle  bis  auf  das  eine  I{s^,  Oq)   verschwinden,   weil   die 

zugehörigen  Integratiouswege  keinen  Punkt  gemein  haben.     Daher  ist 

einfach 

6)  J(s,o)  _/(».,«.), 


y  Google 


g  3.    D&i'  VertansolitmgBeata  für  Integrationawege,  die  sicli  schneiden,     607 

wobei  es  ims  überdies  noch  i'reisteht,  durch  allmähliohe  Verkleinerung 
des  Kreiaes  mit  dem  Mittelpunkte  ©  die  Strecken  s^,  ffy  unbegrenzt 
klein  werden  zu  lassen;  es  bleibt  also  nur  noch 

5a)  J(s„,  ßo)  =J  dm^^o)  p,o))  -J  dä^^o)  ^<^) 

zu  ermitteln. 

Bezeichnen  wir  nun  die  Werte  der  Funktion  s  in  den  Pmikten 
^i"')  ^b"'' ^1%  ^s"'  resp.  niit  j);^,pg,  g,,  ^,  so  wird  die  Integralfunktion 
c!(,(o)q(o)  in   ihren   Unstetigkeitsstellen   ebenso   unendlich    wie  lg        '  j 

die  Funktion  (5„{(i)„(o)  aber  wie  Ig„_-^'-  Daher  können  wir  folgende 
Äquivalenzen  einführen: 

hierbei  bedeutet  die  Äquivalenz,  dafs  die  beiden  Differentiale  unter  den 
Integralzeichen  sich  nur  um  eine  Differenz  unterscheiden,  welche  für 
die  Umgebung  Yon  @  regulär  ist,  wie  wir  im  übrigen  auch  die  Punkte 
^f ,  ^f ,  Elf ,  D^»l  annehmen  mögen.  Die  Differenz  beider  Integrale 
bleibt  also  auch  regulärj  wenn  wir  den  Kreie  um  @  und  die  Integra^ 
tionswege  S(,  und  e^  unbegrenzt  zusammenBchrumpfen  lassen,  und 
kommt  somit  beim  Übergang  zur  Grenze  in  Fortfall.  Folglich  er- 
halten wir  bis  auf  ein  Integral,  welches  bei  unendlicher  Abnahme  des 
Kreises  und  der  Wege  Sg  ™i^  ^a  beliebig  klein  wird: 

5b)  /(s.,..)_Jdigt|-Jdigt^;- 

Nun  ist  aber,  wenn  ^  ein  ganz  beliebiger  Punkt  und  s  der  zugehörige 
Wert  BXii  der  ebenen  Riemannechen  5Hche  'St,  ist: 

lgtJi.lgÄ  +  ,;9, 

wobei  $^["1  und  ^5(J^">  die  positiv  gerechnet«!!  Abstände  der  PiiBtte 
sind  vind  9  den  Winkel  SPfSfip™  bedeutet;  dieser  Winkel  ist  das 
Mafs  fiir  die  Drehung  eines  Halbstrahles  aus  der  Lage  ^^^"l  in  die 
Lage  Sp^^"'  und  mufs  bei  Bewegung  des  Punlites  5ß  stetig  verändert 
werden.  Berüeksiebtigen  wir  also,  dai's  die  Su!n!ne  der  gegenüber- 
liegenden Winkel  des  Kreisviereoks  <  ff  +  ^  ipi«,  ^  Df  +  ^  CXfi 
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je  180"  betragen,  so  fimäen  wir  für  die  in  (5b)  auftretenden  Integrale 
die  Gfleiehungen 

/■.iig'--"-  _  lg  OFM  WW>  ,  j. 

Da  aber  in  beiden  Integralen  die  reellen  Teile  gleich  sind,  so  ergiebt 
sich  für  die  Differenz. 


/« 


j"c».,<'.)-/<"Bj^-/'"g;- 


während  dieselbe  Differenz  offenbar  den  Wert  +  2%i  erhalten  würde, 
falls  der  Übergang  von  s  über  ff  vom  linken  zum  rechten  Ufer,  also 
in  positivem  Sinne  erfolgen  würde. 

Wenn  also  die  KuiTen  s  und  6  einen  Schnittpunkt  haben,  so  ist 
die  Integi'aldifferenz  X{s,  6)  nicht,  wie  vorher,  gleich  Null,  sondern, 
den  beiden  Fällen  entsprechend,  die  unterschieden  werden  muCaten, 
gleich  +  2?r«.  Durch  Verallgemeinerung  dieser  Betrachtung,  für  den 
Fall,  dafs  sich  die  beiden  Kurven  in  beliebig  vielen  Punkten  eehneiden, 
gelangen  wir  jetzt  zu  dem  folgenden  fundamentalen  Satze,  durch 
welchen  die  "Wirkung  der  Vertauschung  von  Parameter  und  Argument 
bei  Integralen  dritter  Gattung  unter  Aufhebung  aller  einschränkenden 
Voraussetzui^en  festgestellt  wird; 

Setzen  wir,  wie  vorher,  die  Wege  ^i  ^^  =  s  und  £X,  ö,  =  ff, 
und 

so  ist  die  Differenz 

6)  7(s,  ff)=  l(?raa,ü,  —  Me%,ie,  =  27ri(s,6), 

wobei  das  Zeichen  (s,  e)  eine  ganze  Zahl  bedeutet,  welche 
gleich  der  Anzahl  der  positiven  Übergänge  des  Weges  s  über 
den  Weg  a,  vermindert  um  die  Anzahl  der  negativen  Über- 
gänge ist;  hierbei  ist  ein  Übergang  als  positiv  oder  negativ 
anzusehen,  je  nachdem  er  vom  linken  zum  rechten  oder  vom 
rechten  zum  linken  Ufer  stattfindet. 
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Die  Zahl  (s,  <?),  welche  kurz  ab  „die  Anzahl  der  Übergänge  von  s 
über  ff"  bezeichnet  werden  kann,  wenn  man  das  Wort  „Anzahl"  nicht 
im  absoluten,  sondern  im  relativen  Sinne  nimmt,  soll  anter  Anlehnung 
an  eine  von  Kronecker  bei  einer  ähnlichen  Untei-suchung  eingeführte 
Terminologie  die  „Charakteristik  der  beiden  Wege  s  und  e" 
genannt  wei'den.  Aus  ihrei-  Bedeutung  sowohl  wie  aus  obiger 
Fundamentalgleichung  geht  unmittelbar  hervor,  dafs 

{,,,)- -(a.s) 
ist,  woraus 

folgt.  Die  letzte  Formel  kann  man  geometrisch  in  der  Weise  ver- 
stehen, dafb  man  linkes  und  rechtes  Ufer  von  s  als  nebeueinand  er- 
laufende Wege  scheidet;  dann  geht  die  Dichtigkeit  der  Formel  wenigstens 
für  Wege,  die  sich  nicht  schneiden,  ehen  daraus  hervor,  dafs  diese 
beiden  Ufer  sich  nirgends  durchsetzen,  der  allgemeinere  FaU  kann  aber 
auf  den  spezielleren  zurückgeführt  werden.  Ferner  ist  für  die  Charak- 
teristik ebenso  wie  vorher  für  die  Integraldifferenz  /(s.ß): 

(s,s'  +  .")-(s, »')  +  («,»"), 

(s'  +  s",5)-ts',»)  +  (s",6). 
Für  die  Folge  liegt  die  Bedeutung  obiger  Fundamentalgleichung  (3) 
eben  darin,  dafs  durch  sie  die  ganze  Zahl  (s,  ff),  welche  eine  wechsel- 
seitige Beziehung  der  beiden  Wege  s  und  e  repräsentiert,  als  eine 
Kombination  von  Integralen  dargestellt  werden  kann,  welche  über  den 
einen  oder  den  anderen  der  beiden  Wege  erstreckt  sind.  In  dieser 
Auffassung  haben  wir  jene  Gleichung  vollständig  zu  diskutieren  und 
gelangen  so  zum  Verständnis  der  der  ßiemannschen  Fläche  eigen- 
tümlichen Zusammenhangsverlmltnisse. 


Wenn  wir  in  der  Gleichung  (6)  des  vorigen  Abschnittes  die  Wege  s 
und  6  beide  als  geschlossen  voraussetzen,  so  stellt  (s,  ö)  die  Chai'ak- 
teristik  zweier  Periodenwege  dar,  nnd  es  kommen  auf  der  hnken 
Seite  obiger  Gleichung  die  Integrale  dritter  Gattung  in  B'ortfall,  da  z.  B. 
Q^  =  Q2,  also 

f'(d  (*P,  da)  -  0  (^ ,  OO)  ds^O 
ist.     Daher  nimmt  alsdann  die  Gleichung  (6)  die  folgende  Gestalt  an: 

f  dt,  j  dw-,  H h  j  dtp  j  dWp  —  /  dw,  f  dt, I  dwp  f  dtp 


=  2«i(s,«), 
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oder  in  leicht  verstandliclier  Äbkürzuns,  wenn  z 


fäi 


;  wird: 

1  a)       tl'''wf  -\ h  ii°*wS;'  -  M^i''  4"' '^p"'  4''  =  2  31  j  (s,  ö). 

Diese  Gleichung  giebt  eine  bihneare  Beziehung  zwischen  den  Perioden 
der  2p  Fundamentalintegrale 

ip  t^,  .  .  .  tp,  ^(?JJ  w^,  ■  ■  ■  Wp, 
gebildet  für  irgend  zwei  Periodenwege  s  und  a,  und  umgekehrt  stellt 
sie  die  Charakteristik  zweier  Periodenwege  durch  die  zugehörigen 
Perioden  der  Fundamentalintegrale  erster  und  zweiter  Gattung  dai-. 
Mit  ihrer  Hilfe  soll  alsdann  im  nächsten  Kapitel  die  Gesamtheit  aller 
geschlossenen  Wege  auf  der  Riemannsclien  Fläche  untersucht  und  der 
Einüiifs  bestimmt  werden,  den  eine  Zerschneidung  der  F^che  durch 
geschlossene  Kurven  auf  den  Zusammenhang  der  Fläche  ausübt. 

Jetzt  wollen  wir  zuvörderst  eine  besondere  Art  von  geschlossenen 
Wegen  s  betrachten,  nämlich  diejenigen,  für  welche  die  2p  Perioden 

sämtlich  gleich  Null  sind.  Nach  dem  auf  S.  574  aufgestellt<-n  Sat/e 
besitzt  alsdann  jedes  Integral  mit  blofs  polaren  ünstetigkeiten,  eistieckt 
über  den  Weg  s,  den  Wert  Null.  Denn  jedes  deraitige  Integiil  iNt 
in  der  Form  darstellbar: 

wo  cp  eine  Funktion  des  Körpers  bedeutet;  folglich  ist  die  zugehörige 
Periode 

(«  =  ajf  +  ■■■+  a/;>  +  b.w'-;^  +  . . .  +  h^wf  =  0. 

AVir  stellen  nun  den  geschlossenen  Weg  s,  von  dem  wir  zur  Ver- 
einfachung des  Folgenden  noch  weiter  annehmen,  daCs  er  sich  nicht 
selbst  durchkreuzen  möge,  mit  einem  zweiten  behebigen,  geschlossenen 
oder  ungesehlossenen  Weg  ff  zusammen  und  bringen  die  bewiesenen 
Formeln  zur  Anwendnag.  Ist  zunächst  e  ein  ebenfalls  geschlossener, 
aber  sonst  beliebiger  Weg,  so  ist  nach  der  Gleichung  (i)  unter  der 
gegebenen  Voraussetzung 

(S,6)  =  0. 

Hieraus  folgt,  dafs  die  Anzahl  der  positiven  Übergänge  von  6  über  s 
ebenso  grofs  wie  die  Zahl  der  negativen  ist;  wenn  also  für  einen  ge- 
schlossenen  Weg   s    die   Perioden    der   Integrale    erster    und    zweiter 
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Grattung  sämtlieli  y  er  seh  winden,  so  mufa  jeder  beliebige  zweite  ge- 
schlossene Weg  den  gegebenen  ebenso  oft  von  links  nach  rechts,  wie 
Yon  rechts  nach  links  übersehreiten. 

Wenn  aber    zweitens   der  Weg   e^O^Dg    ungeschlosaen   ist,   so 
ergiebt   die    Änwendring   der   Formel  (6)  auf  S.  608,  da  das  Integral 

rfrä^^ip^  in  FortfaU  kommt: 


ß 


ä) 


.(»,,)-/. 


«^tJOiC 


£i,)~d{%^,))d,- 


Hier   aber   ist   das   Integra!   in  diesem  Falle    nur  von  den   Punktesi  £1, 
und  Og, 'nicht  aber  von  dem  Wege  a  abhängig,   der  von  O^  nach  Q^ 
führt;  das  gleiche  gilt  also 
auch  von  der  Zahl  (s,  ö), 
welche   somit,    wie    auch 
der  Weg  u  gewählt  werden 
möge,  immer  nur  von  den 
Endpunkten  dieses  Weges,  q  '-■ 
nicht    aber     von     seinem 
Verlaufe  abhängig  ist.  Der 
Wert    der    Charakteristik 
ist   also   in   diesem   Falle 
bei  festem  s  und  veränder- 
lichem 6  =  Dl  Slg   nur  ■ 
und  ist  überdies,   wie 
oder  +  1, 

Sind  nämlich  zuintchsfc  (Fig.  37)  öj.  und  Dj  zwei  Punkte  auf  dem 
linken  Ufer  von  s,  so  ist  offenbar,  wenn  man  au  diesem  tf;,  =  Dj.ni 
entlang  führt: 

3)  (s,Dja:()  =  (s,(Ji)  =  o, 


,   der   Lage  der  Punkte  O^  und  Cj  bedingt 
■  nun  noch  zeigen  wollen,   stets  entweder  0 


und  ebenso  ist  für  zwei  Punkte  ( 


rechten  Ufers 


3a)  («,OjD^)  =  (s,6^)  =  0. 

Hingegen  ist  für  zwei  gegenüberliegende  Punkte  O^  und  O^ 

4)  (s,B,a,)_(s, «,)-+!,    (s,Cl<,Di)--l. 

Ferner  kaun  man  offenbar  von  einem  beliebigen  Punkte  ^  der  F^che, 
ohne  s  zu  durchki-euzen,  einen  Weg  ö  entweder  nach  einem  Punkte  O;, 
des  linken  oder  nach  einem  Punkte  Q^  des  rechten  Ufers  von  «  lieran- 
führen;  daher  ist  diesen  beiden  Fällen  entsprechend  entweder 
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5)  (s,^;pQi)  =  0     und     (s,^Op)  =  l 

oder 

5a)  (s,^Qy)  =  0     und     {s,^Qx)='-i. 

Daher  zei-fallen  die  sämtlicheu  Punkte  ^  der  Fläche  in  zwei  Klassen, 
je  nachdem  die  erste  oder  die  aweite  der  beiden  Charakteristiken 

(s,^a.)     und     (s,$Qe) 

veraehwindet,  wobei  es  auf  Grund  der  Grleichnngen  (3)  and  (3a)  ganz 
gleiehgiltig  ist,  -welche  gegenüberliegenden  Randpunkte  Dj  und  Qj, 
man  zur  Anwendung  bringt.  Wir  wollen  daher  die  eine  Klasse  Yon 
Punkten  die  Klasse  der  „inneren"  Punkte,  die  andere  die  Klasse  der 
„änfsereu"  Paukte  nennen  und  durch  ^a  resp.  ^^  bezeichnen;  hierbei 
ist  zu  beachten,  daTs  der  Nachdruck  nur  auf  der  G-egenttherstellung 
der  beiden  Punktklassen  liegt  und  dafs  durch  Umkehrung  der  Weg- 
richtung von  s  die  Klasse  der  inneren  mit  der  der  äufseren  Punkte 
jederzeit  vei-tauscht  werden  kann  Dann  ist  für  zwei  innere  Punkte  ^x 
und  Sßl: 

(s,%.£t,)  =  0,    (s,D,^:pi)  =  o, 

also 

und  ebenso  für  zwei  äufseve  Punkte 

Hingegen  ist  für  /.wei  Punkte  '^x  nnd  ^^  verschiedener  IClasse 

(s,iii,n,)_o,  (s,o,sp,)-i, 

ako 

und  andere  als  die  Werte  0,  +  1  kann  die  Charakteristilc  überhaupt 
nicht  erhalten.  Mau  kann  also  zufolge  dieser  Betrachtungen  zwei  innere 
oder  zwei  aufsere  Punkte  so  miteinander  verbinden,  dafs  der  Weg  s 
nicht  getroffen  wird;  einen  inneren  und  einen  äufseren  Punkt  aber  so, 
dafs  der  Periodenweg  s  einmal  in  positivem  Sinne  durchsetzt  wird. 

Die  bewiesenen  Relationen  für  Charakteristiken  zeigen  uns,  dafs 
unter  den  angegebeneu  Voraussetzungen  der  geschlossene  Weg  s  auf 
der  Riemannschen  Fläche  dieselben  einfachen  Eigenschaften  besitzt, 
welche  für  einen  geschlossenen,  sich  nicht  schneidenden  Weg  auf  der 
schlichten  Kugelfläehe  als  selbstverständlich  angesehen  werden.  Wir 
können  daher  d^  gewonnene  Resultat  in  folgendem   Satze  vollständig 
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Wenn   für      nen  hl  ssenen     s  cl    n   1 1  sei  ae  lenden 

Weg  s  die  Perio  len   le    Integ  ale  e  ste      nd  z  ve  ter  Tatt  ng 

sämtlich   Null   sul     so    w    1    1      h    leu   bcbn  tfc  s    le  Ee 

mannsche  Fläche    n     ve    getrennte  Te  le   /erlegt     velci  e    la 

Innere   und   das   A  Ise  e    le     h.    v     genannt  we  den   Lon  en 

und   welche   aus   de     Kla  bg    1er    nnereu  Punkte  ^       ul   1er 

äufgeren  Punkte  ^    1     tel  en 

Wenn   das   Geschlecht  p  =  (.     st    so   1  at   ]  le    ges  1  lo    ene  AVeg   1  e 

Eigenschaften,  die  wir  he    vo  ■ausgesetzt  1  il  en     lann  ze  f  11t  also  d  e 

Fläche  durch  Ausführung    rgend  e  nes  geschlos  enen  Scbu  ttes    n  ge 

trennte  Teile.     Wenn   al  er  j   po   t  v     st      o   m  s    u       r  uunmel  r    n 

der   folgenden  Vorlesung   au  1     1   jen  gen    geschlossenen  M   ^e    n  Be 

tracht   ziehen,   für  welche  s   h     on   N  11   ve     h  elene   Prolen    en 

stellen  und  die  Charakterist  ke     lal  e   g  nz   nl  r  n  (  esetzen  unte  worfen 

sind.     Hierzu   ist  aber    e  ne  e  ngehende  D  sk  es  on    1er  til     h  ng  fl) 

unter  aUgemeinsten  Ann  hm  n  f"      1  e  Wege      und  6  e  to  derl  ch 

Alle  die  hier  bewiesen  n  E  genschaften  von  Integ  at  onswegen 
sind  zumchst  auf  eine  lestninte  ß  emanns  1  e  FKche  91  1  zöge 
Es  ist  aber  evident,  dafs  s  e  alle  bestehen  ble  1  en  wenn  w  e  ne 
andere  Variable  x  des  Ko  pers  K(  )  e  nfuh  n  und  1  e  Flache  9 
umkehrbar  eindeutig  auf  die  Fläche  Si^  abbilden.  Die  jetzt  und  in 
der  Folge  festzustellenden  Zusammenhangseigenschaften  der  Riemaun- 
schen  FHichen  sind  also  in  keiner  Weise  an  eine  bestimmte  Fläche  ge- 
bunden, sondern  allen  den  zu  den  verschiedenen  Gi-öfsen  des  Körpers 
I  Flächen  in  gleicher  Weise  eigentümlich. 
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Bittteilimg  der  Wege  auf  Aer  Riemannschen  Fläcbe  in  Klassen,  —  Die  Haupt- 
klasse.  —  Geaehlossene  und  ungesctloaaene  Wege.  —  Addition  und  Subtraktion 
von  Wegen.  —  Linear  abhängige  und  unabhängige  Periodenwege.  —  Der  Rang 
eines  Syatemes  von  Perioden.  —  runctamentaleysteme  von  Perioden  wegen,  —  Not- 
wendige und  Mnreichende  Bedingungen  für  abhäugige  und  unabhängige  Systeme, 
—  Die  Gharakteristikenform.  —  Bilineare  Ponnen;  ihre  Transformation.  — Trans- 
formation ganzsahliger  alternierender  Formen  duroh  ganzzahlige  SubBtitutionen,  — 
Canouisohe  Zerschneidnug  der  Eiemannsohen  Fläche. 

8  1. 

Ueheu  wir  jetzt  dazu  über,  die  Gesamtlieit  der  Wege  auf  der 
Riemannschen  Fläche  zu  uatersucben,  so  entnehmen  wir  aus  den  Er- 
gebnissen der  vorigen  Vorlesung  die  Berechtigung,  zunächst  eine  be- 
sondere Art  auszuzeichnen,  nämlich  alle  diejenigen  geschloesenen 
Wege  s,  für  welche  die  2p  Hauptintegrale 

f  dti,      j  dt^,  .  . .   fdtp,      j  äWj^,      fdiv^y...   f  dwp 

verschwinden  und  welche  daher  nach  dem  Satze  auf  S.  613  die  iiie- 
mannsche  Fläche  zerstückeln.  AUe  diese  Wege  vereinigen  wir  in  eine 
Klasse  von  Wegen,  welche  wir  auch  hier,  analog  wie  bei  der  Ein- 
teilung der  Divisoren,  als  die  Haupfeklasse  bezeichnen. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  zwei  geschlossene  oder  ungeschlossene 
Wege  a  und  J>  auf  der  Fläche,  so  können  wir  sie  durch  Addition 
zu  einem  einzigen  Wege  a  +  h  verbinden,  wenn  der  Endpunkt  von  a 
zugleich  der  Anfangspunkt  von  &  ist;  ebenso  können  wir  sie  durch 
Subtraktion  zu  einem  einzigen  Wege  a  —  b  zusaramenschliefsen,  wenn 
sie  gleichen  Endpunkt  haben.  Bedeutet  also  (0)  einen  Weg,  der  auf 
einen  Punkt  zusammengezogen  werden  kann,  so  haben  wir  unter  dem 
Wege  —  6  =  0  —  6  stets  den  in  umgekehrter  Richtung  durchlaufenen 
Weg  6  zu  verstehen.  Wir  definieren  nun  zwei  Wege  a  und  6  als 
äquivalent  und  bezeichnen  dies  durch  a'^b,  wenn  die  Differenz  ß  —  6 
zur  Hauptklasse  gehört.  Die  Gesamtheit  aller  einander  äquivalenten 
Wege  vereinigen  wir,  ebenfalls  ganz  wie  bei  den  Divisoren,  in  eine 
Wegklasse, 

Die  hier  gegebene  Definition  genügt  offenbar  den  beiden  Be- 
dingungen,  welche   an  jede  Äquivalenz    gestellt   werden   müssen.     Ist 
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nämlich  a  '^b,  so  ist  auch  & "-  o;;  denn  wenn  der  Weg  a  ~b  zur 
Hauptklasse  gebort,  so  gilt  das  gleiche  auch  von  dem  umgekehrten 
Wege  Jj  —  a.  Ist  femer  a^b  und  h^c,  ao  ist  auch  m"->c;  denn 
wenn  a  —  b  und  ft  —  c  in  der  Hauptklasse  enthalten  sind,  so  gehört 
zu  ihr  auch  der  aus  beiden  zusammengesetzte  Weg 

a~c  =  (a-b)  +  {b-c). 

Die  in  der  Hauptklasse  enthaltenen  Wege  sind  sämtlieh  dem  Wege  (0) 
äquivalent;  daher  sind  alle  Wege  der  Hauptklasse  auch  einander  äqui- 
valent und  bilden  also  aach  eine  Klasse,  wenn  wir  die  zuletzt  gegebene 
allgemeine  Definition  dieses  Begriffes  zu  Grunde  legen. 

Ist  femer  a '^  a'  und  ft  <-^  V,  so  ist  auch  a  +  b  ^a'  ±1)'.  Wir 
können  daher  Wegklassen  ebenso  addieren  und  subtrahieren,  wie  wir 
früher  Divisorenklassen  multiplizieren  und  dividieren  konnten. 

Damit  zwei  Wege  a  und  &  äquivalent  sind,  müssen  der  Definition 
zufolge  die  2p  Gleichungen 

ldt^=ldti,         fdt^=  jäl^,  ...     jdtp^ldtj, 

1)  ^  ^  a  .  .  , 

j  dw^  '=  f  dw^,      j  dW2  ^=  /  dw^,  ■  ■  ■  f  ^^p  ~  /  '^^c 

erfüllt  sein,  wobei  natürlich  die  2jj Hauptintegrale (j,^,..  .tp,  w^,w^,...Wp 
auch  durch  irgend  ein  anderes  Fundamentalsystem  für  die  aUgemeinen 
Integrale  zweiter  Gattung  ersetzt  werden  können.  Aufserdem  ergeben 
sich  aus  der  Erklärung  der  Differenz  zweier  Wege  noch  weitere  Be- 
dingungen für  ihre  Anfai^-  und  Endpunkte;  bei  Feststellung  der- 
selben ist  es  aber  zweckraäfsig,  die  ui^eschlossenen  Wege  von  den 
geschlossenen  zu  unterscheiden. 

Wenn  der  Weg  a  ungesehlossen  ist,  so  mufs  ein  ihm  äquivalenter 
Weg  b  denselben  Endpunkt  besitzen,  damit  a  —  b  ein  einziger  Weg 
ist,  und  er  mufs  auch  denselben  Anfangspunkt  Laben,  weil  a  —  b  jeden- 
falls geschlossen  sein  mufs.     Hieraus  folgt: 

Ein  ungeschlossener  Weg  a  =  ^j  9ßa  ist  nur  solchen 
Wegen  b  äquivalent,  welche  denselben  Anfangs-  und  Endpunkt 
besitzen  und  für  welche  die  2p  Gleichungen  (1)  erfüUt  sind. 
Diese  Bedingungen  sind  notwendig  und  hinreichend.  Die 
Gesamtheit  der  von  ^^  nach  Sßj  führenden  Wege  wird  durch 
die  hinzutretenden  Bedingungsgleichungen  (1)  in  Klassen  ge- 
schieden. 
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Anttei-s  liegt  die  Sache  bei  den  geschlossenen  Wegen,  weil  bei  einem 
solchen  jeder  beliebige  auf  ihm  gelegene  Punkt  a!s  gleichzeitiger  An- 
fangs- und  Endpunkt  angesehen  werden  kann.  Um  also  zwei  ge- 
schlossene Wege  a  und  &  durch  Addition  oder  Subtraktion  zu  einem 
einzigen  Wege  a  +  h  vereinigen  zu  können,  ist  es  nur  erforderlich, 
daifi  sie  einen  Punkt  gemein  haben,  und  da  man  zwischen  irgend  zwei 
geschlossene  Wege  a  und  c  stets  und  in  mannigfaltigster  Weise  einen 
geschlossenen  Weg  h  Zwischenschalten  kann,  welcher  mit  beiden  einen 
Punkt  gemein  hat,  so  kann  man  stets  die  Differenz 

a-c  =  (a-i>)  +  (b~c) 
als  einen  einzigen  Weg  erhalten;  freilich  müssen  alsdann,  damit  die 
Addition  und  Subtraktion  geschlossener  Wege  in  uneingeschränkter 
Allgemeinheit  vollzogen  werden  kann,  auch  solche  Wege  zugelassen 
werden,  welche  eich  selber  schneiden  oder  in  einzelnen  Teilen  mehr- 
fach durchlaufen  werden.  Wir  wollen  nun  in  der  That,  wenigstens 
solange  es  sieh  um  die  allgemeine  Gruppierung  aller  möglichen 
Periodenwege  handelt,  alle  nur  denkbaren  geschlossenen  Wege  in  die 
Untersuchung  hineinziehen;  dann  dürfen  wir  bei  diesen  von  allen 
weiteren  Lagenbedingungen  absehen  und  feststellen: 

Für    geschlossene   Wege   a    und   b   bilden   die    2p    Glei- 
chungen  (1)    allein   ein    System    von   notwendigen    und    hin- 
reichenden Bedingungen   der   Äquivalenz,     Zwei    geschlossene 
Wege  können  stets  zu  einem  einzigen  vereinigt  werden. 
Die   einfachste  Art,   von  einem   gegebenen  Wege   zu  einem  äqui- 
valenten überzugehen,  besteht  in  einer  hinreichend  kleinen  Deformation 
durch  Verschiebung  der  einzelnen  Punkte,  bei  ungeschlossenen  Wegen 
unter  Festhaltung  iler  Grenzpunkte,  bei  geschlossenen  ohne  jede  weitere 
Einschränkung;   es   ist  klar,   dafs   alsdann  die  Gleichungen  (1)   erfüllt 
sind.     Durch    derartige   Deformationen,    die    niehte  Wesentliches    ver- 
ändern, können  wir  bei  der  Hinleitung  der  Integrationswege  vor  allem 
auch  etwaige  Unstetigkeitspunkte  der  Integrale,  mit  denen  wir  zu  thun 
haben,  z.  B.  den  Punkt  ^^  in  der  ersten  Reihe  der  Integrale  (1),  ver- 
meiden.    Wir   können   und   wollen    daher  jetzt  und   später  von  vorn- 
herein  die  Wege   von  solcher  Beschaffenheit  annehmen,   dafs  in  allen 
ihren  Punkten  die  auftretenden  Integrale  endlich  bleiben. 

Wir  können  femer  in  dem  Falle,  dafs  ein  ganzes  Stück  eines 
Integrationsweges  mehrfach  diirchlaufen  wird,  stets  durch  kleine  De- 
formation bewirken,  dals  der  Weg  nur  noch  mehrfache  Punkte, 
aber  keine  mehrfachen  Linienteile  besitzt.  Daher  dürfen  wir  ohne 
jede  Beeinträchtigung  der  Allgemeinheit  Wege  mit  mehrfachen  Linien- 
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teilen  ausschliefeen;  dies  aber  erweist  sich  als  zweckmäfsig,  weil 
anderenfalis  bei  Bestimmung  der  Cbarakteriatiken  Unbecjuemliciikeiten 
eintreten  können. 

Im  folgenden  handelt  es  sich  /nnachst  dämm  emtn  vollständigen 
Überblick  über  die  gewonnene  Einteilung  dei  W  ege  m  Klassen  zu 
gewinnen.  Dabei  sind  ubeiall  aqul^alente  Wege  alb  nicht  wesentlich 
verschieden  anzusehen  und  es  ist  daher  auch  z  B  ganz  gleichgiltig  m 
welcher  Weise  zwei  Peiiodenwege  zu  einem  emsigen  veiemi^t  werden 
Für  äquivalente  Wege  elh^iten  nicht  blifs  die  Funlamentalinttgrale 

sondern  zufolge  des  Satzes  auf  S  574  überhaupt  alle  Integrale  eistei 
und  zweiter  Gattung  denselben  Wert,  die  Inte^iale  diittei  Gattung 
können  aber  noch  yeiichieden  ausfallen 

Bei  dieser  Untersuchung  können  wii  uns  von  nun  ah  ganz  auf 
geschlossene  Wege  beschi  mken  weil  die  Eigenschaften  ungeschlos^enoi 
Wege  auf  jene  zuiuckfuhihii  sind  denn  zwei  ungesclüosBene  Wege  a 
und  b  gehören  ja  nui  dinn  m  dieselbe  Klasse,  wenn  sie  gleichen 
Anfangs-  und  Endpunkt  haben,  der  Weg  a  ~i  also  geschlossen  ist. 
Ist  also  erst  die  Übersicht  über  die  sämtlichen  Klassen  geschlossener 
,  so  sind  damit  auch  die  ungeschlossenen  erledigt. 


§2. 
Sind  s^,  Sg, . .  .  s„i  irgend  welche  Periodenwege,  y;,,  x^, . .  .  X/,,   aber 
positive    oder   negative   ganze   Zahlen,   so   ist   nach   dem  vorigen   Äh- 
schnibte  auch 

1)  S  —  X^S1  +  X^S^  -\ h  SmSm 

ein  geachloasener  Weg,  der  durch  Addition  und  Subtraktion  aus 
Si,Sg,  ...Sp,  entsteht  und  dessen  Klasse  Überdies  durch  die  Klassen 
von  s-i,  Sj, . .  .  Sm  und  die  Zahlen  x^,  «3, . .  -  Xm  völlig  bestimmt  ist.  Für 
die  Einteilung  der  Wege  auf  der  Riemannschen  Fläche  ist  es  nun  von 
entscheidender  Bedeutung,  ob  für  ein  gegebenes  System  von  m  Wegen 
s^,  Sj, .  .  .  Sm  die  ganzen  Zahlen  Xi,  x^, . . .  x^  so  bestimmt  werden  können, 
dafs  sie  nicht  alle  Null  sind  und  s  zur  Hauptklasse  gehört,  also 

la)  x^s^  +  a^Sg  +  ■  -  ■  +  a:™s™  ~  0 

ist.  In  diesem  Falle  nennen  wir  die  AVege  linear  abhängig;  wenn 
aber  die  Äquivalenz  (la)  nur  durch  das  selbstverständliche  Lösunga- 
system  iCi  =  a^=---^aTn  =  0  befriedigt  werden  kann,  so  bezeichnen 
wir  sie  als  ein  System  von  m  unabhängigen  Periodenwegen. 
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Um  nun  die  Fragp  zur  Entscheidung  zu  bringen,  ob  ein  gegebenes 
System  ein  unabbai^igps  isfe  odei  mclit,  bilden  wir  die  zugehörigen 
Perioden  dei  obigen  Fundamentahntegrale  erster  und  zweiter  Gattung. 
Setzen  wu  jetzt,  wie  auf  S  574 

ij=fj,i^  =  i^,         ti—tp,     ^l-^=tp^l,     ■Ws  =  tp+i,  ■  ■ -Wp^tip, 
weil   die  Integrale   erster   Gattung   hier   ganz    gleichmäfsig  mit  deneu 
der  zweiten  auftreten,  und  bezeichnen  die  zu  dem  Wege  s«  gehörigen 
Perioden  dieser  Integrale  der  Reihe  nach  mit 

SO  erhalten  wir  das  folgende  zu  dem  Wegsystom  s,,  Sg,  .  .    s,,^  gehörige 


-&..). 


Zwischen  diesen  Gröfsen  bestehen  nach  der  Gleichung  (1)  auf 
S.  609  eine  Anzahl  bilinearer  Rfilationen,  welche  jetzt  die  folgende 
Gestalt  erhalten: 

„■■        katji+l,ß  +  kaip^i,!)  -i h  tpahp,p  ~  tp^^\^shfl  ■—*;,  + 2,0*2,« 

'  -  hp,«tpp  =  -  2%iCc,ß  («,  p  =  1,  2,  .  , .  m), 

worin  Coß^=  —  c^a  eine  ganze  Zahl,  lülmlich  die  Charakteristili  (ßa,  Sß) 
ist.  Die  Zahl  dieser  Bilinearrelationen  ist,  wenn  man  nnr  die  wirklieh 
verschiedenen  und  die  nicht  identisch  erfüllten  Gleichungen  abzahlt,  gleich 
-^-mitn—V),  weil  man  alsdann  für  (a,  ß)  nur  die  Kombinationen  ohne 
Wiederholungen  zu  nehmen  braucht. 
Soll  nun  der  Weg 

S  =  [Kj  Si  +  a^g  Sg  -I h  ^mSm 

zur  Hauptklasse  gehören,  so  müssen  die  Perioden  der  2p  Haupt- 
integrale  tj^,  (3, .  .  .  tsp  für  den  Weg  s  Tcrschwinden;  es  müssen  also  die 
2p  linearen  homogenen  Gleichungen 

^11^1        +'i2^3        +---+tunX..       =0 


1„  1„ 

■  --in 

',+.. 

h+%^ 

..(.„1 

*,.  ',> 

...(,. 

',+., 

'j)+s,s 

..is,. 

f.,  t, 

,...*„ 

<,+., 

m     ^p+S,m 

.  .  fejm 

tpiXi      +tpiXi      -\ h  tp^iXm       ^  0 

ip4.i,i%+  tp+i,iX^-+ h  f^+i,ma;„  =  0 


hp,iXi     +  kp,iXi    -I \-  Up,mX„,      =  0 

eine  eigentliche  Losung  in  ganzen  Zahlen  %,  x^, .  .  .  x^  haben.    Ist  aber 
der  Rang  des  zugehörigen  Koeffizientensystems  Tm,  welches  ja  aus  (2) 
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blofs  diireli  Vertauschung  von  Zeilen  und  Kolonnen  hervorgeht,  gleich  m, 
d.  h.  verschwinden  in  der  Matrix  T,,,  nicht  alle  Determinanten 
j^ter  Ordnung,  so  hesitzt  das  Gleichungasystem  (4)  überhaupt  keine 
Lösung;  die  Wege  s^,  Sg, . .  .  s^  siud  also  in  diesem  Falle  linear  unab- 
hängig. 

Wenn  andererseits  der  Rang  des  Systems  'fj^  kleiner  als  m  ist, 
so  besitzt  das  Gleichungssystem  eine  eigentliche  Losung,  und  es  wird 
sich  in  der  weiteren  Verfolgung  dieses  Gedankenganges  heraussteUen, 
daTs  dann  auch  stets  ein  ganzzabliges  Losungssystem  der  Gleichung  (4) 
existiert.  Damit  wird  dann  also  bewiesen  sein,  dafs  die  Anzahl  der 
in  dem  Wegsystem  [s^,  s^,  .  .  .  s,^)  enthaltenen  linear  unabhängigen 
Wege  gleich  dem  Range  der  Matrix  T  ist.  Dieses  merkwürdige  Resultat, 
daXs  die  vollständige  Lösung  des  Gleichungssystems  (4),  wenn  über- 
haupt, so  auch  allemal  in  ganzen  Zahlen  erfolgen  kann,  lafet  sich  aber 
nicht  direkt,  sondern  nur  schrittweise  durch  Berücksichtigung  der  Be- 
deutung der  Grölsen  t^i,  und  der  zwischen  ihnen  bestehenden  algebra- 
ischen Beziehungen  (3)  erschliefsen. 

Zutmchst  ist  ersichtlich,  dafs  der  Rang  des  Koeffizientensystems  T,,, 
nur  dann  gleich  m  sein  kann,  wenn  m  <.2p  ist.  Nehmen  wir  den 
äufsersten  Fall  m  =  2p,  so  wollen  wir  zumiehst  zeigen,  dafs  sich  der 
Maximalrang  2p  auch  wirklich  erreichen  läfst;  d.  h.  wir  woUen  be- 
weisen, dafs  2p  Periodenwege  Sj,  s^, . .  .  Ssj  so  gewählt  werden  können, 
dafs  die  Determinante  des  zugehörigen  Periodensystems  der  Haupt- 
integrale 


-('/■) 


von  Null  verschieden  ist.  Es  ist  aber  klar,  dafs  wir  für  diesen  Zweck 
auch  die  2p  Integrale  t^,  ^, .  . .  kp  durch  irgend  ein  anderes  Funda- 
mentalsystcm  Tj,  t^,  . . .  ts,,  für  die  allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung 
ersetzen  können;  denn  ist 

■Ch  =  aiati  H h  ai,,2php  +  (pk{^,  «)       {Jt  =  i,  2,  . . .  ^p), 

wo  die  Determinante  j  (*/,;[  der  konstanten  Koeffizienten  «ü  nach  S.  574 
nicht  verschwindet,  so  folgt 


»1 

8, 

..s. 

h  +  t 

..s„ 

t, 

*ii 

t„ 

■  ■k. 

*!..+  .           ■ 

•  ■K^j> 

t. 

<*,  +  .           ■ 
*,+...  +  .  ■ 

■  ■t^,2p 

h. 

'^,,. 

<.,.. 

■   ■  ttP,, 

fa„,  +  l         - 

..i,,.„ 
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also  nach  dem  Multiplikationssatze 

und  die  Determinanten  JT(,-[  und  \t/,j\  sind  also  gleichzeitig  Nitll  oder 
von  Null  Terschieden.  "Wir  können  also  auch  für  diesen  Nachweis  das 
System  t^yt^, . .  -Up  beliebig  durch  elementare  Transformationen  ver- 
ändern, bei  denen  nur  ein  Integral  umgeformt  uud  z.  B.  ti  durch 
ti-'r  Itj,  ersetzt  wird,  wobei  A  eine  beliebige  Konstante  bedeutet.  Diese 
Elementartransformation  ist  dieselbe,  welche  wir  bereits  in  §  2  der 
elften  Vorlesung  angewendet  haben,  nur  dafs  es  sich  hier,  noch  ein- 
facher als  damals,  auaschliefslich  um  Systeme  mit  konstanten  Ele- 
menten handelt. 

Betrachten  wir  nun  zunächst  das  erste  Integral  t-^,  so  gieht  es 
jedenfalls  einen  geschlossenen  Weg  s^,  für  welchen  die  zugehörige 
Periode  (^^  nicht  verschwindet;  denn  wemi  für  alle  geschlossenen  Wege 
die  entsprechenden  Perioden  Null  wären,  so  würde  (s.  S.  324)  die  Funk- 
tion ii($)  dem  Körper  K  angehören,  was  unserer  Annahme  widerspricht. 
Nach  Auswahl  des  Weges  Sj  ist  in  dem  quadratischen  Systeme  (5)  die 
erste  Kolonne  gegeben;  wir  können  uns  aber  durch  elementare  Trans- 
formation des  Pundamentalsystems  t^,  t^, .  . .  tip  so  einrichten,  dafe  alle 
Elemente  der  ersten  Kolonne  mit  Ausnahme  des  ersten  Null  sind. 
Ersetzen  wir  nämlich  für  i  >  1  das  Integral  ti  durch 

SO  wird  in  der  That  die  zu  s^  gehörige  Periode  von  tr- 
ki  =  tn  -  ~  tu  =  0. 

In  dem  so  veränderten  System  besitzt  jedenfalls  t^  wieder  eine  von 
Null  verschiedene  Periode,  und  da  die  zu  s^  gehörige  Periode  t^-^  gleich 
Null  ist,  so  giebt  es  einen  zweiten  geschlossenen  Weg  Sg,  für  welchen 
die  zugehörige  Periode  t^^  nicht  verschwindet;  nach  Auswahl  des 
Weges  Sj  sind  die  ersten  beiden  Kolonnen  des  Systems  T  gegeben. 
Wir  können  dann  weiter  die  Integrale  t^, .  ■ .  hp  so  verändern,  dafs 
ihre  Perioden  nicht  hlofs  für  s^,  sondern  auch  für  s^  Null  sind;  zu 
diesem  Zwecke  brauchen  wir  blofs  für  i  >  2  das  Integral  t-,  durch 

zu  ersetzen,  wodurch  alte  jene  Perioden  tn  und  in  Null  werden.  Nach- 
dem dies  geschehen,  können  wir  wieder  einen  dritten  Periodenweg  ■% 
wählen,  für  welchen  t^  von  Null  verschieden  ist;  denn  da  die  Perioden 
von  ig  für  s^  und  s^  verschwinden,  so  muCs  es  einen  weiteren  Weg  Sg  geben, 
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der  eine  von  Null  veTBehiedeiie  Peiiode  liefert;  wir  könaen  dann  weiter 
t^, . . .  hp  so  transformieren,  dals  ille  ihre  Perioden  für  s^,  s^,  Sg  Null 
sind.  So  fortgebend  tonnen  wir  snccessive  die  2p  Periodenwege 
Sj,  Sj,  . . .  Sg^  und  die  2p  Fundimentalmtegi-ale  t^,  t^,  ■ .  .  Up  so  be- 
stimmen, dafs  in  dem  quadratischen  System  (5)  alle  Elemente  unter- 
halb der  Diagonale  verBchwinden  wahren  1  die  Diagonalelemente  von 
Null  verschieden  sind.     Dann  aber  ist  luch  die  Determinante 

von  Null  verschieden,  und  diese  Eigeusehaft  bleibt  auch  notwendiger- 
weise bestehen,  wenn  wir  von  dem  tiansformierten  Fundamentalay stein 
der  Integrale  zweiter  Gattung  ku  dem  ursprüngliehen  wieder  Kuriiclt- 
kehreii.     Daraus  folgt  also  jetzt  der  wichtige  Satz: 

Es    giebt   auf   der   Eiemannscben   Fläche    2p   linear    nn- 
abt^ngige  Periodenwege  Sj,  Sg, . . .  Ss^. 
Wir   wollen   nun   zeigen,    dafs   für   ein  solches  Wegsysfcem   nicht 
blofs  die  Detei-minante  der  Perioden  \t,jh\,  sondern  auch  die  zugehörige 
Determinante  des  gam;zahligen  Systems  C  der  Charakteristiken 

6)  1C1-1«,.|-|(5„».)I  (i,,»-l,2,...« 

von  Null  verschieden  ist.  Zu  diesem  Zwecke  haben  wii  die  Glei 
chungen  (3)  in  Anwendung  zu  bringen,  in  welchen  die  Chaiakteiistiken 
als  bilineare  Verbindungen  der  Perioden  ersnhemen,  und  hierdurch  die 
Determinante  \C\  als  Produkt  zweier  Penodendeteimuiauten  du 
zustellen.  Wir  bilden  nämlich  dasjenige  quadiatisrhe  System,  wehlies 
aus  T  entsteht,  indem  wir  die  1,2,..  .p^^  Zeile  unter  Zeicheuänderung 
resp.  mit  der  (j)  +  l)'"",  (i>  -f  2)'^", . . .  2^*^°  Zeile  vertauschen  und  sodann 
noch  durch  Vertausebung  der  Zeilen  und  der  Koloimen  zum  kon- 
jugierten Systeme  übergehen: 

'p+I,l        'ji-f  B,  1      ■  ■  ■  ^2p,l        ~  'll  —  ^21        ...   —  Spl 

1,S       's-l-a,2      ■  ■   ■  '2^,3        "■  ^la  ^"^23        •  -   .   ■ —  f;j3 


.fp+i.Sj)  f?j4-3,3p-  ■  -  5sj),  ap  —  fi,aji  —  ca,3j>  ■  ■  ■  —  f) 
Wir  bezeichnen  dieses  System,  indem  wir  uns  eine  spätere  etwas  ge- 
eignetere Notation  vorbehalten,  vorRufig  durch  r,,;  seine  Determinante 
ist  offenbar  gleich  der  Determinante  von  I.  Setzen  wir  nun  das 
System  T^  mit  dem  Systeme  T  zusammen,  so  ergiebt  die  Komposition 
der  a*'"  Zeile  von  T^: 

^p-|-l,a,       'ji4-9,  K!  -  -  -  ^a;),o,       —  ilii!      —  (a  u,  -  .  .  —  Ijiif 
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mit  der  ^'^"  Kolonne  von  T: 

'i(3)     hß,  ■  ■  ■  ip^,     tpj^\,^,     tpj^%p,  .  .  .  hp^ß 
zufolge  der  Gleichungen  (3)  gerade  die  Zahl  2%iCojii  ^"^  erhalten  also, 
abgesehen   von  dem   Faktor  2^i,   das  System  C   der  Chai-akteriatiken, 
oder  wenn  wir,  wie  auf  S.  126,  die  Komposition  der  Systeme  als  sym- 
bolische Multiplikation  bezeichnen,  es  ist 
7)  T^T^^m-C. 

Gehen  wir  jetzt  zu  den  Determinanten  über,  so  folgt  aus  (7): 

oder 

8a)  \t,_,,\^{2zi)''\c,,C. 

Die  Determinante  \Cgi,\  der  Charakteristiken  ist  also  wirklich,  ebenso 
wie  jijil,  von  Null  verschieden.  Es  folgt  aber  aus  der  Gleichung  (8  a) 
noch  weiter,  dafs  die  Determinante  \tg!,\  der  Perioden,  abgesehen  Yon 
dem  Faktor  {2jtiy,  ganzzahlig  ist;  denn  da  die  Determinante  jedes 
alternierenden  Systems  von  {2py  Elementen  das  Quadrat  eine^  so- 
genannten Pfaffsehen  Ausdruckes  ist,  so  ist  \  Cgi,  \  eine  Quadratzahl. 
Da  sieh  dieses  für  den  Augenblick  noch  nicht  wesentliche  Kesultat 
später  noch  einmal  und  ohne  Anwendung  obigen  Detenninantensatzes 
ergiebt,  so  heben  wir  für  jetzt  nur  den  folgenden  Satz  hervor: 

Wenn  die  2p  Periodenwege  s^, .  .  -  Sg^  in  der  vorher  an- 
gegebeneu Weise  gewählt  und  daher  linear  unabhängig  sind, 
so  ist  die  Determinante  der  Charakteristiken 

IV.i  =  lfe.s,)|  (3,A  =  i,a,.-.aw 

von  Null  verschieden. 
Da  Cjj  =  0  ist  und  die  Elemente  Cjg,  Cjg, . . .  Ci,äj,  der  ersten  Zeile  somit 
nicht  ebenfalls  alle  verschwinden  können,  so  folgt  hiei-aus  noch  der  Satz: 
Gehört  ein  Periodenweg  %  nicht  zur  Hauptklasse,  so  giebt 
es  stets  einen  zweiten  Sg,  welcher  mit  Sj  eine  von  Null  ver- 
schiedene Charakteristik  c^g  =  (s^,  Sg)  bildet. 
Dieses  Theorem,  von  welchem  wir  auch  später  zur  Zerschneidung  der 
Riemannschen   Flache   Gebrauch   machen,    ist    umkehrbar,   weil    nach 
S.  610    die    Periodenwege    der    Hauptklasse    mit    jedem    anderen    ge- 
schlossenen Wege  die  Charakteristik  Null  bilden.    Es  legt  also  bereits 
den  Wesensunter  schied  zwischen  den  eigentlichen  Periodenwegen  und  denen 
der  Hanptklasse  in  voller  Deutlichkeit  dar.    Die  letzteren  haben  die  ein- 
fachen Eigenschaften  der  geschlossenen  Wege  in  der  Ebene,  und  da  ein 
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Weg  Si  der  Hauptklasse  mit  jedem  beliebigen  geschlossenen  Wege  s^  die 
Charakteristik  (5^,  s^)  =  0  bildet,  so  zerstücken  sie  auch  die  Riemannsche 
Mäche;  ein  eigentlicher  Periodenweg  hingegen  zerlegt  für  sich  allein  die 
Riemannsche  Fläche  niemals  in  getrennte  Teile,  weil  er  stets  mit  einem, 
also  auch  mit  unendlich  vielen  anderen  positive  Charakter istiken  bildet 
und  sich  daher  der  Überlegung  des  §  4  der  vorigen  Vorlesung  entzieht. 
Nehmen  wir  nun  zu  den  Wegen  Sj, . . .  Ssp  einen  beliebigen  weiteren 
Periodenweg  Sq  hinzu,  so  können  wir  jetzt  leicht  zeigen,  dafs  die 
2p  +  1  Wege  Sq,  s^, .  . .  Ssp  stets  ein  abhängiges  System  bilden,  dafs 
wir  also  2p  +  1  ganze  Zahlen  x^,  a^, . . .  x^p  bestimmen  können,  die 
nicht  alle  NuU  sind  und  für  welche  der  Weg 

9)  X^%  +  3\Si  -i h  X^pSip  '-^  0 

wird.     Nach  den  früheren  Ausführnngen  ist  es  hierzu  erforderlieh,  die 
2p  hnearen  Gleichungen 


10) 


tpüXa        -\-tpiXi,        +(j.9iCg        -1 V  tp,2p'Ji:ij,       =0 


in  ganzen  Zahlen  aufzulösen.  Das  zugehörige  Koeffizientensystem  ent- 
steht aus  dem  in  (5)  aufgestellten  System  T  durch  Voranatellung  einer 
weiteren  Kolonne,  die  aus  den  Perioden  i^^,  4oi  ■  ■  ■  ^äp,o  der  2p  Haupt- 
integrale für  den  Weg  Sg  besteht,  und  besitzt  daher  ebenfalls  den 
Rang  2p\  folglich  hat  das  Gleiehuugssystem  (10),  wenn  man  von  Pro- 
portionalitätsfaktoren absieht,  eine  einzige  Lösung.  Um  nun  zu  be- 
weisen, dafs  diese  Lösung  gauzzahlig  gewählt  werden  kann,  multiplizieren 
wir  die  Gleichungen  (10)  der  Reihe  nach  mit 

tp-\-i,yi  ■  -  ■  itp,^!     — '  iig!  ■  ■  ■  ^~  ipg 
und    erhalten    so    durch    Addition   und    mifcer    Berücksichtigung    der 
Gleichungen  (3): 

10a)  c^ooca  -{•  Cg^xi  +  c^^X:^  -\ \-  Cg^^pX^^  =  0       (3  =  1, 2,, , ,  ap), 

worin  jetzt  die  Koeffizienten  c^,«  =  (s^,  Sa)  Charakteristiken,  also  ganze 
Zahlen  sind.     Da  ferner  die  Determinante 

IV'I  (3,7i  =  l,2,...3jJ) 

nach  dem  Satze  auf  S.  622  von  Null  vei^chieden  ist,  so  hat  auch  das 
Koefflzientensystem  der  Gleichungen  (10a)  den  Rang  2p;  diese  Glei- 
chungen besitzen  also  ebenfalls  eine  und  nur  eine,  natürlich  ganzzaldige 
Lösung.     Da  aber  jede  Lösung  des  ersten  Gleichungssystems  auch  das 
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zweite  befriedigt,  so  sind  die  Systeme  (10)  und  (10a)  überhaupt  äqui- 
valent, die  Lösung  der  Gtleichungen  (10)  also  ebenso  wie  die  von  (10a) 
ganzKahlig,  w^  zn  beweisen  war.     Es  gilt  also  der  Sata: 

Das    System    der   2p   linear   unabhängigen   Periodenwege 
Sj,  Sg,  . .  .  s^j,   bildet   mit  jedem    weiteren  Periodenweg  Sy   ein 
linear  abhängiges  System;  es  heifst  daher  ein  Fundamental- 
system von  Periodenwegen. 
Von  den  so  bestimmten  ganzen  Zahlen  a;,,,  x^,  x^, . . .  Xip  kann  die 
erste  a^u  nicht  Null  sein,  weil  sonst  s^,  s^,  ■  ■  ■  s^p  nicht  linear  unabhängig 
wären.     Wir   ki5unen   also  in  der  obigen  zwischen  s^^,  s^,  s^, . .  .  S2p  be- 
stehenden Äquivalenz   (9)   s,,   auf  die  eine  Seite  bringen  und  mit  dem 
von  Null  verschiedenen  Koeffizienten  x^  von  Sg  durchdividieren.    Hier- 
durch erhalten  wir  für  den  Weg  s,,  und  überhaupt  für  jeden  geschlosseneu 
Weg  eine  Gleichung  der  Form 

worin  r^,  »*g, , .  .  r^p  eindeutig  bestimmte  rationale  Zahlen  sind.  Eine 
derartige  symbolische  Gleichung,  welche  für  einen  belieb igeu  ge- 
schlossenen Weg  Sq  oder  vielmehr  für  eine  Klasse  geschlossener  Wege 
besteht,  da  alle  äquivalenten  Wege  dasselbe  Koefflzientensystem 

ri,  rg,  .  .  .  rap 
liefern,  soll  Überhaupt  nur  eine  andere  Schreibweise  der  obigen  Äqui- 
valenz (9)  sein  und  stets  in  diesem  Sinne  verstanden  werden.  Hieraus 
folgt  sofort,  dafs  für  die  Charakteristiken  und  die  Perioden  immer 
ganz  dieselben  Gleichungen  mit  rationalen  Koeffizienten  gelten  wie  für 
die  Wege  selbst;  z,  B.  ist  für  eine  Charakteristik  (so,  Sj): 

,  (so,S;,)  =  »-i(si,S7,)  4-  ri(Si,s,^  4- h  r2p{s2p,s,,) 

=  riCii,  +  j-aCsi  H h  rspC^j,?,, 

und  ebenso  gilt  für  die  Periode  des  Integrale  ti,  über  den  Weg  Sf,  die 

Gleichung 

13)  ho  =  nhi  +  r^t,2  +  ■  ■■+npt,,2p. 

Es  sei  jetzt  öj,  c^,  -  - .  dm  ein  ganz  beliebiges  System  geschlossener 
Wege  auf  der  Kiemannschen  Fläche.  Dann  bestehen  die  m  Gleichungeu 
der  Form 

^i=^uh   +*"iESa   H ^n,spS2,, 


worin  die  Koeffizienten 

i^fa)  ((t  =  l,2,...w,  ir-l,a,..,2ß) 
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e  rationale  Zahlen  sirnJ.  Da  nun  zwischen  denWegens^, Sg, .  ...s^j, 
keine  lineare  ganzzablige  Relation  besteht,  so  ergiebt  sieb  nunmehr 
fast  unmittelbar: 

Die  Zahl  der  in  dem  Systeme  (<i\,  ö^, . . .  6,„)  enthaltenen 

linear  unabhängigen  Wege   ist  gleich   dem  Range  des  Koeffl- 


Um  nämlich  die  Ewiachen  den  Wegen  ö^,  0^,  .  .  .  ö™  bestehenden  linearen 
Beziehungen  vollständig  berauleiten,  ist  es  mir  notwendig,  das  Gleichungs- 
eystem  mit  rationalen  Koeffizienten 

ris^i  +  rigXis  -f  ■■■+  r,„.jX,„  =  (i        (3  =  1, 3,..  .2p) 
Yollstindi^   aufzulösen     Ein  derartiges  Wegsystem   ist  hiernach  daim 
und   nui    dann  wiedei  em  Fimdamentalsystem ,   wenn  m  ^  2p  und  die 
DetPimmante 

\r,,\  (3,A  =  l,3,,.,3j)) 

von  Null  veieehipden  ist 

Bilden  wii  endbch,  um  die  oben  gefundene  Bedingung  in  eine 
andeie  Ftim  zu  setzen,  die  Perioden  des  Integi'als  i^  für  die  Wege 
e^,  6„  ß  ,  und  bezeichnen  dieselben  mit  Tgi,  T„aj  -  ■  ■  T^t,,,,,  so  ist  zu- 
folge dei  m  (jloichung  (13)  gegebenen  Regel 

■^ai=^u^si    +»"12*1/2    + [- »■i,spis,aj, 


tsm  =  r^aiji  +  r^2tg2  +  ■  ■  ■  +  r„,,2ptg,2p- 
Man  erlüllt  also  das  Periodensystem 

T-fe,)  (' 


=  1,  2,  .  .  .  2p\ 


indem  man  die  Zeilen  des  quadratischen  Systems  T  mit  den  Kolonnen 
des  Koeffizientensystems 

f  fj,       r^i     .  .  .  »"iBi 
^-_     fia       %     ...  r™s 

'>'l,Sp     ^\2p   ■  .  -   »"wjSji  . 

zusammeusetzt;  es  ist  also  in  kurzer  Bezeichnung 
14)  T  =  r.B. 

Umgekehrt   ist,   wenn   man   das   reciproke  System   zu  T  mit  T~"    be- 
zeichnet; 
14a)  E=^T-'l. 

HeuBel  u,  tandoborg,  Algebiaiwlie  SuQktiouon  ote.  40 
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Aus  der  Gleichung  (14)  folgt,  dais,  weim  in  dem  System  li  der  ratio- 
nalen Koeffizienten  r^^  die  Determinanten  einer  bestimmten  Ordnung 
sämtlich  TCrschwinden,  das  Grleiche  aucli  für  das  System  T  der  Perioden 
gilt;  denn  nach  dem  Multiplikationssatze  ist  eine  Determinante 
r*^"^  Ordnung  von  T  eine  lineare  homogene  Verbindung  der  sämtlichen 
Determinanten  r^"'  Ordnung  von  E.  Ebenso  folgt  aus  (14a),  dafs  das 
Verschwinden  sämtlicher  Determinanten  einer  bestimmten  Ordnung 
von  T  die  gleiche  Eigenschaft  für  B  zur  Folge  hat.  Folglich  haben 
T  und  B  gleichen  Rang,  und  es  ist  überhaupt  das  Gleichungssystem 
mit  rationalen  Zahlkoeffizienten 

»•l  jiCi  4-  r2(,X2  -i +  J-^jÄm  =  0  (3  =  1 ,  2,  .  ,  .  2J>} 

vöUig  gleichwertig  dem  System  mit  im  allgemeinen  komplexen  und 
irrationalen  Koeffizienten: 

tslXi  +  tgsXi  -f ---4-  T^„3!„  =  0, 

weil  beide  auseinander  durch  blofse  Komposition  der  Gleichungen 
hervorgehen;  die  Lösungen  des  ersten  Systems  sind  also  auch  die  des 
zweiten.  Damit  ist  also  jetzt  der  am  Anfange  dieses  Abschnittes  aus- 
gesprochene Satz  vollständig  bewiesen: 

Ist 

S  =  (<r„(T„...ö„0 

ein  beliebiges  System  geschlossener  Wege  auf  der  Eiemaim- 
schen  Fläche  und 

das  zugehörige  Periodensystem  der  2p  Fundamentalintegrale, 
so  ist  die  Zahl  der  in  dem  Systeme  1  enthaltenen  linear  un- 
abhängigen Wege  gleich  dem  Range  von  T.  Notwendige  und 
hinreichende  Bedingung  fiir  ein  Fundamentalsystem  von  Perioden- 
wegen ist  also,  dafs  m  =  2p  und  die  Determinante 

\T,n\  (^,h  =  l,...2p) 

von  Null  verschieden  ist. 
Ein  Fundamentalaystem  von  Periodenwegen  Sj,  Sj, .  .  .  Ss,)  hat  die 
charakteristische  Eigenschaft,  dafs  jeder  beliebige   geschlossene  Weg  s 
auf  der  ßieraaimschen  Fläche  sich  auf  eine  und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  setzen  ^fst: 

s  =  %Si  +  %Sä  H h  xipS^p, 

wobei  x^,  x^f . . .  x^p  rationale  Zahlkoeffizienten  sind.  Es  gehört  aber 
nicht  etwa  zu  jedem  beliebigen  Systeme  rationaler  Zahlen  x^,  x^,  ■ .  ■  iCa^ 
ein   geschlossener  Weg  s  auf.  der  Riemannschen  FEche;   sondern  nur 
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dann,  wenn  die  Zahlen  x^,  x^, .  .  .  Xsp  ganz  sind,  sind  wir  im  staacle,  zu 
einem  gegebenen  Koeffizientensystem  den  zugehörigen  geselilosseiieu 
Weg  s  zu  konstruieren. 

Rationale  Zahlko effizienten  x^,  X^, . . .  x^p  können,  wie  unmittelbar 
aus  der  Auflösung  der  Gleichungen  (10a)  folgt,  nur  dann  zu  einem 
geschlossenen  Woge  Veranlassung  geben,  wenn  ihr  Generalnenner  ein 
Teuer  der  Determinante  |  Cg,,  \  ist.  Wir  werden  später  sehen,  dafs  bei 
geeigneter  Auswahl  des  Pundamentalsystems  die  Determinante  |c^jj  den 
kleinsten  denkbaren  Wert  Eins  annehmen  kann.  Alsdann  erhält  man 
also  alle  Periodenwege  auB  der  Linearform 


XiSi  4-%Sa  H \-XS!,S3p, 

wenn  man  für  die  Unbestimmten  Xi,  %,  ■  -  -  X2p  alle  mögHchen  ganzen 
Zahlen  setzt,  und  es  ergiebt  sich  so  jeder  Weg  nur  einmal.  In  dem  all- 
gemeinen FaUe,  den  wir  zunächst  betrachten  und  in  dem  die  Deter- 
minante I  Cgi^  \  einen  beliebigen  Wert  besitzt,  haben  wir  den  Komplex 
der  Wege,  welche  auf  ganzzahlige  Koeffizienten  führen,  vor  den  anderen 
auszuzeichnen  und  ihre  charakteristischen  Eigenschaften  festzustellen. 
Es  gelingt  dies,  wie  nunmehr  zu  zeigen  ist,  durch  Herstellung  einer 
gewissen  Normalform,  auf  welche  eich  jeder  derartige  Komplex  be- 
ziehen läfst. 

§3. 

Wählen  wir  aufser  dem  geschlossenen  Wege 

1)  S  =  i^jS^  +  «jSä  -\ h  XipSsp 

noch  einen  zweiten,  durch  die  rationalen  Zahlen  y^itls)  ■  ■  ■  thp  be- 
stimmten Periodenweg 

la)  6  =  2/1%  +  J/aSa  H h  j/apSaj, 

auf  der  Riemannschen  Fläche,  so  ist  die  Charakteristik  der  beiden 
Wege  s  und  ö  nach  der  Formel  (12)  des  vorigen  Abschnittes: 

(s.  6)  =  J/i [s,  si)  +  y^ (s,  s^)  +  -  •  -  +  yäp(s,  Sä;,); 
ferner  ist  nach  derselben  Gleichung 

(s,Sa)  =  3;i(si,S/,)  +  a:s(s2,  s^,)  -\ +  3:3p(Säp,  Sa) 

=-Cu,Xi  +  C3hX2-\ 1-  Cap,s«äp, 

folglich  ist 

2)  (S,  0-)  =2  C.A^i.«/t  (3,  ft  =  1, 2, .  ,  .  2p) 

eine  bilineare  Form  der  Zahlensysteme  x^,x^, .  .  .  ajg,,  und  y^jy^,  ■  ■  ■  ijip 
mit  ganzzahligen  Koeffizienten.     Es  gilt  somit  der  Satz: 
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Ist 

1  —  (si,Sa,  .  .  .Ssp) 

ein  PundameatalsyBtem  von  Perioden  wegen  und  werden  irgend 
zwei  gesclilossene  Wege  s  und  e  auf  der  Riemannschen  Fläche 
in  Beaug  auf  21  durcli  die  ZaUeneysteme  ai,,»^, ,  . .  Zäp  resp. 
Vi!  Vi)  ■  ■■•  y^p  bestimmt,  so  ist  die  Charakteristik  (s,  ö)  der 
beiden  Wege  eine  ganzzalilige  bilineare  Form  dieser  Zalilen- 
systemo 

2a)  C  =  V  Cgl,XglJl,  (3,  ft  =  1, 2, , , .  2j)), 

deren  Koeffizienten  c^a  =  (5^,  8*)  die  Charakteristiken  je  zweier 
Wege  des  Fundamenfcalsjstems  sind;  dieselbe  soll  die  Charak- 
teristikenform heifsen. 
Hiemach  häi^  die  Weiterfülivung  unserer  Aufgabe  Yon  der  Unter- 
suchung einer  bestimmten  Bilinearform  und  speziell  von  ihrer  Trans- 
formation ab.  Wir  wollen  daher,  um  die  folgenden  Entwickelungen 
vorzubereiten,  einige  allgemeine  Sätze  über  Bilineaiforraen  und  die 
Rechenoperationen,  welche  mit  ihnen  vorgenommen  werden  können, 
kurz  entwickeln. 

Eine  zunächst  ganz  beliebige  bilineai'e  Form 

^a^ßXaVß  (ß,ß  =  l,3,...m) 

ist  stets  nur  als  eine  Zusammenfassung  des  zugehörigen  Koeffizienten- 
syatems 

^=(M  («,|3  =  1.2,.,.m) 

zu  einem  einzigen  analytischen  GebQde  anzusehen;  zu  jeder  Bilinear- 
form gehört  ein  bestimmtes  quadratisches  System  und  umgekehrt,  und 
jeder  Veränderung  der  Bilinearformen  läuft  eine  entsprechende  Operation 
der  quadratischen  Systeme,  wie  sie  in  §  3  der  neunten  Vorlesung 
dai^elegt  wurden,  genau  parallel.  Daher  soll  auch  die  biUneare  Form, 
ebenso  wie  das  zugehörige  quadratische  System,  mit  einem  einzigen 
und  zwar  demselben  Buchstaben  Ä  bezeichnet  werden,  und  nur  wenn 
es  darauf  ankommt,  die  Unbestimmten  der  Bilinearform  hervorzuheben, 
ersetzen  wir  A  durch 


'{lt\7>^'^'--'"'  •■'■■'''■^- 


y,- 

Ebenso  wie  bei  den  Matrizen   zwischen  Horizontal-  und  Vertikal- 
len,   so   ist  bei   den   Formen  zwischen  der  ersten  und  der  zweiten 
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Reihe  der  Unbestimmten  genau  zu  unterscheiden.  Es  gehört  also  zu 
dem  konjugierten  Systeme 

Ä  =  {ädfi)  =  («1«,  «aa,  ■  ■  ■  ffl^a) 
die  konjugierte  Form  _.      __. 

^  =  >   üßaXcyji, 

welche  aus  Ä  durch  Vertauachung  von  Xa  und  ya  hei-vorgeht.  Ist 
A  =  Ä,  also  a^ß  =  (tß„,  so  ist  die  Form  symmetrisch;  ist  4  =  —  Ä, 
also  aaß  =  ~afia  und  aaa  =  0,  so  ist  die  Form  alternierend.  Zu  dieser 
letzteren.  Klasse  gehöi-t  die  oben  eingeführte  Charakteristikenform 

G  =  V CaßX^yß  (ß,  ?  =  1, 2, . . .  2ß). 


Hierbei  bedeutet  es  keine  Einschränkung  der  Allgemeinheit,  wenn  wir 
uns  die  Form  mit  einer  geraden  Anzahl  von  Variabeinpaaren  gebildet 
denken,  da  wir  ja  anderenfalls  in  dem  zugehörigen  quadratischen 
Systeme  blofa  eine  Horizontal-  und  eine  Vertikalreihe  mit  ver- 
schwindenden Elementen  hinzuaufagen  brauchen;  von  dieser  Freiheit 
wollen  wir  bei  alternierenden  Formen  stets  Gebrauch  machen. 
Das  einfachste  quadratische  System  war  das  Einheitssystem 

^  =  Ofür  a'^ß\ 

ihm  entspricht  die  Einheitsform 


/5„p  =  0für  a'^ß\ 
U\ß=imva^ßh 
\ß,ß  =  l,2,  ...»    / 


"p 

und  diese  Form  spielt  bei  jeder  Reduktion  gewöhnlicher  oder  aymme- 
ti-ischer  Formen  eine  besondei-s  wichtige  Rolle.  Für  alternierende 
Formen  mufs  aber  eiue  Normalform,  welche  ebenfalls  alteraierend  ist, 
gewählt  werden;  wir  nehmen  als  solche  die  folgende,  welche  wir  die 
„alternierende  Hauptform"  oder  auch  kurz  die  „Hauptform" 
schlechtweg  nennen: 

3)     E  =  3^12/^+1  +  i»3fe+2  H V  Xj,y2p -  «p+i?/i  ~  «p+2«/^ x^ipilp. 

Das  zugehörige  Koefflzientensystem  lautet 

0       0...      0     1     0...0 

0       0...      0     0     1...0 


-(B^ß)         («,ß  =  1.2 


0 

0.. 

0     0    0. 

- 1 

1 

0.. 

0    0    0, 

.0 

0 

-1 . . 

0     0    0. 

.0 
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und  kann,  wenn  wir  es  in  vier  kleinere  Quadrate  Ton  je  p''  Elementen 
n,  kurz  so  geschrieben  werden: 


es  iat  also  fo;?  =^  +  1,  wenn  ß'-='a+p  ist,  in  allen  anderen  Fällen 
al)er  gleich  NuU.  Bei  Einfühi-ung  dieser  Bezeichnung  kann  die  zwischen 
den  Perioden  der  Fundamentalintegi-ale  bestehende  Gleichung  (3)  des 
vorigen  Paragraphen: 

auch  in  die  einfache  Form  gesetzt  werden: 

Unterwerfen  wir  in  einer  bilinearen  FoJin 

5)  A  =  '^a^ßX<,yf,  (a,  p  =  i,2, . . .«.) 

Off 

die  eine  Reihe  der  Variabein  i/,,  y^,  .  .  .  y,»  einer  linearen  Substitution 

6)  y?-^<i?iyy, 

so  geht  die  Form  in  eine  andere 

mit  den  Koeffizienten 

7a)  ^'^^^^O'^yIi» 

über;  also  gilt  für  die  Koeffizientensysteme  die  Multiplikationsgleichung 

7b)  B^AQ, 

und    dieselbe    Gleichung   kann  und   soll   auch  die  Beziehung  zwischen 

den  Bilinearformen  A  und  S  vollständig  darstellen. 

Unterwerfen  wir  andererseits  die  Unbestimmten  x^  einer  linearen 
Substitution 

8)  x.-'^p.fXf 

und  gebt  hiei-dnrch  Ä  wieder  in  B  über,  so  ist  jetzt 

9)  6.f=2ft«»H>. 
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also  ist,  wenn  wieder  P  das  zu  P  konjugierte  System  bedeutet: 
9a)  S  =  PÄ. 

Wenn  wir  sehlierslieh  beide  Reihen  von  Variabein  durch  die  Glei- 
chungen (6)  und  (8)  lineai'  transformieren,  so  gilt  für  die  ti'ansfomiierte 
Form  B  die  allgemeine  Konipositionsgleichung 

10)  b=Paq. 

Der  al^emeiusten  linearen  Transformation  der  Form  entspricht  also 
eine  Multiplikation  der  Systeme,  wobei  die  Koeffizientensysteme  der 
Substitutionen  ganz  dieselbe  RoUe  wie  das  KoeffiKientensystem  einer 
BilJnearform  übernehmen.  Wir  können  daher,  wenn  wir  wollen,  auch 
von  einem  Produkte  zweier  oder  mehrerer  Bilinear  formen  sprechen, 
worunter  eben  die  zu  dem  komponierten  Systeme  gehörige  Foi-m  zu 
verstehen  ist. 

Alternierende  und  symmetrische  Bilinearformea  werden  meist  nur 
so  transformiert,  dafs  sie  alternierend  resp.  symmetrisch  bleiben.  Dies 
tritt  immer  dann  ein,  wenn  die  Koeffizieutensysteme  P  und  Q  gleich 
sind,  also  die  Vai'iabeln  a;„  und  i/„  derselben  Substitution  unter- 
worfen werden,     Ist  nämlich  A^^  +  A  und 

S  =  PAP, 

so  folgt  durch  Übergang  zu  dem  konjugierten  Systeme  nach  dem 
Satze  (3)  auf  S.  132: 

B^-PAP, 

und  da  A=  ±A  ist,  so  ist  auch  P  =  ±  P.  Derartige  Trans- 
formationen heifsen  kongruente  Transformationen  der  Bilineai-foi-m. 
Wir  bemerken  scbliefslich  noch,  dafs  mit  Hilfe  der  jetzt  ein- 
geführten Bezeichnungen  sich  die  hilinearen  Gleichungen,  welche 
zwischen  den  Perioden  taß  der  2p  Fundamentalintegrale  t^,  t^, . . .  tsp 
bestehen,  in  einer  viel  übersichtlicheren  Form  darstellen  lassen.  Wir 
hatten  in  der  Gleichung  (7)  des  vorigen  Abschnitte  gefunden: 

TaT^2m-C; 
hierin  war  0  das  System  der  Chai'akteristiken  c«^,  T  das  System  der 
Perioden,  und  Pq  ging  aus  P  hervor,  indem  wir  die  ß"  Zeile  unter 
Zeiehenänderung  mit  der  («  +  p)'*°  vertauschten  und  sodann  das  kon- 
jugierte System  bildeten.  Dieser  "Übergang  von  T  zu  T^,  kann  aber  mit 
Hilfe  des  Systems  E,  wie  der  Anblick  der  auf  S.  619,  621  und  629 
voUstUndig  hingeschriebenen  Systeme  lehrt,  einfach  so  dargestellt  werden: 

P,  =  -  PE. 
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Folglich  erhalten  wir  die  Kompositionsgleichung 
TET 2%i-C, 

durch  welche  das  System  der  Periodenrelationen  (4)  Yollständig  ku- 
sammengefafst  wird.  Zufolge  der  letzten  Ausfübrungeii  tonnen  wir 
aber  diese  Gleichung  auch  durch  einen  Satz  über  bilineai-e,  durch 
Transformation  ineinander  überführbai'e  Formen  ausdrücken,  nämlich 
durch  folgenden: 

Bedeutet 

das  Periodensystem  der  2p  Fundamentalintegrale  i,,^^,  ...iap 
für  2p  liaear  unabhängige  Wege  Sj,  a^, . .  . -'ap,  so  geht  die 
alternierende  Hauptform 


durch  die  kongruenten  Transformationen 

bis  auf  einen  Faktor  in  die  Charakteristikenform 


über,  wobei  c^^  = 

■  (Sttj  S|j)  ist;  ee  ist  nämlicli 

11) 

TET-~iiiO. 

Bei  Anwendung  der  Produktbildnng  zweier  Foi-nien  tritt  auch  die 
alternierende  Haiiptfonn  E  in  einen  einfachen  Zusammenhang  mit  der 
Einhöitsform  E;  es  ist  nämlich 

12)  E^^-E. 

In  der  That  ergiebt  die  Zusammensetzung  des  Systems 

mit   sich   seihst,    da   man   mit   den   Teilsystemen    einer    Matrix    ganz 
ebenso  wie  mit  den  einzelnen  Elementen  selbst  rechnen  kann: 

.    _/-«;        0     N       /--E,       0    N 
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§4. 
Bilden,  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitte,  Sj,  Sg,  .  . .  s^p  ein  Pun- 
damentalsystem   von  Periodenwegen,   so   haben   wir   gesehen,   dafs  die 
Charakter  iatikenfo  nn 


V  =^CcfiX^yß  =2  (.^«'  ■V)«'.J'(V 


gleich  der  Charakteiistik  der  beiden  Peiiodenwege 

s  =  x^Si  +  x^s^  H h  a^spSäp 

und 

6  =  yiSi  +  ?/sS2  +  — t-  yäpSäj, 

ist.  Wir  wollen  nun  das  Pundamentalsystems^jSj, ...  s^j,  durch  ein  anderes 
Sj,  "s^, .  .  .  s^äj,  ereebzen,  welches  mit  dem  ersten  durch  die  Gleichungen 

2)  S„  =2  ^«j)  S^  (c. ,  p  =.  1, 2, .  .  .  3^) 

verbunden   ist;   hierbei   sollen  die  Koeffizienten  ^aji   ganze  Zahlen  und 
ihre  Uetenninante  \hoß\  =  +X  sein,  dann  kann  man  auch  umgekehrt 
die  Wege  s„   als  lineare   ganzzahlige  Verbindungen  der  Wege  Ja  *us- 
drücken,  denn  als  Auflösung  von  (2)  erhält  mau 
2a)  Sc^^KßSp, 

P 
wonn 

adj.  &.„ 

^"^  =  -'iKA  ^  -  ^^^-  ^'"^ 

eine  ganze  Zaji]  ist.  Zwei  solche  Fundamental  Systeme  leisten  also, 
wenn  wir  jetzt  die  Unbestimmten  Xa  und  «/„  auf  die  ganzzahligen 
Werte  beschranken  und  nur  den  Komplex  der  sich  so  ergebenden 
Wege  ins  Auge  fassen,  für  die  Darstellung  der  Periodeuwege  auf  der 
Riemanneehen  Fläche  völlig  dasselbe;  sie  sollen  aus  diesem  Grunde  als 
äquivalente  Fundamentalsysteme  bezeichnet  werden. 

Stellt  man  nun  die  geschlossenen  Wege  s  und  e   auch   durch  das 
zweite  Fundamentalsystem  dar,  setzt  man  also 

s  =  ie^  Si  +  x^~s^  -\ \-  XifS^p 

G=yiSj  ■^ryis^  +  ■  ■  ■  +  ¥s/."SBp, 
so  müsseu  die  Zahlen  x^  imd  x^  miteinander   durch  die  linearen  Glei- 
chungen zusammenhängen: 

3)  Xa—hia'Xi  +  h^aX'i  -\ \-  k2p,aX2p, 

deren  Koeffizientensystem  offenbar  zu  dem  der  Gleichungen  (2)  kon- 
jugiei-t  ist;  ganz  die  gleiche  Beziehung  findet  natürlich  auch  zwischen 
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den  Zahlen  y„  und  J/„  statt.  Dem  Übergange  von  einem  Fandaniental- 
aysteme  zu  einem  äquivalenten  entspricht  also  eine  Transformation  der 
Cliarakteristikenfonn  C  durch  kongmente  Substitutionen  mit  ganzen 
Zalilkoefflzienten  und  der  Determinante  + 1.  Bezeichnen  wir  also  zwei 
ganzzahlige  alternierende  Formen,  welche  durch  kongruente  Substitu- 
tionen mit  der  Determinante  +  1  ineinander  übergehen,  ebenfalls  als 
äquivalent,  so  gilt  der  Satz: 

Zu  äquivalenten  Fundamentalsystemen  von  Periodenwegen 
gehören  äquivalente  Charakteriatikenformen  und  umgekehrt. 
Wir  wollen  aber  zunächst  nur  gewisse  einfache  und  leicht  inter- 
pretierbare  Substitutionen  anwenden,  die  wir  als  Elementartrans- 
formationen bezeichnen,  und  durch  diese  allein  die  Charakteristiken- 
form in  eine  bestimmte  Normalform  bringen,  vermöge  deren  wir  die 
wesentlichen  Eigenschaften  eines  Fnndamentalsystems  von  Perioden- 
wegen leicht  übersehen  können. 

Erstens  können  wir  in  einem  der  Wege  s,  z.  B,  in  s,,  die  Kiehtung 
umkehren.     Da  alsdann 

(S,)  Si  =  -Si,     7/,  =  s,     fürA>l 

ist,  so  lautet  die  Elementarti-ansformation  der  YariabeLa 

(£0  a'i  =  -  x^,  Xu  -  X,,;    J^t  =  -  '^1,   yi,  =  if  (Ä>  1). 

Die  Matrix  der  Charakteristikeaform  erleidet  alsdann  nur  die  Ver- 
änderung, dafs  die  erste  Horizontal-  und  Vertikalreihe  das  Zeichen 
wechseln  oder,  was  ganz  dasselbe  besagt,  dafs  diese  beiden  Reihen  sich 
miteinander  vertauschen. 

Zweitens  kiinnen  wir  zwei  Wege,  z.  B.  s^  und  Sg,  miteinander  ver- 
tauschen.    Dann  ist 

(Sg)  S^  =  Sj,       Sj  =  Sj,       Sj  ==  Sg,  .  .  .  S2p  =  S^j,, 

also 

(E.)  ^     -'  _"  --"  ''      -^ 

Die  Charakterietikenfonn 

C=c^^{x^y^-a^y^)  +  <h.i{x^y^  ~  x^y^)  +  c^^ix^y^-x^y^) +■  ■  ■ 

+  <ki{^ys-  '-«sy^)  +  "ui^iVi"  '«iyi)  +  •  ■  • 

geht  alsdann  über  iu 


yGoosle 


Elementaitraiisformationen  der  Charaktei'iatikenfoi'm 


635 


Die   zugehörigen  Matviz 
Form  siad  also 


L  der  ui-sprünglichen   irnd  der  transformierten 


0 

% 

«IS 

«u 

■  ■Ci,sp 

c„ 

0 

ll 

»!. 

■  ■C3,!!p 

1. 

u 

0 

. .  a,i, 

.   .  »4,., 

CSft 

CSft 

»!,, 

3  eap.4 

■  •<hj,,^p 

0        »., 

Caj 

C24 

■   ■  Ca,  3ji 

««,      0 

'^IS 

»14 

..«..., 

«a      <ii 

ü 

<i4 

--C3,3p 

=«         «41 

CiB 

0 

■   ■  C4,  25 

CIr!   ».p 

1  Cap 

!  a,,4 

■  -CaftSj, 

veitauacht  man  also  die  Wege  Sj  und  s^,  so  werden  auch  in  den  alter- 
nierenden Systemen  die  Indieee  T,  und  2  durchweg  vertauscht,  d.  h.  es 
wird  sowohl  die  erste  Horiz.ontalreiho  mit  der  zweiten,  als  auch  die 
erste  Vertikalreihe  mit  der  zweiten  vei-tau&cht. 

Drittens  kann  man  zu  einem  der  Wege,  z.  B.  s^,  ein  beliebiges 
ganz  zahliges  positives  oder  negatives  Vielfaches  eines  anderen  Wegea, 
7..  E.  von  s^,  hinzufügen,  so  dafs 

ist;    diese   Transformation    bedeutet   nach    den   früheren   Auseinander- 
setzungen, dafs  an  den  Weg  s^  nach  geeigneter  Deformation  der  l^fl-nial 
in  positivem  oder  negativem  Sinne  durchlaufene  Weg  Sj  angefügt  wird. 
Die  zugehörige  Substitution  der  Unbestimmten  lautet  dann 

iEl  =  «1  +  gX^,      X^^X^,...  X2p  =  X2p 

yi^yi  +  9y2>    «/2=^a, ■■■«/Bj>  =  "^ap; 

sie  bringt  in  der  Char akter istikeiifoi'ra  eine  Zusatzsnmme  hervor,  so  dafs 
C{x;  y)  =  G{x;  y)  +  ^%(Hsf 3 -^^f g)  +  gc,,(x,y^ ~x^y,)+--- 
+  fi'Ci,aj,(^s^Sp-ya«3p) 
wird.     Die  ursprüngliche  Matrix  wird  also  verwandelt  in 


0     »„ 

«1. 

«14 

.  .  «1,1, 

«11       0 

«11 +  »«11 

'i4  +  9«14 

■  .C3.1j,  +  y«l,2;= 

',1      <i, +  <!»., 

0 

«14 

.  .  e,,„ 

«1.       «41 +»»41 

«4B 

0 

■  ■  «4.Sp 

Caj,iCapi+3Cip 

»,. 

C2p,4 

..0 

es  wnd  also  das  g  fache  dei  eisten  Zeile  zur  zweiten  und  gleichzeitig 
das  g  fache  der  ersten  Kolonne  7uv  zweiten  hinzugefügt.  Durch  diese 
Operation  kann  stets  bei  passender  Wahl  von  g  erreicht  werden,  dafs 
ein  Element  (2;  der  zweiten  Zeile  absolut  kleiner  als  das  entsprechende 
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Element   Cu,    der    ersten   ■wird,   vorausgesetzt,    dafs  h  nicht   gleich  1 
oder  2  ist. 

Die  liier  angewendeten  ganzzEihligeii  Elenientartransformationen 
der  Variabein  der  Bilinearform,  welche  elementaren  Veränderungen  der 
Periodenwege  entsprechen,  haben  sämtlich  die  Determinante  ±  1.  Man 
kann  aber  nmgekehi-t  zeigen,  dafs  jede  ganzzahlige  Substitution  mit 
der  Determinante  ±  1  aus  einer  endlichen  Anzahl  dieser  drei  Arten 
Ton  Elementartransformationen  zusammengesetzt  werden  kann  Der 
Beweis  dieses  Satzes  wird  mit  ganz  denselben  Mitteln  gefuhrt,  mit 
welchen  wir  in  §  2  der  elften  Vorlesung  gezeigt  haben,  dals>  ein  aus 
ganzen  Funktionen  einer  Veränderlichen  c  beistehendes  quadratisches 
System  mit  der  Determinante  Eins  in  elementaie  Sisteme  zeilegt  weiden 
kann;  man  hat,  um  das  Verfahren  auf  die  hiei  angewendeten  ganz 
zahligen  Systeme  au  übertragen,  öberaü  nur  das  Woit  „ganze Funktion' 
durch  „ganze  Zahl"  zu  ersetzen,  während  die  Methode  selbst  genau 
dieselbe  bleibt.  Daher  braucht  der  Beweis,  dei  zudem  iur  unsei  ejgent 
liches  Ziel  nicht  erforderlich  ist,  nicht  weitei  ausgefuhit  zu  werden 

Wir  woUen  nun  zeigen,  dafs  durch  eine  Folge  solchei  filenientai 
transformationen  die  ganzzatlige  Bilinearform  C  in  folgende  Nonnal- 
form  gebracht  werden  kann: 

+  ep{Xpyiip-^üp¥p), 
worin  e^,  e^, .  ,  .  e,,  positive  ganze  Zahlen  sind  und  jede  Zahl  e„  in  allen 
folgenden  Ca^i, .  . .  Cp  enthalten  ist.  Diese  Zahlen  e^,  welche  immer 
doppelt,  nämlich  als  Koeffizienten  je  zweier  Glieder  der  Bilineartorm 
auftreten,  haben  eine  einfache  arithmetische  Bedeutung;  es  sind  mimlieh, 
wie  wir  sehen  werden,  die  2^  Zahlen 
5)  e^,    e^,    %,    e^,    %,    %,  -  -  -  Cp,    Cp 

die  Elementarteiler  des  quadratischen  Systems  {Caß)  oder  der  Bilineai'- 
form  C,  wenn  dieser  Begrift  genau  wieder  in  dem  auf  S.  181  dar- 
gelegten Sinne  verstanden,  also  der  h^  Elementarteiler  als  Qtiotient 
des  Ä*^"  und  Qi  —  1)'™  Determinantenteilers  definiert  wird.  Die  Deter- 
minantenteUer,  also  auch  die  Elementarteiler  einer  gamzzabligen  Bilinear- 
form sind,  was  genau  wie  auf  S.  176  flg.  bewiesen  wird,  gegenüber  allen 
ganzzahligen  Transformationen  mit  der  Determinante  ±  1  invariant. 

In  dem  quadratischen  System  (c„j*)  suchen  wir  zunächst  das  kleinste 
positive  Element  auf  und  bringen  dieses  durch  eine  Anzahl  von  Ver- 
tauschungen (Sa)  und  Zeichenänderungen  (Äj)  an  die  Stelle  c^^\  nach- 
dem dies  geschehen,  können  wir,  indem  wir  je  ein  geeignetes  Viel- 
faches   der   zweiten    oder    ersten   Zeile   und    Kolonne   mit  Hilfe  einer 
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Operation  Sj  zur  di-itteji,  yierten,  . . .  2j^*™  hinaufügen,  alle  übrigen 
Elemente  der  ersten  reap.  zweiten  Xeile  und  Kolonnö  dem  absoluten 
Werte  nach  kleiner  als  Cj^  machen.  Dieses  Verfahren  setzen  wir  so 
lauge  als  möglich  weiter  fort,  indem  wir  immer  das  kleinste  positive 
Element  an  die  erste,  nicht  mit  einer  Null  zu  besetzende  Stelle  (c^^) 
des  Systems  bringen;  es  findet  erat  dann  seinen  Äbscblufs,  wenn 
aufeer  Cjg  =  q  alle  übrigen  Elemente  der  ersten  und  zweiten  Zeile  und 
Kolonne  Null,  und  die  Elemente  der  folgenden  Reihen  Vielfache  von  e^ 
geworden  sind,  so  dafs  das  transformierte  System  folgende  Gestalt  an- 
genommen hat: 


0 

«, 

0     0  . 

.  0 

-«1 

0 

0     0  . 

.  0 

0 

0 

0 

0 

B-e 

(\ 

0 

11 

Pui  die  beiden  eisten  Iieilit.n  iRt  es  uiralich  unmittelbar  ei^ichthih, 
dals  dae  Verfahien  fortgesetzt  woiden  kann,  so  lange  in  ihnen  noch 
aufsei  c^o  \on  Null  veisehiedene  Elrmente  voilianden  sind,  aber  auch 
fui  die  Elemente  dt,s  Restsjstems  R  ist  es  leicht  zu  zeigen,  dafs 
sie  sehhefshch  sämtlich  Vielfache  \on  Cj  sein  müssen,  denn  wenn  z  B 
<3j  =  ft  noch  kein  Vielfaches  von  e,  ist,  so  kann  man  dieses  duich 
Addition  dei  diitten  Reihe  zui  eisten  Aa  die  Stelle  t^,  bringen  und 
sodinn  duieh  Addition  emes  Vielfachen  dei  zweiten  Keihe  zur  vierten 
eizielen,  dafs  sich  m  dei  eisten  Reihe  em  von  Null  verst,hiedenes 
Element  ß  —  ffti  befindet,  welches  klemei  als  c^  ist 

Wenn  aber  dei  lagegebene  erste  Absehlufs  des  obigen  ^eifihiens 
nach  einer  Anzahl  von  Elementiropeiationen  eireieht  ist,  so  können 
wii  nunmehi  das  ßestsystem  i^C^  m  ganz  gleicher  Wei'^e  behandeln 
und  gelangen  sohhefslich  zu  folgendei  Noimdfoim  des  i^anzzahligen 
dterniei  enden  b\stems 


(1 

0 

0 

1) 

0 

^l 

0 

0 

0  .. 

0 

0 

0 

0 

0 

e,  .. 

0 

0 

0 

0 

-ea 

0  .  . 

0 

0 

0 

0 

0 

0  ,. 

0 

«„ 

0 

0 

0 

0  .  . 

■  -  f^p 

0 

wobei  jedes  Element  Ca  positiv  und  ein  Teiler  von  ß„^i  ist. 
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Da  alle  ai^ewendeten  Elementartranaformationen  die  Determinante 
+  1  liabeu,  80  haben  sicli  weder  die  Detenminante  noch  auch  die 
Elementarteiler  des  Systems  C={Cep)  geändert.  Die  Elementarteiler 
des  transformierten  Systems  sind  aber,  wie  eine  leichte  Überlegung 
ergiebt,  der  Reihe  nach  folgende: 

5)  Cp     e^,     Gj,     Ca,  , . .  tj,,     ep, 

seine  Determinante  ist  gleich  e^e^ .  .  .  e|.     Hieraus  folgt: 

1)  Es  ist 

\c.ß\'={e,e,...e^y  («,ß^  1,2.. .  .2^)); 

die  Zahlen  e^,  e^,, .  . .  e^  sind  also  sämtlich  Ton  Null  verschieden,  weil 
es  ihr  Produlit  ist;  femer  ist  die  Determinante  eine  Quadratzahl, 
und  damit  ist  in  der  That  jetzt  aufs  neue  ein  Satz  bewiesen,  der  schon 
früher  bei  Gelegenheit  der  Aufstellung  der  Formel  {8  a)  in  §  2  an- 
gegeben wurde. 

2)  Die  Zahlen  der  Reihe  (5)  sind  die  Elementarteiler  des  Systems  (C). 
Die  Elementarteiler  eines  gauzzahligen  alternierenden  Systems  haben 
also  stets  die  Eigenschaft,  dafs  der  (2i  — 1)'*  und  der  (2i)"'  einander 
gleich  sind.  Die  ganzen  Zahlen  e^,  e^, . .  .  Cj  können  somit  auch  von 
vornherein,  ohne  Zuhilfenahme  der  angewendeten  elementaren  Trans- 
formationen, als  die  Elementarteiler  des  gegebenen  Systems  C  direkt 
bestimmt  werden. 

Durch  das  angegebene  Verfahren  aufeinanderfolgender  Elementar- 
transformationen der  Querschnitte  Sj,  Sj, . .  .  Saj,  geht  also  die  Charak- 
teristikenform zunächst  in  folgende  Normalform  über: 

C  =  ei(«if s  —  ^a"^i)  -feafäfgf ;j  -  X^y^)  A h  epi^Sp-iVsp  —  ^'^py^p-i)- 

Wir  wollen  aber  diese  Normalform  noch  in  eine  für  unsere  Unter- 
suchungen etwas  zwectmäfsigere  Gestalt  bringen,  indem  wir  der  Reihe 
nach 

«j,     «3,  ^3,     x^,  X^,     Xt;,       ...  x\p-i,     äa,, 

durch 

X^,       Xp^i,      X2,       ^p-l-2,      ^3,      ^p+S,  ■  ■  -Xj,,  Xip 

ersetzen  und  analog  natürlich  mit  der  Unbestimmten  y  verfahi'en.  Diese 
letzte  Transformation,  welche  aus  einer  Anzahl  von  Operationen  (E^) 
zusammengesetzt  werden  kann,  entspricht  nur  einer  anderen  Numerierimg 
der  Periodenwege. 

Die  Charakteristikenform  erhält  alsdann  in  der  That  die  am  An- 
fange angekündigte  normale  Gestalt 
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imd  die  Bedeutung  dieser  Normalform  ist  folgende.  Wir  haben  das 
ursprüngliclie  Fundamen talsysfcem  von  Periodenwegen  s^,  Sg, . . .  s^p  durch 
elementare  Transformationen  in  ein  äquivalentes  "s^,  Sj,  .  .  .  Sgj,  ver- 
wandelt, für  welches  nur  die  Charakteristiken 

von  Null  verschieden  sind,  während  alle  anderen  Chaiakteiistiken  sei 
schwinden.  Jeder  Periodenweg  s"^  bildet  also  nur  mit  emem  einzigen 
anderen,  nämlich  mit 'S;+j,,  wenn  i^p,  oder  mit  f>,— j,,  wenn  i>p 
ist,  eine  von  Null  verschiedene  Charakteristik,  d  h  ei  uberschieitet 
die  übrigen  Periodenwege  entweder  gar  nicht  odei  gleich  oft  m  posi- 
tivem und  in  negativem  Sinne,  den  Weg  s  +;,  ubei behieltet  er  aber 
eine  bestimmte  positive  Anzahl  von  Malen,  namheh  e  mal,  oftei  in 
dem  einen  Sinne  wie  in  dem  anderen. 

Ist  femer  s  ein  beliebiger  Periodenweg  auf  dei  Eiemamischen 
Mäche  und  erhält  derselbe  bei  Anwendung  des  Fundamentalsystpms 
"Sj,  "sg, .  .  .  "Ssp  die  Darstellung 

s  =  a^"Si  +  3;aSaH 1-  '3^^.^, 

so  ergieht  sich  aus  den  Gleichungen  (6)  für   die  rationalen  Zahlen  X/,: 

{s,  Jp-i-i)  =  e^a^i,       .  .  .  ('s,  "Sgj)  =  CpXp 
7) 

(s,  V,)  =  -  Cj^Xp+i, .  .  .  (s,  Sj,)  =  —  e^,X2p; 

diese    Zahlen    fallen    also    dann   und   nur   dann   ganz   aus,    wenn    die 

2p  Kongruenzen 

8)  (s,'Sj)  =  (s,  Si+p)  —  0  (mod.  e,)  (t  =  i,2,  ...p) 

erfüllt  sind. 

Wir  haben  somit  das  folgende  wichtige  Eesultat  gewonnen: 

Bezeichnet  man  zwei  Fundamentalsysteme  von  Perioden- 
wegen als  äquivalent,  sobald  sich  aus  ihnen  durch  Addition 
und  Siibtraktion  dieselben  Wege  ableiten  lassen,  so  ist  jedes 
Pundamentalsystem  (Sj,  s^, . . .  s^p)  mit  der  zugehörigen  Charak- 
teristikenform 
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und  deu  Elementar teilern  e^,  e^j  .  . .  e,,  einem  anderen 

äquivalent,  für  welches  die  Charakteristikenform 

C  =  ei{3\ypj^i- Xp+i'jli)  ■{ \-ep{Xpytp~X2pyf) 

normal  ist.  Zwei  Fundamentalsysteme  sind  also  dann  imd 
nur  dann  äquivalent,  wenn  ihre  Cbarakt«rietikenformen  die 
gleichen  Elementar  teuer  besitzen. 

SoU  ein  Periodenweg  bei  seiner  Darstellung  durch  eines 
dieser  Fundamentalsysteme  ganzzahlige  Koeffizienten  erhalten, 
so  müssen  die  2^»  Kongruenzen  (8)  erfüllt  sein;  sind  also  die 
Elementarteiler  gleich  Eins,  so  erhält  jeder  beliebige  Perioden- 
weg  ganzzahlige  Koeffizienten. 


Es  erübrigt  noch,  auf  Grund  des  gewonnenen  Überblickes  über 
die  Gesamtheit  der  Periodenwege,  ebenso  wie  in  §  3  der  einundzwan- 
zigsten  Vorlesung,  die  Bedeutung  der  kanonischen  Zerschneidung  der 
Eiemannschen  Fläche  festzustellen.  Nun  sind  für  die  in  §  3  der  ein- 
undzwanzigsten Vorlesung  eingeführten  Schnitte  a^,  \,  tt^,  63,  ■  ■  ■  dp,  h„ 
die  Charakteristiken 

(»„i,)-{«„6,)--..-(«„S,)-  +  l, 

alle  übrigen  Charakteristiken  aber  Null;  die  zugehörige  Cbaraktei'istiken- 
form  ist  also  die  Hauptform.  Daher  ist  es  ira  wesentlichen  nur  not- 
wendig, zu  zeigen,  dafs  ob  Fundamentalsysteme  giebt,  für  welche  die 
"Wege  s^,  Sj, . . .  Ssp  sich  nicht  selbst  durchsetzen,  die  zugehörige 
Charakteristikenform  aber  normal  ist  und  die  Elementarteiler  Eins  besitzt. 
Nur  die  letzte  dieser  Forderungen  bedarf  noch  der  Erläuterung;  die 
Bedeutung  derselben  ergiebt  sich  aber,  wenn  wir  das  auf  S.  622  be- 
wiesene Theorem  zu  folgendem  Hilfssatze  erweitem: 

Ist   a   ein   Perioden  weg,    welcher   nicht   zur   Hauptklasse 

gehört    und    sich   nicht   durchsetzt,    so    giebt    es    stets    einen 

zweiten  b,  für  welchen  die  Charakteristik 

(«,  S)  -  + 1 
ist. 
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Bei  diesem  Satze  ist  auch  die  zweite  Voraussetzung  -wesentlich;  ersetzt 
man  nämlich  a  z.  B.  diirch  den  doppelt  durchlaufenen  Weg  2ffl  oder  nach 
der  Ausführungen  auf  S.  616  durch  einen 
',  der  aladanu  stets  einen  Doppelpunkt 
erhalten  mufs  (s.  Fig.  38),  so  ist  die  Charakteristik 
(»', b)  für  jeden  Weg  b  eine  gerade  Zahl,  also  die 
Forderung,  dafs  {»',  6)  =  1  sein  soll,  nicht  erfüllhar. 
Beim  Beweise  nehmen  wir  zumichet  auf  Grund 
des  vorher  erwähüten  Satzes  an,  dafs  zu  dem  Wege  a 
ein  zweiter  i  so  bestimmt  sei,  dafs  die  Charakteristik 

ist.  Dann  wollen  wir  aus  J>  einen  zweiten  Weg  6  so  ableiten,  dafs 
[a,  h)^^l  wird.  Das  dabei  angewendete  allgemein  giltige  Verfahren 
demonstiieren  wir  in  der  Fig.  39  auf  folgender  Seite  in  dem  eiufaehsten 
Falle,  wenn  e  =  2  ist  und  die  Itiemanneche  Fläche  zu  einem  ellip- 
tischen Gebilde  gehört. 

Überschreitet  der  Weg«  deuWegfenur  inpositiyemSinne,  so  bildet  er 
mit  ihm  e  SchnittpunMe  ©,,  S^, . . .  ©cj  finden  aber  auch  f  negative, 
also  e  +  f  positive  Übergänge  statt,  so  kann  man  jedenfalls  unter  den 
vorhandenen  e -\-  2f  Schnittpunkten  stets  e  Punkte  @j,  ©g, .  . .  ©,  so 
wählen,  dals  die  Übergänge  zwischen  ©^  und  @g,  ©^  und  ©3,  .  .  . 
©5  und  ©^  sich  aufheben.  Um  dies  noch  ausdrücklieh  zu  beweisen, 
ermitteln  wir  die  den  e  +  2f  Übergängen  entsprechenden  positiven 
oder  negativen  Einheiten 

l„  Sg,  Sg,    ...£,+  3/, 

von  welchen  die  erste  gleich  -[- 1  sein  soll.    Bilden  wir  dann  die  Summen 
Ö»  =  ei  +  £2 -!-■-■ +  e^  (v--^l,2,...e+2f), 

80    ist   die   erste   gleich  1    uud   die   letzte   gleich  e,    und   da  jede  der 
Summen  sieh  von  der  vorhergehenden  um  + 1  unterscheidet,  so  r 
sich  auch  die  Summen  2, ...  e—  1  einstellen.     Es 
6«       -  £1  +  f  3  +  ■  ■  ■  +  £„       =1 

ß|S  =  «1    +   E3   H ^-   E;*  =2 


ff.+s;  =  £1  +  Cg  + h  Eä+a/  = 


und  hierbei  mögen  die  Indices  a,  ß, .  . .,  wenn  mehrere  1 
vorhanden  sind,  stets  möglichst  grofs  gewählt  werden.     Dann   ist  not- 
wendigerweise £a+i,  Sß+i,  -  -  -  gleich  -|-  1;  denn  wai-e  z.  B.  £a+i  =  —  1, 

Heueol  u.  LanilBborg,  AlBOteaiBOlie  Faiiktlonau  etc.  41 
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80  wäre  ßa+i  =  0,  also  gäbe  es  noch  ein  späteres  ö  mit  dem  Werte  1, 
und  es  hätte  a  nicht  den  gröfstmö glichen  Wert.  Es  sind  also  in  der 
That  die  Änfangsglieder  der  e  Teilsummen 

«i+EgH h  E«,   £o+i -1 h  «I«,   £|S+i -i \-  Sy, . . .  es+iA \-£e+2f 

ebenso  wie  die  Teilsummen  selbst  gleich  +1,  die  nach  Weglassving  der 
Anfengsglieder  verbleibenden  Eeste  sind  also  gleich  Null;  diesen  Anfangs- 
gliedem  s^,  Sa+i,  ^^+i,  ■  ■  ■  stf+i  entsprechen  daher  solche  Schnittpunkte 
©1,  @ä,  ©3, . , .  @cj  zwischen  welchen  ebenso  viel  positive  wie  negative 
Übergänge  liegen,  was  zu  beweisen  war. 

Es  mögen  nun  bei  ©^  und  ©^  die  beiden  ersten  unter  den  eben  er_- 
mitteltene  positiven  Üher^ngen  von  fl  stattfinden,  dann  wandern  wir  auf  & 

in  positiver  Kichtung 

b_:^,j^_^  von  ©1  bis  ©3,  und 

^--""''^  ~~~~~^-^^  zwar    so,    dafs    wir 

_§./__        S      ?-4— -^  ^^x  '^    ®i     immittelbar 

5^"^    /  /^^^x  ^^\  ^v     hinter    dem    Über- 

f  \  /  \      /      \  '\  \   S^^S^  beginnen  und 

(  "i         ~~|     ~        ]     ;'        "~T     Y     ~~'     \  in  @a  den  Übergang 

\  \  '\  y    I  \       \  J  vollziehen   und    ims 

^ 2^-:^  y  /  also  am  Anfang  und 

">^  /  am    Ende    der    Be- 

^v^^  ^''  wegung   in   ©j   lond 

-  -  g^  auf  dem  positiven 

Ufer  von  a  befinden; 
sodann  wandern  wir  von  ©g  nach  ©^  in  negativer  Richtung  am  Ufer- 
rande von  a  zurück.  Der  so  erhaltene  Weg  h,  welcher  aus  einem 
Teile  von  a  und  einem  Teile  von  h  besteht,  überschreitet  den  Weg  a 
nur  bei  ©3  und  in  negativem  Sinne,  während  bei  ©^  kein  Übergang 
stattfindet,  es  ist  also  {a,  ft)  =  +  Ij  was  zu  beweisen  war. 

Liegen  zwischen  ©^  und  ©3  noch  Über^nge  von  6,  die  sich 
(  kann  man  nachträglich  den  Weg  h  noch  so  defor- 
i  diese  gänzlich  in  Wegfall  kommen,  wie  sehr  leicht  durch 
eine  ähnliche  Uferbetrachtung  bewiesen  werden  kann.  Wir  könnten 
daher  auch  annehmen,  dafe  a  und  d  überhaupt  nur  den  einen  Schnitt- 
punkt bei  ©3  besitzen,  aber  wir  brauchen  diese  Betrachtungen  nicht 
durchzuführen,  da  Über^nge,  die  sich  aufheben,  für  die  folgenden 
Untersuchungen  überhaupt  nie  in  Betracht  kommen. 

Nachdem  dies  bewiesen,  gelangen  wir,  aussehliefslieh  auf  Chnind  der 
Ergebnisse  dieses  Kapitels,  in  folgender  Weise  zu  der  früher  auf  anderem 
Wege  abgeleiteten  kanonischen  Zerschneidung  der  Eieraaanscben  Fläche. 
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Wir  wählen  zumchst  einen  doppelpunktfreien  Periodemveg  fij,  der 
niclit  der  Hanptklasse  ai^ehört,  ond  bestimmen  zu  ihm  nach  dem  eben 
bewiesenen  Satze  einen  zweiten  6j,  für  welelien  {ai,\)  =  +  1  ist.  Diese 
Wege  zerstücken  die  Riemannsche  Fläche  nicht,  weÜ  jeder  das  linke  und 
das  rechte  Ufer  des  anderen  entweder  ohne  weitere  Durchsetzung  oder 
wenigstens  mit  Darchaetzungen,  die  sieh  gegenseitig  kompensieren, 
Terbindet.  Ist  nun  ß>  1,  so  giebt  es  nach  dem  Satze  auf  S.  621 
einen  dritten  Weg  a^,  welcher  mit  a^  und  &j  ein  unabhängiges  System 
hildet.  Diesen  dürfen  wir  ebenfalls  als  knotenlos  voraussetzen,  und  wir 
dörfen  auch  annehmen,  dafa  in  der  Schar 

der  Wege,  welche  wir  erhalten,  wenn  wir  an  a^  Vielfache  von  a^ 
und  &j  anfügen,  keiner  einen  Doppclpunkt  hat;  denn  ein  solcher  Weg 
liefse  sich  stets  in  solche  zerlegen,  die  sich  nicht  durchsetzen,  und 
wenigstens  einer  von  diesen  raufs  dann  mit  %,  6^  ein  unabhängiges  System 
bilden.  Daher  können  wir  auch  erreichen,  dais  a^  mit  a^  und  \  die 
Charakteristik  Null  hat;  denn,  wenn  ß^  positive  Übergänge  von  a^  über 
ßi  und  Kj  negative  über  b^  stattfinden,  können  wir  diese  vernichten, 
indem  wir  «^  durch  «^  +  k,  «^  +  ß^\  ersetzen,  und  gelangen  so  wieder 
zu  einem  Wege  ohne  Doppelpunkt.  Wir  bestimmen  sodann  zu  a^  einen 
weiteren  Periodenweg  \,  für  welchen  («g,  \)  -=  1  ist,  und  können  wieder 
annehmen,  dafs  b^  weder  %  noch  b^  trifft.  In  dieser  Weise  fortgehend, 
erhalten  wir  schlieislich  2p  linear  unabhängige  Periodenwege 

öj,     6j,     «5,     6g,  .  .  .  aj,,    bp, 

welche  die  Biemannsche  FlUche  nicht  zerstücken  und  für  welche 

1)  («.,i,)_(a„J,)_..._(<,„S,)  =  H-l, 

alle  übrigen  Charakteristiken  aber  Null  sind. 

Setzen  wir  also  jetzt  in  den  allgemeinen  Ent Wickelungen  dos 
vorigen  Paragraphen 


Sj,+i=  bj^,     Sj+2  =  62,  ...  ssj,  =  bp, 
so  ist  die  zugehörige  Charakteristilienform  ^^(s^,  s^x^y^  die  Hauptform 

3)     E  =  Xiijp+i  —  «„+i)/i  +  X2yj,+s  —  ^p+sj/ä  + h  s^py^p  —  x^^y^, 

und  jeder   Periodenweg  s  kann   auf   eine   und  nur  eine  Weise  in  die 
Form  g^etzt  werden: 
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4)  8  =  a^jSj  +  x^s^  4- . . .  -f  aijjSj,  +  x^+iSp+i  -\ 4-  xspSsp, 

worin  Xf,x^, . ,  .x^p  ganze  Zahlen,  nämlich  die  CharakteriBtiben 

5)  Xi  =  {s,Sp  +  .)  =  (3,1)1),      9!j,  +  ^=-(s,Si)  =  ~(s,öi)      (i=.l,3,...p) 

sind. 

Es  isb  nun  noch  au  zeigen,  dals  wir  auf  diesem  Wege  ebenfalls 
völligen  Aufschlufs  über  den  Verlauf  der  Integralfnnttionen  auf  der 
zerschnittenen  imd  unzerschnittenen  Riemannsehen  Fläche  erhalten.  Ist 
zunächst  t/,  eines  der  $p  Fundamentalintegrale  und  s  der  Perioden- 
weg (4),  so  ist  in  den  früheren  Bezeichnungen  (S,  624): 


/- 


äti  =  tiiXi  +  t^sXs  H h  t/,,spX^p, 

wobei  die  ganzen  Zahlen  Xi,.,.X2p  durch  die  Gleichungen  (5)  bestimmt  sind, 
lat  aber  allgemein  t  ein  beliebiges  Integral  erster  oder  zweiter  Gattung, 
so  ist  dasselbe  nach  dem  Satze  auf  S.  574  auf  eine  und  nur  eine  Weise 
in  der  Form  darstellbar: 

t  ==  Cik  -\ I-Cspi3p  +  9>(ä,  m), 

wo  fp{s, «()  eine  Punktion  des  Korpers  bedeutet    Folglich  ist  die  Periode 

dt  =  Xi"^  C/JiA  +  x^'^Chhi  H \- Xip'^<:kik,'iv 

=-%  I  dt  +  x^  fdt-] h^ap  f  dt. 

Diese  Gleichung  besagt  aber  Töllig  dasselbe  wie  der  Satz  auf  S.  338, 
wenn  wir  noch  die  durch  die  Gleichungen  (5)  erklärte  Bedeutung  der 
ganzen  Zahlen  Xj,  in  Betracht  ziehen.  Sie  stellt  nämlich  fest,  dafs  jede 
Periode  des  Integrals  eine  ganzzahlige  lineare  Verbindung  der  Haupte 
Perioden  für  die  Wege  s^, .  .  .  s^p  ist  und  dafs  die  Koeffizienten  bestimmte 
Charakteristiken  sind.  Um  auch  die  formale  Übereinstimmung  mit  jenem 
herzustellen,  haben  wir  nur  zu  berücksichtigen,  dals  in  den  damaligen 
Bezeichnungen  (s.  S.  337) 

fdt  =  fdt  =  Bi,     Jdi  ==fdt  =  -Ai      {/  =  1, 2, . . .  j>) 

«  "i  H+p         h 

ist;  daher  erhält  die  Formel  (6)  die  Gestalt 
6  a)      fdt^is,a^)Ai+---+{s,ap)Ap  +  {s,b,)B^+---+(s,lp)Bp, 

welche  mit  der  früheren  Formulierung  YÖlIig  identisch  ist.  Damit  ist 
die  PeriodiziiätsuntersHchung  eines  heUebigen  Äbelschen  Integrals  erster 
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oder   zweiter   GattuEig   erledigt;    auf   die    analogen    Eigenschaften    der 
Integrale  dritter  Gattung  gehen  wir  besser  erst  später  ein. 

Der  Grundgedanke,  der  in  den  letzten  drei  Vorlesungen  zur  Durch- 
führung gelangt  ist,  rämlich  den  Vertanachungssatz  auf  algebraischem 
Wege  abzuleiten  und  für  die  Untersuchung  der  Periodizität  der  Abel- 
achen  Integrale  zu  verwerten,  rührt  von  Weierstrafs  her  und  iat 
Ton  ihm  in  seinen  Vorlesungen  verfolgt  worden,  die  bisher  nur  auszugs- 
weise bekannt  geworden  sind;*)  aber  die  Art  der  Durchführung  dort 
und  hier  scheint  erhebliche  Unterschiede  aufzuweisen.  An  Stelle  der 
Funktion  0  {^,  ^)  benutzt  Weierstrafs  eine  etwas  kompHziertere 
S(x,  ?/;  x',  y'),  auf  deren  Zusammenhang  mit  der  unserigen  wir 
Später  (S.691)  zurückkommen,  und  beweist  für  diese  die  Vertauschungs- 
formel,  die  dem  Hauptsatze  der  33.  Vorlesung  auf  S.  693  f.  genau  ent- 
spricht. Über  die  Methoden,  durch  welche  Weierstrafs  alsdann  auf 
Grund  dieser  Formel  zur  Feststellung  der  Periodeneigenschaften  der 
Integrale  gelangt,  ist  bisher  nichts  veröffentlicht  worden. 

*)  Man  vergleicte  hierfür  vor  allem  den  auf  S.  694  zitierten  Bericht  von 
Brill  und  Noether  (S.  426— 430). 
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Sechsunddreifbisistp  ^  oilesuiie, 

Die  Periodenrelationen  der  Integi-ale  eretei  \ind  aweitei  Ijattnng  —  WeieistMifssche 
und  Riemannfiolie  Form  der  Periodpnielaticnen  —  Lmeaie  Tiansfoimati  n  lei 
Perioden.  —  Die  Peiioden  der  Integrale  zweiter  a\  Irittei  Gittung  ils  Funk 
tiouen  der  ünstetig-keitapunkte,  —  Pi  mf  khonen  —  /eilcgun-  dci  FinLh  neu 
des  Körpeia  in  Pniniiml.tioncn 


Wir  gehen  jetzt  hzu  ul  ei  die  weiteien  Kons  ^icnien  dt,=(  Sitze', 
über  die  Vertauschuu^  ydh  P^iametei  und  Argument  zu  ziehen  uul 
im  Zusammenliang  hieimit  auch  daizulegen  dals  die  ii  dei  zweiuud 
zwanzigsten  Vorlesung  abgeleiteten  Penodenieliti  iien  simthch  wenn 
auch  zunächst  in  etwas  anderer  lorm    ins  ihm  hei  vorgehen 

Speziahsieren  wir  zunächst  den  Satz  auf  S  632  fui  den  Fall  dafa 
das  Quere chaittsystem  \  s  ,  p  eme  kanonische  Zeischneidung  dei 

Riemannachen  PEche  h  rvorbirngt    so  eigiebt  sich  tol.f''ndcs  The  lem 
Wird  die  Kiemannsthe  Flache  durch  die  Peiiodeni  ege 
Sj      -ffi,      a       _  .  p   _ 

in  kanoniacher  Weiae  zerachnitten  und  ist 

2)  T^(i,ß)  =  (    fdtA       (^,p  =  l,2,..,2p) 


il" 


Periodensystem    der   2p  FundamenUilintegrale 
ii,  i^,  ■  ■  •  hp,  so  geht  die  alternierende  Hauptform 


-^^Ußx^y^ 


-^{xkVp+k-^^f+kyh) 


durch  die  kongruenten  Transformationen 

bis  auf  eiiKsn  Fattor  in  sich  selbst  über;  es  ist  nämlich 
4)  TET 2%i-£. 
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la  der  GHeichang  (4)  sind  I  «  )  —  i»(2j>— 1)  bilineare  Relationen 
zwischen  den  4^^  Perioden  ta(i  der  Fundamentalintegrale  erster  und 
zweiter  Gatfcimg  tj, .  .  .i^,  t^^i,  . .  .tip  zusammengefafet,  n'ämlicli  die 
folgenden 

4a)  2  ^"i*'""' ^ßf  =  -  ^''^ ^"'f*'         ("'•  13'  =  1, 2, . . .  m 

oder 

jede  derselben  enthält  diejenigen  Perioden  der  sämtlichen  2p  Haupt- 
integrale, welche  sich  auf  eine  bestimmte  Kombination  zweier  Quer- 
schnitte Sa,  Sß  beziehen. 

Man  kann  aber  diese  Gleichungen  noch  in  eine  zweite  Gestalt 
bringen,  welche  zwar  formal  yersehieden  ist,  aber  thatsächlicli  ganz 
dieselben  algebraischen  Beziehmigen  zwischen  den  4^^  Perioden  taß 
festlegt.  Da  nämlich  nach  der  Gleichung  (12)  auf  S.  632  das  Quadrat 
der  alternierenden  Hauptform  bis  aufs  Vorzeichen  gleich  der  Einheits- 
form, ^0 

ist,  so  folgt  aus  (4): 

d.h.  die  Zusammensetzung  der  Systeme  ET  und  ET  ergiebt  bis  auf 
den  Faktor  2jri  das  Einheitssystem,  sie  sind  also,  wenn  das  eine 
noch  durch  27ti  dividiei-t  wird,  reziprok.  Da  aber  nach  S.  130 
reziproke  Systeme  vertauschbar  sind,  so  folgt  auch  die  Gleichung 

ET-ET^2m-E^-2ni-E^ 
oder 

5)  TET^-2m-E. 

Vergleicht  man  diese  Gleichung  mit  (4),  so  sieht  man,  dafs  T  einfach 
durch  das  konjugierte  System  T  ersetzt  ist;  es  gilt  also  anch  der 
folgende  Satz: 

Die  alternierende  Hauptform  E  geht  auch  durch  die  zu  (3) 
konjugierten  Transformationen 

^)  *"  =2^'*"^'*'     ^"  ^2  ^'^"^•^^     («,  |3  =  1, 2, , , ,  2j)) 

P  P 

bis  auf  den  Faktor  —2«i  in  sich  seihst  über. 
Löst   man   aber   die   symbolische    Gleichung   (5)    in   das   System    von 
j>(2j>~l)  Bilinearrelationen  auf,  welches  sie  vertritt,  so  findet  man 
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5a)  "^s^jit^^A^ß  =  —  2niEa-!f       (c;',ß'  =  l,2, . ,  ,aj») 

oder 

5  b) 


^(t^j^t^^p^k  -  U^^o+f'^i)  --  -2n:«e„^    (ß,ß=l,'2,..,2f)); 


jede  dieser  Relationen  enthält  die  aämtliehen  2p  Perioden  je  zweier 
Hauptintegrale  ta  imd  tß-,  während  also  in  einer  Gleichung  {4h)  immer 
alle  2p  Integrale  und  je  zwei  Periodenwege  auftreten,  so  erscheinen 
in  einer  Gleichung  (5b)  immer  alle  2'p  Periodenwege  und  je  zwei 
Fundamentalintegrale. 

Die  Gleichungen  (5b)  sind  diejenige  Form  der  Periodenrelationen, 
welche  sich  durch  die  in  §  2  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung  an- 
gewendete Methode  der  Integration  über  den  gesamten  Kand  der  zer- 
schnittenen ßiemannschen  Fläche  ergiebt. 

Wählt  man  lüimlich  in  (5b)  für  t„  und  tß  zwei  Integi-ale  erster 
Gatinmg,  d.h.  nimmt  man  or  und  ß>p  an,  so  ist  fo,*  =  0,  und  man 
erhält  die  in  Gleichung  (I)  auf  S.  349  aufgestellte  bilineare  Beziehung 
zwischen  den  Perioden  zweier  beliebiger  integrale  erster  Gattung.  In 
der  That  ist  in  den  damaligen  Bezeichnungen 

4^*  =  -  („,^+*  =  -  Jdta,     4"  =  4t  =  Jdt. 

4"  =  -  iß,,,^k  =  -  Jdtß,     BF'  =  hu  =  jäh, 

wodurch  die  beiden  verglichenen  Gleichungen  identisch  werden.  Wählt 
man  aber  für  i„  ein  Integral  /.weiter,  für  tfi  eins  der  ersten  Gattung,  so 
erhält  man  die  durch  die  Gleichung  (11)  auf  S.350  angegebene  Perioden- 
relation; setzt  man  nämUch 

a  =  i,     ß  "^p  -\-'k, 

wo  i  und  7c  der  Reihe  1,2,..  .p  angehören,  so  sind  die  Differenzen 
der  beiden  Integrale  an  den  Querschnitten  «j  und  fej  in  den  damaligen 
Bezeichnungen 

Ai=  —  t  dtp^-k  =  ~  tp-^.i;,p-\-i,     Bi=  j  dtji^ii  =  tp+/.;i 
Ci^-  fä-U  =  -  i;,^+,,  Dl  =  jdti  =  tu, 
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und   da   die   Summe   rechts  nach  (5b)  gleich  —  2wi   oder  Null  iat,  je 

nachdem  i  mid  k  gleich  oder  ungleich  sind,  so  bleibt  zur  Herstellung 

völliger  Übereinstimmung  mit  der   damals  gefundenen   Relation   blofa 

noch  nachzuweisen,  dafs  das  Residuum 

6)  Bi^^{tidWi)  =  ~  dik 

ist,  wo  diii  das  schon  öfter  benutste  Symbol  bedeutet  und  ^^4.^  wieder 

durch  Wk  ersetzt  ist. 

Um  diese  Gleichung  zu  beweisen,  berücksichtigen  wir,  dafs  nach 
den  Gleichungen  (10)  und  (lüa)  auf  S.  571  zu  den  Indices  i  und  k 
bestimmte  Zahlen 


Qi  =  «n  +  ^. 

,     Qj,^ny,  +  9         y, 

■i^y, 

gehören  und  dafs 

Wy- 

=/- 

'''■'^n'"'cu 

ist. 

■während  der 

Hauptteil 

von  ti 

nach  S.  591  mit  dem 

von 

übereinstimmt.  Daher  kami  auf  der  linken  Seite  der  Gleichung  (6)  das 
Integral  ti,  weil  das  Residuum  nur  vom  Hauptteil  abhängt,  geradezu 
durch  fph,Y,,  ersetzt  werden,  und  es  ist 

Da  aber  bei  (s  -=  00)  nur  ein  Punkt  der  Riemannschen  F^che  gelegen 
ist,  Bo  erhält  man  nach  S.  342,  wenn  man  vom  Residuum  des  Abel- 
schen  zu  dem  des  entsprechenden  rationalen  Differentials  übergeht,  für 
eine  beliebige  GrÖfse  t  des  Körpers 

wo  jS(0  die  Spur  von  g  in  Bezug  auf  die  Variable  s  bedeutet. 
Folglich  ist 

li^JUdw,)  =  Ii^,^(s''''-^'-'->'*+''"S'(i!to'|W)<;s). 
"Weil  aber  die  Fundamentalsysteme  |W  |!^>, , . . ^I"-!»  und  ij^"',  i^\  . . . rf"-'^'^ 
komplementär  sind,   so  ist  die  Spur 

Ä(ijli'l  li«)  =  4«)  11")  +  ^f  IW)  +  . . .  +  rff)  |W 

nach  der  Gleichung  (2)  auf  S.  232  nur  dann  von  Null  verschieden, 
nämlich  gleich  Eins,  wenn  y  =  h  ist.  In  diesem  Falle  aber  ist  auch 
{tg  ~  (li,  also 
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Bfc{M»,)  =  -E,.(~H)' 

und  dieses  Residuum  isb  nach  S.  271  dann  und  nur  dann  Ton  Null 
verschieden,  nämücli  gleich  —  1,  wenn  y^^yi  ist.     Das  Residuum 

ist  also  gleich  NuU,  es  sei  denn,  dafs  g^=h  und  yg^fh  ist,  in 
welchem  Falle  sein  Wert  —  1  ist;  dann  aber  ist  auch  qi  =  q^  und 
i^=Jc.    Damit  ist  die  Gleichung  (6)  vollständig  erwiesen. 

In  ahnlichei  Weise  hefse  sich  schhefslieh  auch  die  Gleichung  (5h) 
£ui  den  letyten  Fall,  dafs  f^  und  t^  heide  Integrale  zweiter  Gattung 
sind,  durch  die  Methode  dei  Randmte^iation  erweisen;  hierauf  gehen 
wir  nicht  weitei  ein,  weil  die  entsprechende  Formel  in  der  zweimid- 
zwanzigsten  Voileeung  m  diesei  Allgemeinheit  nicht  abgeleitet  wurde. 

Die  beiden  verschiedenen  Formelsysteme  (4)  resp.  (5)  werden  ge- 
wöhnlich als  die  Weierstrafssche  und  die  Riemannsche  Foi'm  der 
Büinearrelationen  zwischen  den  Perioden  der  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  unterschieden,  weil  die  erste  sich  bei  dem  WeierstraXssehen 
Verfahren  der  Ableitung  aus  dem  Vertauschungssatze,  die  zweite  bei 
der  Riemannschen  Methode  der  Raadintegration  als  die  urspi-üng- 
lichere  einstellt;  beide  Formen  sind,  wie  wir  gesehen  haben,  völlig 
miteinander  äquivalent. 

Bilden  wir  die  Relationen  filr  das  elliptische  Gebilde,  das  wir  in 
der  Weier  straf  eschen  Normalfonn  voraussetzen: 

^«^^^  öl  +  fiä  -f  ea  =  0 

angenommen   ist,   so  werden  die  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung 

nach  (1)  und  (2a)  auf  S.  595  u.  597 

,     r,d,  rar. 

/'dz  C  dz 

Wir  erhalten  daher  die  Gleichung 

7)  ^^a^-1q^co^  =  '2^i 

für  die  Perioden  der  elliptischen  Integrale  erster  und  zweiter  Gattung; 

diese  heifst  die  Legendrescho  Relation. 


ihre  Perioden  sind 
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Gehen  wir  in  der  Gleichimg  (4)  Yon  den  Systemen  zu  den  Deter- 
ininanten  über,  so  finden  wir 

\t,f\'-(2,i)"  (.,U_1,2,...2,), 

also 

Es  ist  aber  bemerkenswert  und  für  die  TJntersucliung  des  nächsten 
Abschnittes  wesentlich,  dafs  das  Vorzeichen  s,  über  welches  in  der 
letzten  Gleichung  noch  nicht  entschieden  ist,  stets  einen  bestimmten 
einfachen  Wert,  nämhch  (—1)^,  erhalt,  Dafs  eine  solche  Entscheidung 
möglieh,  sein  mufs,  wird  bereits  durch  die  Legendresche  Relation  (7) 
plausibel,  welche  sofort  zeigt,  dafs  fürß  =  l  £  =  —1  ist;  dafs  aber 
die  angegebene  Vorzeichenbestimmuiig  allgemein  richtig  ist,  folgt  durch 
Anwendung  eines  Determinantensatzes  ans  den  Gleichui^en  (4b), 

Denkt  man  sich  immlich  zunächst  die  GrÖfsen  tap  als  unbestimmte 
Variabelu  und  bezeichnet  die  auf  der  linken  Seite  von  (4b)  aufti'etenden 
Summen  zur  Abkürzung  mit 

Saß  =-^{hc,ip+t,p~  ilißip+k,<!)  =  —  Sßa 

und  das  von  ihnen  gebildete  quadratische  System  mit  S,  so  ist  identisch 
also  heim  Übergänge  zu  den  Determinanten 

i'.fi'=is.fi- 

Nnu  ist  die  Determinante  |  s„^  |  eines  alternierenden  Systems  von  gerader 
Ordnung   stets   das  Quadrat  einer  bestimmten  rationalen  Funktion  der 
Elemente*),  nämlich  eines  sogenaomten  PfafFschen  Aggregates 
■P  =  Si,b4-iS3  B+a . . .  s„  So  H ; 


besteht  aus  den  1  ■  3  ■  5  .  .  .  (ßp  —  1)  verschiedenen  und  mit 
geeigneten  Vorzeichen  versehenen  Produkten  der  Form  Sa^Syj , . ,  s,f, 
worin  (t  ß  y  S  .  . .  e  ^  eine  Permutation  von  1  2  . .  .2p  —  1  2p  be- 
deutet und  das  Vorzeichen  jedes  Gliedes  positiv  oder  negativ  zu  nehmen 
ist,  je  nachdem  seine  Permutation  aus  der  des  Leitgliedes  durch  eine 
gerade  oder  ungerade  Anzahl  von  Vertauschungen  hervorgegangen  ist. 
Hieraus  folgt,  dafs  jede  Determinante  geraden  Grades  identisch  in  ein 
Pfaffsches  Aggregat  umgeformt  werden  kann;  es  ist  nämlich 
8)  \t.,\-F, 

und  zwar   mufs  man  beim  Ausziehen   der  Quadratwurzel   das  positive 
Zeichen   nehmen,   weil,   wenn  T  das   Einheitssystem  ist,   S  ^^E  wird, 

■')  Sieliea.B.Baltaer,  Theorie  und  Anwendung  dHr  Determinanten,  ö.Aiifl.  §5,». 
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also  sowohl  die  Determinante  |  tap\  als  aucli  das  zu  B  gehörige  Pfaffsche 
Aggregat  P  den  Wert  +  1  erhält. 

Nimmt   man  jetzt  in  der  Identität  (8)  die  GrSfsen  tap  gleich  den 
Perioden  des  Fundamentalsystems  an,  so  ist  zufolge  der  Gleichungen  (4  b): 

und  in  dem  Pfaffschen  Aggregat  P  erhält  das  erste  Glied  den  Wert 
{_—2%if,  während  alle  folgenden  verschwinden;  folglieh  gilt  in  der 
That,  wie  vorher  behauptet  wurde,  die  Determinantenrelation 

9)  |ia^|  =  (-2?I«/  (<.,ß^l,2,...2p). 


Die  kanonische  Zerschneidung  der  Briemauuschen  Fläche  kann  in 
sehr  verschiedenartiger  Weise  ausgeführt  werden.  Betrfichten  wir  neben 
der  im  vorigen  Abschnitte  untersuchten  Zerschneidung  durch  die  Schnitte 

eine  zweite,  welche  durch  die  Schnitte 

(e)  ff,,     63,     63, .  . .  ösp 

hervorgebracht  wird,  so  ist 

1)  0„=^m(t.Sp  {«,p  =  l,2,...2y); 

hierbei  bedeuten  maß  ganze  Zahlen,   welche  auch  ala  Charakteristiken 
dargestellt  werden  können;  es  ist  nämlich  nach  S.  644 

*»ln  =  (öa,  Sp  +  i),  *Bs«  =  (ö«,Sj,+2),.  -  -  »ip«      =  (»o,  Ssp) 

mp-hi,^=  -  (ffi-fSi),     mj,+2,„  =  -  (6^,83), . .  .mä^,„  =  —  Cöi-jSp). 
Diese  Zahlen  sind  aber  nicht  willkürlich,  sondern  gewissen  Bedingiingen 
untei'worfen,   und  wir  gelangen  zu  diesen  in   einfachster  Weise,  wenn 
wir  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  benutzen. 

Bezeichnen  wir  die  Periodensysteme  der  Fundamentalintegrale 
tj,t^, .  .  .t^p,  welche  den  Zerschneidungen  durch  die  Periodenwege  (s) 
und  (e)  entsprechen,  resp.  mit 

T  =  {t^ß)     und     T  =  (r„^)        („,(}  =  i,2,, . ,  2j,), 
so  folgt  unmittelbar  aus  der  Gleichung  (1): 

(«,ß,V  =  i,2,,..2i>), 


2) 

oder  es  ist 

2.) 

J^TM. 
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Da  nun  die  Determinanten  der  Systeme  T  und  T  teide  den  gleichen 
Wert  (—  ^iti)^'  haben,  so  folgt  zunächst  für  die  Determinante  der 
Suhstitutionskoeffizienten 

Es  gilt  also  der  Satz: 

Beim  Übergang  von  einer  kanonischen  Zerschneidimg  der 

Eriemannschen  Flache   zu  einer  anderen  hat  die  Determinante 

der  Suhstitutionskoeffizienten  den  Wert  +  1. 

Diese  Bedingung  ist  aber,  wenüj)>l  ist,  nicht  die  einzige,  sondern 

es  tritt  alsdann  zu  ihr  eine  zweite  viel  inhaltsreichere.    Da  nämlich  (s) 

und  (ö)   beide   auf  kanonische  Zer  schnei  düngen  der  Fläche   führen,  so 

ist  nach  der  Gleichung  (4)  des  vorigen  Abschnittes  sowohl 

4)  TET=^2%i-B 
als  auch 

5)  fET  =  -2Ki-E. 

Die  letzte  GleicliLing  läfst  sich  aber  nach  (2  a)  und  unter  Benutzung 
des  Satzes  (3)  auf  S.  132  in  die  Form  setaeu: 

MfETM  =  -2-jii-B, 
und  wir  erhalten  somit  durch  Vergleichung  mit  der  ersten: 

6)  MeM=E. 

Hieraus  schhefst  man  ebenso  wie  im  vorigen  Abschnitte,  dafs  auch 
6a)  MEM  =  E 

ist  und  dafe  beide  Gleichungen  völhg  äquivalent  sind.  Diese  Relationen 
finden  aber  in  folgendem  Satze  ihren  Ausdruck: 

Hängen   zwei   kanonische   Zerschneidungen  der  Riemann- 

sehen  Fläche  durch  die  Gleichungen 

t)  ö«=2™i«''«;«  (a,(?  =  l,2,...2i>) 

miteinander  zusammen,  so  geht  die  Charakteristikenform 
p 

sowohl  durch  die  ganzzahligen  und  unimodularen  Substitutionen 
als  auch  durch  die  konjugierten  Substitutionen 
in  sich  Über. 
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Daher  genügen  die  4^^  Substitutionskoeffizienten  BedingnJigsgleieliungen, 
welche  man,  ganz  analog  wie  im  vorigen  Abschnitte,  in  zwei  ver- 
schiedene, aber  äq^uivalente  Formen  setzen  kann,  nämlich  entweder 


') 

^{m,tmf,,+,- 

-m„,p+j»ifi. 

oder 

!L 

7a) 

_2i  ("""'"»+>.?- 

-  SKji-l-j,  B  )% 

für  p^^l  sagen  dieselben  nur  aus,  dafs  die  Suhstitutionsdeterminante 
gleich  Eins  ist,  für  j>  >  1  erhält  man  aber  e'ne  v'el  grofsere  Anzahl, 
i^mlich  1  Q  )^i'(2^  — 1)  unabhängige  Gle  ch  ngen  für  die  ganzen 
Zahlen  nta^,  und  aus  diesen  kann  alsdann  die  Detem  nantenrelation  (3) 
als  Folgenmg  auf  ganz  demselben  Wege  w  p  m  voi  .,e  i  Abschnitte 
liergeleitet  werden,  so  dafs  diese  also  keine  e  e  Bed  ngung  au  den 
Gleichungen  (7)  hinzufügt. 

Die  erhaltenen  Bedingungen  sind  aber,  wie  wir  jetzt  noch  erweisen 
wollen,  nicht  blofs  notwendig,  sondern  sie  bilden  auch  ein  liinreichendea 
System.     Es  gilt  also  folgender  Satz: 

Geht   die   Charakteriatikenform  E  durch,  die  ganzzahligen 
Substitutionen 

jn  sich  über,  so  kann  man  von  einer  kanonischen  Zerschneidung 
der  Kiemannschen  Fläche  durch  das  Querscbnittsystem 

S^,      S.^,  .  .  .  S2p 

vermöge  der  Gleichungen 

? 
zu    einem  zweiten  Qu  er  Schnittsystem  ffj,  ü^, . .  .  ih,,   übergehen, 
welchem  ebenfalls  eine  kanonische  Zerschneidung  der  Kiemann- 
schen  F^che  entspricht. 
Nach  der  Voraussetzung  gilt  nämlich  die  Kompositions  gle  ichung 

MEilf  =E. 
Femer  ist,  wenn  zu  dem  kanonischen  Schnittsystem  (s)  das  Perioden- 
system T  gehöi-t: 

setzt  man  aiso 
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SO  ist 

T  =  MT, 
folglich 

TET  =  -2;r».E. 

Diese    Grleicliiiiig   besagb   aber   nach    S.  632,   dafs   die  ChaTakteristiken 

sind;  das  Quevsehnittsysteni  u^,  «a, , . .  a^^  entspricht  also  einer  kano- 
nischen Zersehneidung  der  Eiemannschen  P^che,  was  zu  beweisen  war. 

Den  Übergang  von  dem  Periodensystem  T  za  T  durch  die  Glei- 
clnmgen  (2)  bezeichnet  man  als  lineare  Transformation  der 
Perioden;  hierbei  bezieht  sich  der  Ausdruck  „linear"  darauf,  dafs  die 
Determinante  ]  4^  1  den  Wert  Eins  hat.  Eine  Transformation  der 
Perioden,  deren  Determinante  gleich  n  ist  und  bei  welcher  die 
Charakteristikenform  E  in  ihr  )*-faches  übergeht,  heifst  yon  der 
)i'™  Ordnung;  solche  Transformationen  und  Zerschneidungen  ergeben 
sich,  wenn  die  Punkte  der  Uiemamischen  Mäche  mehrdeutig  auf- 
einander bezogen  werden. 

Mau  kann  eine  lineare  Transformation  der  Perioden,  ebenso  wie 
in  §  4  der  vorigen  Vorlesung  die  Transformationen  der  Fundamental- 
systeme von  Periodenwegen,  in  elementare  auflösen;  diese  Elementar- 
transformationen müssen  aber,  im  Unterschiede  von  den  früheren  all- 
gemeineren, so  gewählt  werden,  dafs  jede  einzelne  die  Hauptform  E 
in  sich  überführt.  Auf  die  Ausführung  im  einzelnen  gehen  wir  hier 
nicht  weiter  ein. 

§3. 

Wir  woUen  jetzt  aus  der  Vei-tausehungsformel  noch  ein  weiteres 
Resultat  ableiten  und  hierdurch  unmittelbar  die  Frage  entscheiden, 
in  welcher  Weise  die  Perioden  eines  Integrals  zweiter  oder  dritter 
Gattung  mit  veränderlichen  Unstetigkeitspunkten  von  diesen  ab- 
hängen. 

Edden  wir  zunächst  das  elementare  Integral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  f : 


und  wenden  auf  dieses  die  Gleichung  (3)  auf  S,  603  unter  der  Voraus- 
setzimg  an,  dafs  der  Weg  ^^^g  gleich  dem  Periodenweg  s«  ist,  so 
erhalten  wir 
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A%  +2  ß^^' '  '''*  ^^^  ^2  ß^' '  '^"^^  ^^'^ 

otler  mit  Benutzuug  der  früher  eingeführten  Bezeichnungen 

1)       fdl'^-^[t,.dt,+,Q$)~t,+„.dtM)      (»-1,2,3.. ..ap). 

Wir  erhalten  also  den  Satz: 

Die  sämtlichen  Perioden  des  früher  eingeführten  Elementar- 
integrals  t^  mit  dem  einfachen  Pole  ^^  sind  lineare  Kom- 
hinationen  der  für  den  Punkt  ^  gebildeten  Differentiale 
der  2p  Fnndanientaliategrale  fj,t^, . .  .tsp. 

Man  kann  ans  dieser  Formel  (1)  mit  Hilfe  der  in  §  1  erhaltenen 
Relationen  die  Gleichungen  (IIa)  nnd  (IV)  der  zweiundzwiinzigsten 
Vorlesung  auch  der  Form  nach  wiedergewinnen,  was  wir  hier  nicht 
mehr  aueführen,  weil  die  Rechnung  nichts  prinzipiell  Neues  dar- 
bietet. Ebenso  ist  die  Formel,  die  wir  sofort  für  die  Perioden  des 
Elementarintegrals  dritter  Gattung  ableiten  werden,  im  wesentlichen 
mit  der  Gleichung  (IIl)  auf  S.  354  äquivalent.  Wir  sehen  also  in  der 
That,  dafs  alle  Resultate,  die  wir  in  §  2  der  zweiundzwanzigsten  Vor- 
lesung durch  die  Methode  der  Randintegration  gefunden  hatten,  sich 
jetzt  auch  als  unmittelbare  Konsequenzen  des  Vertanschun^satzes  er- 
geben. Aber  die  jetzt  angewendete  Methode  ist  einheitlicher  und  von 
gröfserer  Tragweite  als  die  frühere,  sie  führt  ferner  überall  zu  fertigen 
Rechnungsergebnissen     und     macht     nirgent 


Wir    bestimmen   jetzt   nach   gleicher   Methode    die   Perioden    des 
Blementarintegrals  dritter  Gattung 


/' 


ääs,^£ 


d{^,£i,)-H^,n,))d, 


mit  den  Unstetigkeitspunkten  ä\  und  D^,  denen  die  Residuen  —  1 
und  -{-  1  zugehören.  Verbindet  man  D^  und  Dg  durch  einen  Schnitt  a, 
welcher  von  Qj  nach  D^  fühi-t  und  keinen  der  Periodenwege  s„  schneidet, 
so  ergiebt  die  Anwendung   des   Satzes  auf  S.  608  für  einen   Perioden- 


weg s«: 


j dä^^^-\-'^  jdwi,jdt 


=^  jdhjdwi 
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s„  t==l   ^      K  D,  ■' 

wobei  die  Integrale  längs  des  Weges  e  von  Dj  nach  O^  zu  leiten 
sind.  Erstreckt  man  andererseits  das  Integral  üher  eine  kleine  ge- 
schlossene Linie  x,  welche  den  Punkt  £l^  in  negativem  oder  O^  in 
positivem    Sinne    umkreist,    so    folgt   aus    derselben   Fonnel,    da    die 

Integrale    f  ät„  verschwinden: 

äa)  J"d(5o,Q,  =  2jr» (z,  a)  =  2ni. 

Daher  gilt  der  Satz: 

Die  sämtlichen  cyklischen  Perioden  des  Elementarintegrals 
dritter  Gattung  mit  den  Unstetigköitspunkten  Oj  und  £\  und 
den  Eesiduen  —  1.  und  +  1  sind  lineare  Kombinationen  der 
2p  Fundamentalintegrale  t-i,  *g, .  - .  t^p,  wenn  dieselben  von  ö, 
nach  öj  auf  etaem  Wege  a  erstreckt  werden,  der  keinen  der 
Periodeuwege  Sj,  Sg, .  .  .  s^p  schneidet,  sie  sind  also,  als  Funk- 
tionen der  TJnstetigkeitspuntte  betrachtet,  Integrale  zweiter 
Gattung;  die  logarithmischen  Perioden  sind  +  2jii. 

Denkt  man  sich  also  die  Riemannsche  Fläche  durch  die  Periodenwege 
^ij  Sj,  .  .  .  Ssp  und  den  Weg  6  zerachnitten,  so  ist  auf  der  neuen 
Fläche  SR"  das  Integral  «o„a,(^)  eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes, 
denn  zwei  verschiedene  Wege,  welche  beide  von  ^,  nach  ^ß^  führen 
und  keinen  der  2 j)  +  1  Schnitte  s^,  Sg, . . .  Ssj,,  6  durchkreuzen,  ergeben 
dei^elben  Integralwert.  Vereinigen  wir  mehrere  derartige  Elementar- 
integrale  zu  einem  einzigen 

m  =  Bim^a,  +  AiföooCi,  + 1-  -Krräa„o^ 

und  nehmen  wir  an,  dafs  C^  auf  dem  Rande  eines  Weges  s«  gelegen 
und  nur  Hilfspunkt,  also  sein  Residuum 

~Ri-jR^ JJ,,  =  0 

ist,  so  haben  wir  v  Schnitte  ©oi,  (fo^, . . .  flor  zu  ziehen  und  erhalten 
alsdann  für  beliebige  Integrale  dritter  Gattung  wieder  genau  denselben 
allgemeinen  Satz,  den  wir  auf  S.  340  formuliert  hatten.  Damit  ist  also 
auch  auf  dem  jetzt  eingeschlagenen  Wege  die  Frage  entschieden,  was 
für  Funktionen  des  Ortes  die  Integrale  mit  logarithmischen  Unstotig- 
1  sind, 

iborg,  Alseliraiaclie  I.'unkli»ueu  atü.  l'J 
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Die  Formel  (2)  ist  unmittelbar  für  Integrale  dritter  Gattung 
(äa,Q,  nur  dann  anwendbar,  wBicm  keine  der  beiden  logarithmiacben 
Stellen  unendlich  fem  liegt;  will  man  aber  die  Perioden  eines  Inte- 
grals (öö^Oj  de^en  einer  Unstetigkeitspunkt  Q^  im  Unendlicben  liegt, 
in  ibrer  Abhängigkeit  von  dem  anderen  £1  untersuchen,  ^o  Lraueht 
man  blofs 

zu  setzen,  wobei  Du  ganz  beliebig  ist;  dann  erhält  man 

/        D  o     , 

2a)  fdwn^^^^U^fdt^^.,  -  t,.+,,.JdtA  +  0, 

wobei 

in  Bezug  auf  Q  konstant  ist. 

Aus  der  Gleichung  (2)  läfat  sich  schlieMich  noch  eine  wichtige 
Folgerung  ziehen,  von  welcher  wir  bald  Gebrauch  zu  machen  haben. 
Setzen  wir 


/  dh  =  Ci,     j  dtp+t  =  c^+t, 


Bo  läfst  sich  diese  Relation  auch  dahin  aussprechen,   dafs   das  Integral 

keine  cyklischen  Perioden  besitzt;  das  Elementarintegral  raQ^o,  ^fst 
sich  also  durch  Hinzufügung  eines  Integrals  zweiter  Gattung  mit  dem 
Pole  5ß„  seiner  cyklischen  Perioden  berauben.  Dasselbe  gilt  natürlich 
auch  von  einem  Integrale  mit  beliebig  vielen  logarithmischen  Stellen, 
und  es  gilt  auch  von  jedem  Integrale  mit  blofs  polaren  Unstetigkeiten, 
wie  dies  schon  in  dem  Theoreme  auf  S.  574  ausgesprochen  ist.  Daher 
erhalten  wir  den  Satz: 

Jedes    beliebige    Abelsehe    Integral    (o    lälst    sich    durch 

Hinzufügung   eines   Integrals   t  mit   einem   einzigen   Pole  5ß^, 

der   von   den  logarithmiachen   Stellen   von  m   verschieden  ist, 

seiner  cyklischen  Perioden  berauhen. 

Die  logarithmischen  Pei-ioden  des  Integrals  bleiben  hierbei  unverändert; 

sind   also   die   Residuen   von  ra  durchweg  ganze  Zahlen  my,   so  besitzt 

das  in  der  angegebenen  Weise  reduzierte  Integral 
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Qur  noch  Perioden  der  Form  2aimy,  die  ExponeTitialfunktion 

ist   also    eine   eindeutige   Funktion   des   Ortes   auf   der    lliemannschen 
Fläche. 


Es  wurde  schon  auf  S.  155  bemerkt,  dafs  in  einem  Körper  K  im 
allgemeinen  keine  Funktionen  existieren,  welche  nur  eine  einfache 
Nullstelle  und  einen  einfachen  Pol  besitzen,  und  dafs  aus  diesem 
Grunde  nicht  jeder  Divisor  der  Ordnung  Null  zur  Hauptklasae  gehört. 
Die  Eedeutui^  und  die  Konsequenzen  dieser  Tliatsache  sind  in  den 
späteren  Ausführungen  in  mannigfachster  Weise  hervorgetreten,  und 
gerade  dieser  Umstand  wurde  Veranlassung  und  Ausgangspunkt  für 
die  eindringendere  Analyse  der  Körper  positiven  Geschlechtes.  Es  ist 
daher  von  Wert,  dafs  wir  jetzt  mit  Hilfe  der  Integrale  dritter  Gattung 
Funktionen  mit  einfacher  Nullstelle  und  einfachem  Pole  zu  bilden  im 
stände  sind;  diese  sind  aber  natürlich  nicht  mehr  eindeutige  Funktionen 
des  Ortes  auf  der  Elemannschen  Fläche,  sondern  sie  erhalten  hei  Fort- 
setzung längs  eines  geschlossenen  Weges  konstante  Faktoren.  Durch 
Hinzunahme  dieser  Funktionen  erweitem  wir  den  algebraischen  Korper  K 
in  ähnlicher  Weise,  wie  wir  ihn  früher  (s.  S.  574)  durch  Adjunktion  der 
allgemeinen  Integrale  zweiter  Gattung  bereichert  haben.  Aber  während 
die  frühere  Erweiterung  den  Zweck  hatte,  nur  die  Unregelmäfsigkeiten 
in  der  Art  des  Unendlichwerdens  der  Funktionen  von  K  auszugleichen, 
so  bezieht  sich  die  jetzige  auf  die  Null-  und  Unendlichkeitsatellen  ge- 
meinsam und  steht  daher  mit  der  Klasseneinteilung  der  Divisoren  in 
Zusammenhang;  während  jene  sich  bei  additiver  Zusammenfügung  der 
Funktionen  als  fruchtbar  erweist,  bewährt  diese  ihre  Wirksamkeit  bei 
Ausführung  von  Multiplikationen. 

Bilden  wir,  wie  im  vorigen  Abschnitte,  das  Integral 


raa^C 


-f{H^,£i,)~B{%^))d, 


mit  den  Uustetigkeitspunkten  Dj  und  Dg  und  den  Residuen  —  1   und 
+  1,  so  wird  dasselbe  ia  D^  und  Sü^  resp.  wie 


-ig(^-K,r  und  ig(^-<v,r 

unendlich,   wenn   D,   ein  «rblättriger  Verzweigungspunkt   und  u;  der 
Wert  von  0  in  ihm  ist.     Die  Funktion 

42* 
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hat  daher  nur  iii  0^  einen  einfachen  Pol,  in  S\  eine  einfache  Null- 
sbelle,  und  sie  verhält  eich  in  allen  übrigen  Puniten  der  Kiemaimschen 
Fläche  regulär  und  besitzt  in  ihnen  die  Ordnungszahl  Null.  Man  kann 
daher  dieser  Funktion  den  Divisor  -^  geradezu  zuordnen  und  dies 
auch  durch  die  Bezeichnung 

«'"■«■™  =  n(*,|) 

zum  Ausdruck  bringen;  wir  nennen  die  Funktion  TT  eine  zu  dem 
Divisor  -^  gehörige  Primfunktion, 

Bilden  wir  ein  Produkt  derartiger  Punktionen,  so  besitzt  dasselbe 
eine  gleiche  Anzahl  willkürlicher  Null-  und  TTnendlichkeitsstellen  und 
ist  also  einem  Divisor  der  Ordnung  Null  zugeordnet.  Haben  wir  um- 
gekehrt einen  beliebigen  Divisor  der  Ordnung  Null 

für  welchen  also  die  Summe  der  ganzen  Zahlen 

(*i  +  (*a  H h  ft*  =  0 

ist,  so  wählen  wir  einen  beliebigen  Hüfspunkt  Dj,  und  bilden  mit  ihm 
die  Funktion 

welche  in  Q^  die  Ordnungszahl  Null  hat  und  daher  genau  dem 
Divisor  2)  entspricht. 

Da  die  Integrale  (5o„a(^)  durch  Angabe  der  UnstetigkeitspuuMe 
und  der  Residuen  nur  bis  auf  solche  der  ersten  Gattung  bestimmt  sind, 
so  ist  es,  um  die  allgemeinsten  Pmiktionen  zu  bilden,  welche  durch 
Produkthildung  von  Primftmktionen  erzeugt  werden  können,  noch  er- 
forderlich, solche  Gröfsen  hinzuzunehmen,  deren  Logarithmus  ein 
beliebiges  Integral  erster  Gattung  ist: 


Em  = 


,»(»>_ 


Derartige  Punktionen  sind  auf  der  ganzen  Riemannschen  Fläche  regulär 
und  haben  keine  NuE-  oder  UnendlichkeitssteUen;  sie  übernehmen  in 
dieser  Theorie  die  Rolle  der  Einheitsfunktionen  und  sollen  daher  zum 
Unterschiede  von  den  früher  benutzten  algebraischen  als  „transeen- 
dente  Einheitsfunktionen"  bezeichnet  werden. 
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Beide  Arten  von  Funktionen,  sowoU  die  Prim-  wie  die  Einlieits- 
fujxktionen,  sind  natürlich  auf  der  Riemaimschen  Fläche  nicht  ein- 
deutig, sondern  da  die  im  Exponenten  auftretenden  Integrale  bei 
Forteetzimg  längs  eines  Periodenweges  einen  konstanten  Zuwachs  c, 
nämlich  den  zugehörigen  Periodizitätamodul,  erhalten,  so  reproduzieren 
sieh  die  Exponentialfunktionen  selbst  Ms  auf  eine  multiplikative  Kon- 
stante e".  Wir  brauchen  aber  hierbei  auch  bei  den  Integralen  dritter 
Gattung  blofs  die  cytlischen  Perioden  in  Betracht  zu  ziehen,  da  die 
logarithmi sehen  ganzzahlige  Vielfache  von  2jr»  sind  und  also  bei  der 
Esponentialbildimg  fortfallen.  Ein  Produkt  aus  Einheits-  und  Prim- 
funktionen teilt  also  mit  den  Funktionen  des  Körpers  K  die  Eigen- 
schaft, auf  der  Riemannschen  Fläche  bis  auf  einzelne  Pole  regu^r  zu 
sein,  unterscheidet  sieh  aber  von  ihnen  dadurch,  dafs  es  im  allgemeinen 
nicht  eindeutig  vom  Orte  abhängt. 

Wir  wollen  jet?t  die  allgemeinste,  zu  einem  gegebenen  Divisor  S) 
der  Ordnung  Null  gehörige  Punktion 

bilden  und  uns  die  Frage  vorlegen,  wie  der  Divisor  S  beschaffen  sein 
mufs,  damit  hei  geeigneter  Auswahl  der  p  Konstanten  d  die  Multipli- 
katoren M^,  M^,  ■  ■ .  Jlfsj,,  welche  den  2p  Querschnitten  entsprechen, 
sämtlich  gleich  Eins  werden.  Ist  diese  Bedingung  erfällt,  so  ist  P(9ß) 
eine  eindeutige  Funktion  des  Ortes  auf  der  Riemannschen  Fläche,  also 
eine  Gröfse  %  des  Körpers  K,  und  der  ihr  entsprechende  Divisor  ist  2); 
der  Divisor  %  gehört  also  in  diesem  Falle  der  Hauptklasse  an.  Da 
wir  2p  Forderungen  zu  genügen  und  nur  p  Gröfsen  Cj,  C^,, .  .  .Cp  zur 
Verfügung  haben,  so  erhalten  wir  auf  diesem  Wege  ein  System  von  p 
für  die  Zugehörigkeit  des  Divisors  2)  zur  Hauptklasse  hinreichenden 
Bedingungs  gleichungen. 

Nun  ergiebt  sich  aber  aus  der  Formel  (2)  auf  S.657 

igjif,-J;'((..ft-i,+i,.«,+.)   (.-1,2,  .2,), 

wobei  die  Gröfsen  §i-  und  ^p+t  durch  die  Gleichungen 

Qk  =  i>'i  jdtp+,,+  (isjäti,+s,  +  ---+  (ikjdtp+i,, 

Qp+,1  =  H^  jdh+  n^  j  dtk-] +  f»,,  /  dh  —  Ci 

bestimmt  sind. 
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Soll  nun  Mj  =  1/g  =  ■  ■  ■  =  M^p  =  1  sein,  so  mufs  lg  If«  =  0  oder 
wenigstens  ein  ganzzaliligea  Vielfaches  von  2m  sein.  Nehmen  wir, 
um  sogleich  das  Hauptresulfcafc  zu  übersehen,  zunächst  den  ersten  Fall 
an,  so  ergiebt  eich  sofort,  da  die  Determinante  liaf*]  nach  S.  621  von 
Null  verschieden  ist,  dals 

e.  =  0,      &+i.  =  0  {/.  =  l,2,,,,p) 

sein  mufs,  und  hier  sind  die  ersten  p  Gleichungen 

ft=0,     ^,  =  0,.,.  i3,  =  0 

die  p  Bedingnngsgleichungen  für  den  Divisor  ®,  während  die  folgenden 

zur  Bestimmung  der  p  Konstanten  C,,  Cg, . .  .  C>  dienen. 
Nehmen  wir  jetzt  allgemeiner  an,  daXs 

ist,  wo  %,  %, .  .  .  n-ip  ganze  Zahlen  sind,  so  ergiebt  sich  die  Auflösung 
dieser  in  Q^,  Q^, .  . .  Q^p  linearen  Gleichungen  aus  den  Periodenrelationen 
(5b)  auf  S.  648. 

Ö*  =  — Wi'i'+'t,?+i  —  »»a'p+t.F+ä  "   ' 


-—  npip-^ic,sp 
■  +  ihptp+i,p 


■  +  n2ph 


Lgehörige  Perioden  der  Integrale 

^p+i  =  Wi,     ip+2  ="  ^2j .  .  .iiji==  Wp 

für  einen  und  denselben  Periodenweg  s  sein,  für  welchen  nach  (5)  auf 
S.  644  die  Charakteristiten  (s,  s«)  =  Wo  sind.  Die  entsprechenden 
Perioden  der  Integrale  zweiter  Gattung  treten  alsdann  bei  der  Bildung 
der  Konstanten  G^,  C^, .  .  .  Gp  auf. 

Führen  wir  nun  für  die  Perioden  der  Integrale  erster  Gattung, 
die  hier  wieder  in  eine  bevorzugte  Stellung  rücken,  eine  etwas  be- 
quemere Bezeichnung  ein,  indem  wir 

*P+k,P^-l  =  j  ^^k  =  —  ^il?      ip+!i,l  =   /  äii'k  =  «i-,p+/ 
setzen,    so   können   wir   das   gewonnene    Resultat  in  folgendem   Satze 
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Wenn  för  einen  Divisor  der  Ordnung  Null 

die  p  Summen  von  Integralen  erster  Gattung 

Qk  =  (h  j  ^^t  +  i*a  /  ^^ii  +  ■■■+  {i'h  j äWk     (k "  1, 2, . . . p) 

Oo  O.  Öu 

ein  System  zusanmieagehöriger  Periodizitätsmoduln   für   einen 
und  denselben  Periodenweg  s  bilden,  so  dafs 

Qt  =  ni<Oii  +  «ac>iä-i hnapm^^üp     (k^l,'S,...p) 

und  Wa  =  (s,  Sß)  ist,  so  gebort  der  Divisor  X"  zur  Hauptklasse. 

Hierbei   ist   die    untere   Grenze   Q^   der  Integrale   wegen   der 

B>elation 

Ci  +  Ca  + h  ft;.  =  0 

ganz  beliebig. 
Die   Bedeutung    dieses   Fondamentalsatzes   tritt   erst   in   der    näcbsten 
Vorlesung   in   voller   Klarbeit   hervor,    in   welcber  sieb  mit  Hilfe  des 
Äbelscben   Tbeorems   die   UmkelirbRjkeit   des    Satzes   und   damit   eine 
analytische  Bedingung  für  die  Äquivalenz  von  Divisoren  ergiebt. 

Die  hier  benutzten  Primfunktionen  sind  auf  der  Riemannseben 
Fläche,  abgesehen  von  Polen,  regulär,  aber  nicht  eindeutig.  Man  kann 
aber  auch,  dem  Vorgänge  von  Weierstrafs  folgend,  an  ihrer  Stelle 
solche  Primfnnktionen  eiufubien,  welche  auf  der  Riemannschen  Fläche 
durchweg  eindeutig  sind  und  dafür  eine  wesentliche  Sir^larität  nach 
Art  der  Exponentialfunktion  besitzen,  die  beim  Übergang  zum  Loga- 
rithmus zu  einer  polaren  Unstetigkeit  wird.  Man  kann  nämlieh  nach 
dem  Schlüsse  des  vorigen  Paragraphen  zu  dem  Integrale  ^0,0,  so  eines 
der  zweiten  Gattung  mit  dem  Pole  ^^  hinzufügen,  dafs 

keine  cyklischen  Perioden  besitzt,  also 

«•"■»■-n.(s?,|) 

auf  der  Eiemaunscben  Fläche  eindeutig  ist.     Ein   Produkt   derartiger 
Primfunktioneu 

P.  =  n.(,,5rn.(^,5.y...n.(^,-^r 

ist   ebenfalls   auf  der   Eiemannschen  F^che  91»   eindeutig  und  besitzt 
in   den   Punkten  Di,  D^i  ■  ■  -^h  NullsteUen  oder   Pole,   hat  aber  über- 
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dies  noch  in  ^^  eine  wesentliche  Singularität  Ton  der  Art,  dafs  sein 
Logarithmus  daselhst  wie  ein  Integral  zweiter  Glattang  unendlich, 
wird.  Will  man  dann  aus  dem  Komplexe  der  so  zu  erhaltenden 
Funktionen  die  Gröfsen  des  Körpers  K  aussondern,  so  hat  man 
jetzt  die  Bedingung  dafür  festzustellen,  dafs  die  singulare  Stelle 
hei  ^ß^  fortfällt.  Hierfür  ergeben  sich  p  Gtleichnngen,  da  es  p  eigent- 
liche Integrale  zweiter  Gattung  giebt.  Die  Rechnung,  die  natürlich 
zum  gleichen  Endresultat  führt,  kann  übergangen  werden,  da  sie  im 
Prinzip  mit  der  vorigen  zusammenfällt  und  beide  Betrachtungsweisen 
sieb  nur  formal  voneinander  unterscheiden. 
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SiebeauiiddreÜsigste  Vorlesung. 

Das  ÄljLl'iche  ThLOiem  ils  Additionapnnzip  dei  Integrale.  —  DuiLlilnlinLiig  (ki 
Eechaung  fui  ibe  Elemputarintegrale  der  drei  Gattungen.  —  Die  Bedtutung  dte 
Abelaelien  Theoreme  in  aeinei  aUaemeinaten  öeatalt  —  Znsammenbang  nut  dei 
Elassenemteilnng  dei  Divisoren  —  Die  Bwei  'vub  dem  AbelRchen  Theoreme  meh 
ergebendLü  ReduktionBprobleme  —  Losung  dei  eilten  Aufgabe  —  Loun^  dei 
Bwoitcn  Aufgibe   —  Speziillillc   —  Das  UwkulirprobkKi  der  AI  dactpn  Intfc^ialc 

§1. 

Das  Äbelaehe  Theorem,  zu  dessen  Darlegung  wir  jetzt  übergehen, 
gieht  in  Beiner  ursprönglichaten  Gestalt  die  Bedingungen  dafür  au,  dafe 
eine  Summe  von  Äbelschen  Integralen  mit  gleichem  Integranden  und 
verschiedenen  Grenzen  durch  algebraische  Aasdrücke  und  deren  Loga- 
rithmen ersetzt  werden  kann  und  lehrt  in  diesem  Falle  die  Summation 
ausführen.  Es  leistet  also  dasselbe  für  Tjeliebige  Abelsche  Integrale, 
was  das  bekannte  Additionstheorem  für  Logarithmen  und  cyklometrische 
Funktionen  leistet. 

Pur   die   Formulierung   des  Äbelsehen  Theorems   ist  der  schon  in 
§  3  der  neunzehnten  Vorlesung  besprochene  Umstand  von  fundamentaler 
Bedeutung,  dafs  jedes  beliebige  Abelsche  Differential 
l)  do  =  £,d.s 

in   sehr  verschiedene  Formen   gebracht  werden  kann,  weil  jede  nicht 
konstante    Gröfae   x   des   Körpers    K(ä,  u)    als    unabhängige  Variable 
zu  Grunde  gelegt  werden  kann;  wir  erhalten  alsdann,   wenn  wir  x  an 
Stelle  von  s  einführen; 
la)  da  =  i^äXf 

wo  die  beiden  Integranden  ^^  und  g^  durch  die  Gleichung 


verbunden  sind.  Das  Theorem  beruht  nUmlieh  geradezu  auf  dem  ein- 
fachen, aber  weittragenden  Grundgedanken,  dais  wir  eine  willkürliche, 
aber  bestimmte  Variable  x  auswählen  und  solche  Differentiale,  welche 
in  Beziehung  auf  x  konjugiert  sind,  zu  einem  rationalen  Differential 
durch  Summenbildung  vereinigen  können. 
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Isb  immlich  die  Ordnung  von  x  gleich  *■,  so  genügt,  (s.  S.  240)  jede 
heliebige  GJröfse  £  des  Körpers  K  einer  Gleichung  r'""  Grades; 

a,{x)i'  +  a.^r{x)^'-^'  +■■•  +  a,(x)t  +  %(x)  =  0, 

in  welcher  die  Koeffizienten  ganze  Funktionen  von  x  sind,  und  es  ist 
die  Summe  der  konjugierten  Gröfseu  ^^,  tu  ■  ■  ■  Sc* 

2)  ii  +  i^  +  ---+i--  =  ~^-^^ 

eine  rationale  Funktion  B{x)  von  x;  d.h.  es  ist  die  Spur 

2a)  S{i)^R{x). 

Es   gehören   also   zu  jedem  beliehigen  Werte  a  von  x   r  verschiedene 

oder  gleiche  Punkte  der  Itiemannschen  FMche  Üi^;,   welche   den  Prim- 

teiiern  von 

entsprechen  und  auf  den  r  Blättern  von  lux  übereinander  liegen. 
Schreiten  wir  nun  von  der  Stelle  {x  =  a),  die  wir  auf  der  schlichten 
Kugelfläche  S^x  durch  p  bezeichnen  wollen,  durch  das  Differential  dx 
zu  einer  Nachbarstelle  p'  mit  dem  Werte  {x  =  a')  fort,  so  gehen  auf 
der  Biemannscben  Flache  91,;  die  Punkte  5ßt  in  '■^l  über,  wobei 

ist  und  die  unendlich  kleinen  Wege  %^[,  %%,... '^rS&'r  auf  91^ 
übereinanderlaufen,  also  auf  dasselbe  Differential  -dx  führen.    Daher  ist 

3)  i^dx  +  ti^x  +  ■  ■  ■  +  irdx  :^  E{x)dx 

oder  wenn  ^dx  =  d(o,  It{x)dx^dQ  gesetzt  wird: 

3a)  dix}(Si^;)  +  dco{%)+---+dc3('^,)  =  dQ{p). 

In  dieser  einfachen  Gleichung  hat  man  bereits  das  Ahelsche 
Theorem  in  seiner  allgemeinsten  Gestalt  vor  sich.  Der  Schwerpunkt 
der  Betrachtung  liegt  durchaus  darauf,  dafa  auf  einer  bestimmten, 
zum  Körper  K  gehörigen  Biemannschen  Fläche  tfti  5ßi,  ^g, . .  -  ^r  und 
ebenso  ihre  Nachbarpunlite  übereinanderliegende  Punkte  sind  und  dafs 
alsdann  dQ  ein  i-atioaales  Differential  ist,  gebildet  für  den  Punkt  p, 
welcher  auf  der  schlichten  Kugelfiäche  Blx  den  r  Punkten  %  entspricht. 
Gehen  wir  also  zu  den  Integralen  über,  indem  wir  den  Punkt  ^)  auf 
beliebigem  Wege  in  SJ^  von  a  nach  6,  den  Punkt  5ß;,  also  auf  einem 
der  r  entsprechenden  Wege  in  9!^  von  91;,  nach  S/,  fortmcken  lassen, 
so  erhalten  wir  die  Gleichung 
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§  1.    Das  Alielsche  Theorem ;  seine  Bedeutung,  fiB7 

»,  SB,  »/■  * 

4)  |<^<a  +  fdta  +■••  +jdm  =JB{x)dx, 

in  welcher  die  IntegraiäoHswege  ?l;,SS/,  durcli  den  Weg  ab  eindeutig 
bestimmt  sind;  dieselbe  ist  der  Gleiclim^  (3)  im  wesentlichen  äqui- 
valent, vollzieht  aber  den  Fortschritt  von  unendlich  kleinen  zu  end- 
lichen Integrationa  wegen. 

Hierbei    nimmt    x    in    SIj,  Sf^i  ■  -  ■  91,-   den    gleichen   Wert   a,    in 
S8|,  ^2, .  .  .  Sr  den  gleichen  Wert  6  an,  und  ea  ist  also 

U-a  =  %%... '^r  =  '^,     U-„  ^  Si  SO,  .  .  .  a  =  33 
oder 

r  _..  a'  -  6  _  SS 
^   ~  x-a~  •&' 

Somit  sind  %  und  58  ganze  Divisoren  derselben  Klasse,  die  dem  Zähler 
und  Nenner  der  Grörse  x',  einer  linearen  Punktion  von  x,  entsprechen; 
nun  nimmt  zwar  die  Funktion  x  bei  dieser  ganzen  Betrachtung  vor 
den  anderen  GrÖfsen  des  Körpers  eine  bevorzugte  Stellung  ein,  es 
können  aber  doch  lineare  Punktionen  atets  für  einander  eintreten, 
ohne  dafs  sich  etwas  wesentliches  ändei-t,  weil  x'  von  oo  bis  Null  lauft, 
wenn  x  von  a  bis  h  variiert,  imd  die  Beatimmm^  der  Funkte  31;,  und  SB/, 
hiervon  ganz  unberührt  bleibt.  Die  Bedingung,  daTs  %  und  58  ganze 
Divisoren  derselben  Klasse  sind,  ist  aber  offenbar  auch  die  einzige,  an 
welche  die  Möglichkeit,  eine  Gleichui^  der  Porm  (4)  für  behebige 
Abebche  Integrale  aufzuatellen,  geknüpft  ist;  denn  ist  Sl'^  SS,  so  giebt 
es  eine  Funktion 

£    -  ^> 

und  wenn  wir  diese  in  der  vorher  dargelegten  Weise  für  die  Bildung 
der  Differentiale  zu  Grunde  legen  und  über  x'  von  NuU  bis  Unendlich 
integrieren,  so  erhalten  wir  eben  die  Gfleichung  (4).  Hierdurch  er- 
lauben wir  bereits  Einbhck  in  die  Bedeutung  der  Auszeichnung  einer 
bestimmten  Variabein  x  und  fassen  das  gewonnene  Resultat  in  dem 
Satze  zueammen: 

Nach  dem  Abdachen  Theoreme  können  Integrale  mit 
gleichem  Integranden  durch  das  Integral  einer  rationalen  Punk- 
tion summiert  werden,  sobald  die  Vereinigung  ihrer  unteren 
und  ihrer  oberen  Grenzen  zwei  ganze  Divisoren  derselben 
Klasse  liefert. 
Bevor  wir  die  hieraus  entspringenden  Folgerungen  weiter  verfolgen, 
wollen   wir    die   Gleichung   (4)    für    die   Elementarintegrale    der    drei 
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Gattungen  spezialisieren  mid  die  den  drei  Fallen  entsprechenden  ratio- 
nalen Differentiale  E(3i)dx  bestimmen.     Hierbei  haben  wir  der  Haupt- 
sache na«h  nur  die  beiden  auf  S,  411  und  412  bewiesenen  Satze   über 
Spuren  in  Arxwendung  zu  bringen. 
I.  Ist  das  Integral 

von  der  ersten  Gattung,  so  ist  der  Differentin.lteiliir  1:^  ¥on 

dw  =  ^dfa; 
ganz,  also  hat 

nur  den  Verzweigungsdivisor  ^^^  oder  einen  Teiler  von  ihm  im  Nenner 
und  verschwindet  für  die  sämtlichen  Stellen  {x  =  oo).  Zufolge  der 
ersten  Eigenschaft  ergieht  sich  nach  dem  Satze  auf  S.  411 

8(i)  ^  Ti{x)  =  coust, 

zufolge  der  zweiten  ist  die  Konstante  gleich  Null.  Wir  erhalten  also 
das  Abelsche  Theorem  für  Integrale  erster  Gattung: 

Sind  2t  =  Sl,  9Is . . .  9tr  und  S  =  S8^  93^  .  -  .  S.  -zwei  äqui- 
valente ganze  Divisoren  und  ist  x'=  ^^t  so  ist  für  jedes 
Integral  erster  Gattung 


4a)  läw+  ldw  +  --+  (dt 


wenn   die   Integrale   auf  übereinander  verlaufenden  Weg* 
der  Riemannschen  Fläche  IRj,'  geleitet  werden. 
II.  Ist  das  Integral 

f^dx 


t^=ßo 


ein   Elemcntarintegral  zweiter  Gattimg  mit  dem  jt-fachen  Pole  Q,  so 
bat  der  Differential  teuer  von  tp  nach  S.  311  den  Nenner  D"     ,  also  ist 


5)  ?  =  - 


wo  @  einen  ganzen  Divisor  bedeutet. 

Ist  nun  D  auf  der  Riemannschen  Fläche  ^^  ein  K-blättriger  Ver- 
zweigungspunkt und  nehmen  wir,  was  nach  den   obigen  Bemerkungen 
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ohne  Beeinträclitigung  der  Allgemeinheit  geschehen  tann,  zur  Bo- 
stimnmng  der  Form  des  rationalen  Differentiale s  zimäehst  an,  dafs 
a;  in  O  unendlich  wird,  so  ist  n^  genau  durch  SX"  teilbar  nud  es 
kaan  daher  t  ^'^"li  ii  ^i^  Gestalt  gesetzt  werden: 

wobei  der  Divisor 

ebenfalls  ganz  ausfallt,  sobald  der  zu  unserer  Yerfügung  stehende 
Exponent  /*  so  gewählt  wird,  dal's 

ist.     Um    den   Ideinsten   zu^ssigen  Wert  toü  h  zu  flndon,  setzen  wir 

li^^'a  +  r'  C'2'-'<«), 

wo  r'  den  kJeineten  positiven  Rest  von  (t  (mod,  a)  und  ji'  die  gröfste 
in  ™  enthaltene  ganze  Zab.l  bedeutet;  da  nun 

(fe  +  2)«^f^'«^-(»■'  +  l) 
sein  soll  und  r'  +  1  eine  der  Zahlen  1,  2, ...  k  ist,  so  ist 

?(  +  2  =  ft'  +  1 , 
also 

?( =  fi'  ~  1 
zu  setzen. 

Wenden   wir  nun   den   zweiten  der  oben  erwähnten  Sätze  an,  so 
ergiebt  sich  unmittelbar,  dafs  in  unserem  Falle  S{g)  eine  ganze  Funk- 
tion 7('™  Grades  von  x,  reap.  wenn  h  negativ  ausfällt,   gleich  Null  ist, 
folglich  ist  das  Integral 
6)  j8(S)dx=G{x) 

eine  ganze  Funhtion  des  Grades 


Ä+l  =  tt'  =  [|-], 


wobei  also  diese  Zahl  durch  die  Ordnung  jt  des  Integrals  i^,  und  die 
Ordnung  der  Verzweigung  von  'Six  in  ö  bestimmt  ist;  von  dieser 
Funktion  ist  die  Differenz  der  beiden  Werte  zu  bilden,  die  sie  für  die 
unteren  resp.  oberen  Grenzen  der  Integralsumme  annimmt. 

Zur  Durchführung  der  Rechnung  nehmen  wir  ietzt  besser  an,  dafs 
die  Variable  in  D  einen  endlichen  Wert  q  erhält;  dann  brauchen  wir 
blofs  X  durch    ,   ■■■  zu  ersetzen,  es  tritt  also  an  die  Stelle  der  j 
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Funktion  G(a:)  in  (6)  eine  rationale  der  Ordnung  fi!  mit  dem  Nenner 
{x'  —  2)'" .  Um  diese  auch  der  Form  nach  imd  damit  die  in  ihr  auf- 
tretenden Konstanten  zu  bestimmen,  gehen  wir  direkt  von  (5)  aus  und 
finden,  da  hei  der  jetzigen  Annahme  n,;-  zu  O  teilerfremd  ist  und  ^■ 
durch  Q""*  teilhar  ist,  also  g  in  O.  die  Ordnungszahl  —  (ft  + «)  hat, 
in  der  Umgebung  von  O  eine  Reihenentwiekelung  der  Form 

hierbei  kann  ein  Glied  mit  dem  Nenner  x'  —  q  nicht  auftreten,  weil 
sonst  das  Integral  in  C  eine  logarithmische  Unstetigkeit  hätte,  und 
die  auf  dieses  folgenden  Glieder  kommen  für  die  Spurenbildung  niclit 
mehi'  in  Betracht.     Es  ergiebfc  sich  somit 


wobei  die  Summe  nur  über  diejenigen  Werte  s  zu  erstrecken  ist,  welche 
positiv,  durch  «  teilbar  und  höchstens  gleich  fi  sind.     Folglieh  ist 


ß 


und  das  Abelsche  Theorem  lautet  somit  für  Elementar  integrale  zweiter 
Gattung 

lie  Funktion  *'  =  ™   und  q  ihr  Wert  i: 
irechnimg  ergiebt  also 

Jät^,  +Jdt„  +  ■  ■  ■  +  A^;,  ^  ~  •*'  2 


wobei  die  Funktion  *'  =  ™   und  q  ihr  Wert  in  dem  Pole  ö  von  tfi  ist; 
die  Äusrechnimg  ergiebt  also 


4b) 


Diese  Gleichung  findet  in  dem  Satze  Ausdruck: 

Sind  21  und  93  zwei  äquivalente  ganze  Divisoren  und  ist 
x'  =K|-'  so  ist  die  für  Elementarintegrale  zweiter  Gattung  mit 
dem    jt-&chen    Pole    €i    gebildete    Summe    (4b)    eine    ganze 
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Funktion  von  dem  Eeciproken  des  Wertes  q*),  welchen  x' 
in  Q  annimmt,  vorauageaetzt,  dafs  die  Integfationswege  in  Sii- 
übereinanderlaufen ;  der  Grad  der  Fiuiktion  ist  gleich  —  L  wenn 
0  ein  K-b^ttriger  VerzweiguDgspunkfc  von  Süj-  ist,  und  ihre 
Koeffizienten  sind  durch  die  des  Hauptteiles  der  für  die  Um- 
gebung TOn  D  geltenden  ßeihenentwickelung  von  £  bestimmt. 
Ist  also  z,  B.  11  — 1,  so  wird  die  rechte  Seite  der  Gleichung  für  Ver- 
zweigungspunkte  (a  >  1)  gleich  Null  und  erhält  für  gewohnliche  Punkte 

den  Wei-t  --■ 
1 
III,  Ist  das  Integral 

«1,  =Jtdx 

ein  Elementarintegral  dritter  Gattung  mit  den  logarithmischen  Stellen 
£\  und  Qg  und  den  zugehörigen  Residuen  —  1  und  +  1,  so  hat  der 
Differentialteiler  von  <ä^^  den  Nenner  iCliQa,  und  es  ist  somit,  wenn 
®  einen  ganzen  Divisor  bedeutet, 


Erhält  also  a;  in  £lj  und  Q^  die  endlichen  Werte  q^  und  q^,  so  ist 

{x-qi)(x~q^)'i  =  j-j 
wo  auch  @'  ganz  ist,  and  folglich  nach  dem  Satze  auf  S.  411: 

{x  -  q,)  (x  -  q^)  Ä(£)  ^S{{x-  q,)  {x  -  q^  i)  =  const. 
Durch  Multiplikation  mit  dx  und  Division  durch  {x  —  q^  {x  —  q^  er- 
giebt  sich 

t,dx  +  t,ix-^---+irix~e(~  -  —-)■ 

Da  nun  nach  S.  342  das  Residuum  des  rationalen  Differentials  für  irgend 
eine  Stelle  q  von  ^^  gleich  der  Summe  der  Residuen  für  die  der  Stelle  y 
entsprechenden  Punkte  der  Riemannschen  Fläche  SR^,  ist,  ao  ist  e  =  1, 
vorausgesetzt,  dafs  g^  und  q^  verschieden  sind;  es  kann  aber  auch  ein- 
ti-eten,  dafs  zu  Q^  und  Dg  derselbe  Wert  von  x  gehört,  dann  ist  die 
rechte  Seite  obiger  Gleichung  NuU,  da  sich  die  Residuen  des  rationalen 
Differentials  kompensieren,    In  beiden  Fällen  gilt  die  Integralgleichung 

*)  Eb  wäre  unauräasig,  dadurch,  dafs  man  zu  der  Punktion  -— r  übergeht, 
eine  Veroinfachiing  in  dem  Auaapmche  des  Sataes  herbeiführen  ku  wollen,  weil 
die   Koeffizienten   C,^   in   (7)   erst  nach   Auswahl  von  x'  bestimmt   aind  und  beim 

Übergang  von  x'  au  — j-  aiuh  ändeni. 
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o,  f.=.0: 


«,  91,  % 


Diese  Gleichung  ergiebt  den  Satz: 

Sind  St  und  35  zwei  äquivalente  ganze  Divisoren  und  ist 
a:  — ™J  so  ist  die  für  Elementarintegrale  dritter  Gattung  mit 
den  logarithmisclien  Stellen  Q^  und  0,^  und  den  ßesiduen  —  1 
und  -f  1  gebildete  Summe  (4c)  gleich  dem  Logaa-ithmus  des 
Quotienten  der  beiden  Werte,  welche  x'  in  Oj  und  £l^  an- 
nimmt, vorausgesetzt,  dafs  die  Integrationswege  in  Sß^i'  Über- 
einanderlaufen. 

8  2. 

Die  im  vorigen  Abschnitte  aufgestellten  lutegr aisätze  waren  an 
die  Bedingung  geknüpft,  dals  die  Integrationswege  in  der  Riemannschen 
Fläche  31:5  übereinanderlaufen,  also  m  einer  beliebigen  Fläche  ?ltj, 
deren  Punkte  denen  der  ersten  eindeutig  entsprechen,  in  bestimmter 
Weise  von  den  unteren  Grenzen  Sl^,  9Ig, . .  .%r  nach  den  oberen 
58j,  S82,  . , .  SSr  geführt  werden.  Da  sieh  aber  die  Beziehung  zwischen 
den  beiden  Divisoren 

%  =  %%,,...  %r    und     S  =  S?jS2...5e. 

in  eine  Form  setzen  liefs,  welche  von  der  Auswahl  einer  besonderen 
Fläche  unabMi^ig  ist,  so  ist  es  wünschenswert,  die  vorige  Beschränkung 
aufauheben  und  die  Modifikation  zu  untersuchen,  welche  das  Abelsche 
Theorem  erleidet,  wenn  man  die  Primdivisoren  von  %  und  SS  einander 
irgendwie  zuordnet  und  die  Integrale  auf  beliebigem  Wege  von  %], 
nach  SS/,  leitet. 

Betrachten  wir  eine  beliebige,  aber  in  kanonischer  Weise  zer- 
schnittene Fläche  Ift:,  in  welcher  die  Integrale  erster  und  zweiter 
Gattung  eindeutige  Funktionen  des  Ortes  sind,  so  ist  nach  S.  644, 
wenn  der  im  vorigen  Paragraphen  benutzte  Weg  St;,  ^;,  mit  l,,  be- 
zeichnet wird: 
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v^w(ß,:)-w{%?)  +  m,A,+  -  ■  -  4-  mpA„  +  n,B,+  ■  ■  ■  +nj.Bp 


wobei    die    überstrich  enen    GrÖfsen   die   auf  der   zerschnittenen  PlUehe 
eindeutigen  Funktionen  bedeuten,  ferner 


j1,.  =  —  1  dw,     Bi=  f  dt> 
Ci  =  -  fdt^,     Di  =  (dt 


die  Perioden  der  beiden  Integrale  und  die  ganzen  Zahlen  «i;  und  M; 
Charakteristiken  sind,  es  ist  nämlich 

ff-i  =  {In,  ai),     W;  =  {h,  li,); 

diese  Zahlen  sind  also  nur  Tom  Wege  i,,  nicht  aber  vom  Integraudeu 
abhängig. 

Addiert  man  diese  Gleiehui^en  für  h  =  1,2, . .  .r,  so  ergiebt  sich 
jetzt  aus  den  Gleichungen  (4a)  und  (4b)  des  vorigen  Abschnittes  das 
Abelsche  Theorem  in  folgender  Gestalt; 

w{^0  +  w{^,)  +■■■  +  w{^r)  ~  H^)  -  H%) ^C^'-) 

^^^  =  M,A,  +  M,A,  +  ■--  +  Mj,Aj,  +  JfiUi  +  K^S^  +  ■  ■  ■  +  N^B^ 

^(«0 + T^{A) + ■  ■  ■ + U^r)  -  t;(ato  -  i;{%) ü%.r) 

ib)  =-«^2^ 

+  M^C^  +  M^O^  +  •  ■  •  +  M^Cj,  +  lYj  A+  -Ws  A  +  ■  -  ■  +  NpB,,, 
wobei  die  ganzen  Zahlen 

Ic)  M,--2(<hM,    Ä-^C'.'') 

wieder  ausschliefslieh  von  den  unteren  und  oberen  Grenzen  St^  und  Si/, 
ablmngen.  Eine  ganz  ähnliche  Gleichung,  von  deren  Aufstellung  wir 
absehen,  gilt  auch  für  Integrale  dritter  Gattung;  ein  Unterschied  be- 
steht nur  darin,  dafs  zn  den  cyklischen  Perioden  noch  eine  logarith- 
mische  '^Aaiv  hinzutritt,  wobei  die  ganze  Zahl  v  ebenfalls  eine  Summe 
von  Charakteristiken  ist. 


y  Google 


674  Siebeminddreifsigste  Vorlesung. 

Erstreckt  man  die  Integrale  nicht  in  der  zersclmittenen,  sondern 
auf  der  unzers  chnittenen  ßieraaimscben  Fläche  3is  auf  beliebigen 
Wegen  X],  von  den  unteren  Grenzen  %,  nach  den  oberen  99^,  so  bleibt, 
wie  man  unmittelbar  siebt,  die  Form  der  Gleichungen  la)  und  Ib)  völlig 
ungeändert;  nur  die  Bedeutung  der  ganzen  Zahlen  Mi  und  Nt  wird  eine 
andere,  indem  in  den  Formeln  Ic)  der  Weg  l^  überall  durch  den  ge- 
schlossenen Weg  Zj  —  A;,  ersetzt  werden  muTs,  In  jedem  FaUe  tritt  bei  Auf- 
hebung der  früheren  Einsehränhung  zu  den  Gleichungen  des  Abelschen 
Theorems  nur  eine  Periode  hinzu,  und  es  ist  wesentlich,  sieh  zu  ver- 
gegenwärtigen, dafs  die  ganzen  Zahlen,  welche  die  spezielle  Periode 
charakterisieren,  bei  Integralen  erster  und  zweiter  Gattung  nur  von  den 
Integrationswegen,  nicht  aber  vom  Integranden  abhängen,  dafs  also  bei 
Anwendung  des  Abelschen  Theorems  auf  ein  System  von  Integralen  die 
auftretenden  Perioden  sich  sämtlich  auf  den  gleichen  Weg  beziehen  und 
daher  dasselbe  Xoeffizientensystem  {Mi,  N,)  erhalten. 

Insbesondere   kann   man  jetzt   das   Theorem   für  Integrale   erster 
Gattung   in   folgender   Fassung  aussprechen,  in  welcher  es  in  Zukunft 
von  besonderer  Bedeutung  ist  und  in  der  wir   die  Bezeichnungen  vom 
Ende  der  vorigen  Vorlesung  wieder  aufnehmen: 
Ist 

ein   Divisor   der   Hauptklasse,    so    bilden   die  p  Summen   von 
Integralen  erster  Gattung 

^  ''  fHW^Cli)  +  f(aWi:(Oä)  +  ■  ■  ■  +  li/.m.(ß/d 

2) 

==  Witon  +  Wgwia  -i !-  mpm,^p     (ft  =  l,2,  ...p) 

ein   System   zusammengehöriger   Periodizitätsmoduln   der  Inte- 
grale Mlj,  w^, . .  .Wp. 

In  dieser  Gestalt  ist  der  Satz  offenbar  die  genaue  Umkehrung  des- 
jenigen, der  auf  S.  663  bewiesen  wurde.  Fassen  wir  beide  zusammen, 
so  ergiebt  sich  also: 

Die  p  Gleichungen  (2)   bilden   die   notwendige  und   hin- 
(II)  reichende  Bedingung  dafür,  dafs  ein  Divisor  der  Ordnung  Null 

der  Hauptklasse  angehört. 
Durch  diese  Formulierung  wird  das  Abelsche  Theorem  eines  der  frucht- 
barsten Hilfsmittel  zu  tieferer  Durchdringung  und  Fortbildung  der 
Lehre  von  den  Divisoren  und  ihrer  Einteilung  in  Klassen.  Wir  ge- 
winnen mralich  hierdurch  ein  analytisches  Äquivalent  für  die  Zugehörig- 
keit zweier  Diviaoren  zur  selben  Klasse.     Um  dies  im  einzelnen  dar- 
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legen  und  sodann  die  sich  hier  anschliefsenden  Fragen  weiter  verfolgen 
zu  können,  wollen  wir  aher  vorerst  das  Theorem  (II)  in  zwei  ver- 
schiedenen Richtungen  modifizieren  resp.  erweitern. 

Die  erste  lüodifikation  hat  wesentlich  formale  Bedeutung.  Um 
nämlich  das  Periodensystem  nicht  immer  ausdrücklich  hinschreiben  zu 
müssen,  nennen  wir  zwei  Systeme  von  je  p  Gröfsen 

(«i,  fflg, . .  .  ttp)     und     (hj,h^,  .  . .  hy) 

schlechtweg  kongruent,  sobald  sich  die  entsprechenden  Elemente  nur 
um  zusammei^ehörige  Perioden  der  Integrale  erster  Gattung  unter- 
scheiden, sobald  also  p  Gleichungen  der  Form 

a^  =  hk  +  »HtOii  +  WatOig  4-  ■■■  f  }i2pe)i-,3j,     (/c  =  i,  S, . ,  .p) 

erfüllt  sind.     Wir  bezeichnen  dies  durch 

(%,  »2, .  ■  .  ßj,)  EE  (ö^,  &a,  ■  -  .  bp) 
oder  kurz  durch 

rtt  =  &i  (/f-l,2,...ii); 

solche   Kongruenzen   lassen   sich    offenbar  ohne  weiteres   addieren  und 
subtrahieren.     Die  Gleiehrmgen  (2)  nehmen  hierdurch  die  Form  an: 
2a)  ^tm(ßi)  -h  f*2M't(Ca)  +  ■  ■  ■  -f  ^aMJs(€1;,)  ~  0. 

Die  zweite  Modifikation  hat  den  Zweck,  die  Beschränkung  auf 
Divisoren  der  Ordnung  Null  zu  heseitigen.  Wählen  wir  als  untere 
Grenze  der  Integrale  Wj,  Wg, . . .  Wj,,  ebenso  wie  auf  S.569,  den  Punkt  ^^ 
und  bilden  wir  die  p  Integralsummen  (2)  für  einen  Divisor  der  Form 
®j  ==  ^1®>  wo  S)  der  Hauptklasse  angehört  und  also  p  die  Ordnung 
von  ®i  ist,  so  werden  dieselben  offenbar  ebenfalls  kongruent  Null, 
Wenn  umgekehrt  die  Gleichungen  (2a)  für  einen  Divisor  3)^  der 
Ordnung  p  erfüllt  sind,  so  gelten  sie  auch  für  2)  =  ©i^"^,  und  da 
der  Divisor  5D  die  Ordnung  Null  hat,  so  gehört  er  nach  Satz  (II)  der 
Hauptklasse  an.  Bezeichnen  wir  also  die  Klasse  von  S^^  durch  P„  und 
vereinigen  die  sämtlichen  Potenzen  von  P„  in  der  auf  S.  438  an- 
gegebenen Weise  zu  einer  „erweiterten  Hauptklasse",  so  können  wir 
jetzt  den  Satz  (II)  durch  folgenden  etwas  allgemeineren  ei-setzen: 
Ist 

ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  p  und  wählt  man  als  untere 
Grenze  der  Integrale  Wj,  Wg, .  . .  Wp  den  Punkt  ^„,  so  bilden 
die  p  Gleichungen 
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(IIa)        2a)  inm(tli)  +  ftsWi{£lit)  +  ■  ■  ■  +  ii>.mi^,)  =  0 

die  notwendige  und  hinreichende  Bedingung  dafür,  dafa  3)  der 
Klasse  P^,  also  der  erweiterten  Hauptblasse  angehört;  ist  also 
9  =  0,    so    ist   ®    in   der  Hauptldasse   im   engeren  Sinne  des 
Wortes  enthalten. 
Betrachten  wii-  jetzt  einen  beliebigen  Divisor  der  Ordnung  9: 

der  irgend  einer  Klasse  angehören  kann,  so  mag  sich  für  diesen  er- 
geben: 

ftlM'i(Di)  +  ll^Wiiß^)  + h  ft/,M)i{0;,)=ii)i      (S  =  t,3,..,2)). 

Dann  nennen  wir  das  Gröfsensystem  i)j^,  v^, .  .  .  Vp  „das  dem  Divisor  3) 
entsprechende  Wertsyatem".  Nach  dem  Abelschen  Theoreme  entspricht 
also  den  Divisoren  der  erweiterten  Hauptklasse  das  Wertsystem 
(0,  0,  .  .  .  0).     Ist  nun 

S'  =  Df'  O^'" . . .  Q'^/' 
irgend    ein   zweiter   Divisor   von   der  Ordnung  p',   den  wir,   ohne   die 
Allgemeinheit    zu    schädigen,    als   aus    gleichen   Primfaktoren    wie   ® 
bestehend  annehmen  können,  da  wir  ja  stets  einige  Exponenten  gleich 
Nnll  setzen  können,  so  sei  für  diesen 

(liW):{Bl)  +  fläMJi(£la)  H h  )t/Wi(Ö?,)^«i      (fc  =  l,3,...J>), 

Dann  ist  es  evident,  dafs  dem  Produkte  OC  reap.  dem  Quotienten  ^, 
die  Wertsysteme 

«t  +  ^i     resp.     v,,  —  v't  (Ä  =  l,2,,..ß) 

entsprechen. 

Sind  also  £1  und  D'  im  absoluten  Sinne  oder  auch  nur  in  Bezug 
auf  die  Klasse  P^  äquivalent,  d.  h.  ist  q;^^"''  ^^"  Divisor  der  Haupt- 
klasse,  so  ist 

Vi^v'k  (ft  =  1, 2, , . .  p). 

Hieraus  schlieXsen  wir: 

Alten  Divisoren,   welche  absolut   oder   in   Bezug   auf  die 

Klaaae  P^  äquivalent  sind,  entsprechen  kongruente  Wertsysteme 

und  umgekehrt.     Sieht  man  also   kongruente  Wertsysteme  als 

(Hb)       nicht  wesentlich  verschieden  an,  so  entspricht  jeder  Klasse  i'e- 

lativ  äquivalenter  Diviaoren  ein  und  nur  ein  Wertsystem.    Jede 

solche  Klasse  wird  durch  ein  System  von p  Zahlen  (i\ ,v^,...Vp) 

charakterisiert. 

Bei  der  Herleitung  dieses  Fundamentalaatzes  haben  wir,  um  die 

Beschränkung  auf  Divisoren  der  Ordnung  Null  aufzuheben,  die  gewöhn- 
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liehe  durch  die  „erweiterte  Klasseneinteilung  der  DiTisoren"  ersetzt; 
um  von  dieser  zu  der  gewöhnlichen  zurückkehren  zu  können,  welche 
ja  allein  invarianten  Charakter  besitzt,  hat  man  nur  innerhalb  jeder 
erweiterton  Klasse  die  Divisoren  einer  bestimmten  Ordnung  heraus- 
zngreifen,  nach  Hinzufügung  der  Ordnungszahl  wird  also  durch  das 
Wertsystem  (oj,  v^,  . . .  v^  eine  gewöhnliche  Divisorenklasse  charak- 
terisiert. Es  ist  aber  ku  beachten,  dafs  auch  hier  die  Einfiihmi^  der 
relativen  Äquivalenz  der  Klassen  nur  ein  Hilfsbegriff  ist,  der  sieh  zwar 
in  der  Folge  als  zweckmäfsig  erweist,  aber  immer  nur  ein  Durchgangs- 
stadium zur  Peststellung  von  invarianten,  von  der  Beziehung  auf 
P^  losgelösten  Eigenschaften  bildet.  In  dem  Satze  (IIb)  kommt  dies 
dadurch  zum  Ausdruck,  dafs  das  Wertsystem  (v-i^v^, .  .  .v^),  vrelches 
einem  Divisor  von  positiver  oder  negativer  Ordnung  entspricht,  von, 
der  Auswahl  des  Punktes  ^„  abhangig  ist  und  bei  Veränderung  dieses 
Punktes  sich  ebenfalls  ändert;  für  die  Divisoren  der  Ordnung  Null  ist 
hingegen  das  entsprechende  Wertsystem  (c^,  V2,  ■  ■  ■  ^p)  wegen  der 
Gleichung 

f»i  +  f  a  + 1-  fis  =  0 

von  dei  Auhwahl  von  ^^  unabhtingig.  Bei  diesen  Divisoren  und  auch 
nui  hei  diesen  geht  also  die  zui  Ei  zielung  uneingeschränkter  Allgemein- 
heit eingeführte  Beziehimg  auf  die  Klasse  P^  von  selbst  wieder  ver- 
loren. 


Beschränken  wir  uns  von  jetzt  ab  der  Einfachheit  hilbei  g  mzhdi 
auf  Integrale  erster  Gattung,  so  zeigt  das  Abelsche  Theoiem,  dafs  untci 
bestimmten  Bedingungen  eine  gewisse  Anzahl  von  Integralen  mit 
gleichem  Integranden  die  Summe  Null  ergiebt.  Dei  Regel  nieh  bietet 
sich  aber  die  Aufgabe  dar,  eine  gegebene  Anzahl  von  Inte^ilen  mit 
nicht  verschwindender  Summe  durch  eine  andere  und,  wenn  m<  glich, 
kleinere  Anzahl  zu  ersetzen,  so  dafs  in  der  Gleichung  (4  a)  des 
ersten  Abschnittes  von  den  Integralgrenzen  ein  Teil  als  gegeben, 
ein  Teil  als  gesucht  angesehen  werden  mufs.  In  der  Theorie  der 
elliptischen  Punktionen  wird  z.  B.  die  Aufgabe  gelöst,  auf  die  wir 
von  unserem  Standpimkte  aus  nachher  eingehen  werden,  eine  ge- 
gebene Anzahl  von  Integralen  erster  Gattung  mit  gleichen  unteren 
und  beliebigen  oberen  Grenzen  zu  einem  einzigen  Integral  zu 
vereinigen;  setzen  wir  also,  wie  auf  S.  650 


1)  #-(s-«,)(2-e,)(2- 
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wo  der  Punkt  $  rational  durch  Sßj,  ^ß^, . .  .  ^r  bestimmt  ist,   also   das 
Werisystem  (s,  ti)  und  alle  rationalen  Funktionen  von  (s,  m)  dem  Körper 

angehören.     Wenn    eine    solche  Bestimmung    möglich  ist,    so  ist  nach 
dem  Fundamentalsatze  (II)  des  vorigen  Abschnittes  der  gegebene  Divisor 

'Z  =  %%...%■ 
äquivalent  dem  Divisor  ^1~^^,  also 

®?« ''""-¥, 
und  die  Dimension  der  Klasse  des  Divisors 

ist  gleich  Eins,  weil  5(3  eindeutig  bestimmt  ist. 

Gehen  wir  ebenso  von  dem  allgemeinen  Abelschen  Theorem  aus, 
wie  es  für  Integrale  erster  Gattui^  in  der  Gleichung  (4a)  auf  S.  668 
ausgesprochen  wurde,  so  bietet  sich,  wenn  wir  die  unteren  Grenzen 
der  Integrale  sämtlich  gleich  ^^  annehmen,  unmittelbar  die  Aufgabe 
dar,  zu  einem  gegebenen  ganzen  Divisor 

@  =  a^  Qs  - . .  a 

einen  anderen 

hinzuzubestimmen,  so  dafs  die  Ordnungszahl  q  möglichst  klein  ist  und 
die  Gleichungen 

O,  Q,  ü^  *p,  ^Ei  % 

3)        jdwi  +  jdWi  -1- . . .  +  jdm  +  jdwi  +JdWi  +  ■■■  +jdwi  =  0 

(i  =  l,2,...p) 
gelten.  Diese  Aufgabe  hat,  wie  hier  beiläufig  bemerkt  sei,  Abel  bereits 
in  Angriff  genommen  und  ist  hierdurch,  ohne  bereits  die  Einteilung 
der  Integrale  in  die  drei  Gattungen  zu  besitzen,  ganz  in  die  Nähe 
des  Geschlechtsbegriffes  gelangt;  diese  beiden  fundamentalen  Bausteine 
sind  aber  erst  dreiCsig  Jahre  später  von  Riemann  in  die  Theorie  der 
algebraischen  Funktionen  eingefügt  worden. 

Behandeln  wir  das  von  Abel  formulierte  Problem  mit  unseren 
Methoden,  so  ist  nach  dem  Fundamentalsatze  (11)  auf  S.  674 
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Ferner  ist  die  Dimension  der  Klasse  des  ganzen  Divisors  §  gleieli  Eins, 
denn  gäbe  es  in  ihr  noch  einen  aweiben  ganzen  Divisor  §',  so  könnte 
man  in  der  Seliar 

ein  dnrch  5ß^  teilbares  Element  ^"  ausfindig  machen,  und  wenn  man 
dieses  statt  §  in  die  Gleichungen  (3)  einführt,  so  würde  sich  die  Zahl  q 
mindestens  um  eine  Einheit  verkleinern,  während  sie  doch  schon  die 
kleinstmö gliche  sein  soll.     Setzt  man  daher 

so  ist  die  Klasse  des  Divisors 

gleich  Eins.  Diese  Aufgabe  ist  also  mit  der  vorigen  im  wesentlichen 
identisch,  und  beide  unterscheiden  sich  nur  dadurcli,  dals  der  gegebene 
Divisor  5)  im  ersten  Falle  ganz,  im  zweiten  zu  einem  ganzen 
reciprok  ist. 

Wir   gewinnen   daher   das   allgemeinste  hierher  gehörige  Problem 
durch  folgende  Formulierung: 

Es  sei  ein  beliebiger  Divisor  der  Ordnung  d 

4)  S3  =  GfQf  ...a^* 

und  ein  Primteiler  9ß^  gegeben.  Sind  D  und  P^  die  zugehörigen 
Klassen,  ao  soll  die  erste  so  mit  einer  möglichst  niedrigen 
Potenz  der  zweiten  multipliziert  werden,  dafs  die  DimensionazaM 

ist,  und  es  soll  der  Exponent  e  bestimmt  werden. 
Hierbei  darf  die  Ordnung  von  BP'^  jedenfalls  nicht  negativ  sein,  weil 
solche    Klassen    keine   ganzen    Divisoren    enthalten,    und    es   ist   also 
d  +  e'^0,  wir  setzen  daher 
6)  ä  +  e^'Q,    e  =  q  —  d, 

wo  q  nicht  negativ  ist. 

Ist  die  Bedingung  (5)  i^mlich  erfüllt,  so  giebt  es  in  der  Klasse  DP^ 
einen  und  nur  einen  ganzen  Divisor 

der  Ordnung  q,  und  es  ist  also 


folglich  gelten  die  Gleichungen 
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O,  Qv  Oft  %  f.  SS^ 

8)  (i^fdwi+ii^ldiv.+---+!ij(iu  =  /<?«  -\-JilWi  +  ---+JäiVi, 

$^  C  ^  ^  &,  >B« 

in  denen  die  nicht  negative  Zalil  (j  möglichst  klein  ausfällt.  Hierin 
ist  der  Divisor  %  gegeben,  der  Divisor  ®  »ber  eindeutig  durch  die 
Forderung  (5)  bestimmt;  wir  haben  \  or  illem  seine  Ordnung  q  fest- 
zustellen und  dann  auf  seine  D-bretellung  einzugehen 

Die  Lösung  des  ersten  Problems  ergiebt  dei  Riemann-Rochsche 
Satz.     Die  Er^nzungsklasse  von 

sei  die  Klasse 


ihre  Ordnungen  sind  resp. 
Ferner  ist 

ie)^|-(9')-(i.~i-|). 

und  da  !§}  =  !  sein  soll,  so  ej^ebt  sieh  die  GleicEimg 

es  ist  also  stets 

6  a)  i%P- 

Ist  nnn  q_<p,  so  lassen  sich  aaf  der  rechten  Seite  der  GEleichung  noch 
p  —  q  Integrale  mit  der  oberen  Grenze  ?ß^  hinzufügen;  dieser  Fall  tritt 
aber  offenbar  nur  ausnahmsweise  auf,  weil  die  obere  Grenze  p  z.  E, 
immer  dann  erreicht  wird,  wenn  S  aus  p  willkürlich  ausgewählten 
Primdivisoren  (S,  318)  besteht.     Daher  gilt  der  folgende  Satz: 

Eine   beliebige   Anzahl   von   Ahelsehen   Integralen   erster 
Gattung   l'afst   sich   stets   in   eine   Summe  von  nur  p,   im  all- 
gemeinen aber  nicht  in  eine  Summe  von  weniger   als  p  Inte- 
gralen mit  fester  unterer  Grenze  zusammenfassen. 
Für  die  Anwendungen  des  Abelsehen  Theorems  kommen  nun  vor- 
zugsweise die  beiden  am  Anfange  dieses  Abschnittes  besprochenen  Fälle 
in  Betracht,  in  denen  'S)  entweder  ein  ganzer  Divisor  mit  unbestimmten 
Elementen 

®  -  Oj  Da  . .  .  O. 

oder  das  reciproke  eines  solchen  ist.  Dann  haben  wir  im  zweiten 
Falle  zu  der  Integralaumme 
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Si^  f  dwi  +  ( dWi  -\ 1-  f  dt 

eiüe  andere  you  p  Elementen 

iß.  %  % 

ö<  ^  /  dw,  +  I  äw,  +  ■  ■  ■+  f  dt 


hJnaiizufiigGii,  so  dafs 

{Si  +  6,)  —  0  (i=l,2,..,j)) 

wird;  im  ersten  mufs  eine  ebensolche  integralsumme  e'  gebildet 
werden,  für  welche 

ist.  Diese  beiden  Reduktionsproblemej  auf  welche  sich  auch,  das  all- 
gemeinere zurückführen  läfst,  wollen  wir  in  der  eben  angegebenen 
Reihenfolge  in  den  beiden  nächsten  Abschnitten  unter  wirMicher 
Durchführung  der  notwendigen  Rechnungen  behandeln. 


Sind  r  beliebige  Punkte  D^,  Qg, . . .  Dr  durch  die  Wertsysteme 
(^11  **i)i  i^i!  "a)»  ■  ■  ■  (ßi-,  Mr)  gegeben  und  sind  die  p  Punkte  *ßi,  ^g, .  - .  ^p 
so  zu  bestimmen,  dafs  die  Kongruenz 


dw  ~  0 


1)         jdto  +  idw-^-  ■+  ldw+  jdw  +Jdw+----i-Jü 

für  jedes  Integral  erster  Gattung  gilt,  so  läuft  diese  Aufgabe  nach 
dem  Yorhergehenden  darauf  hinaus,  eine  Funktion  ip  7.u  finden,  welche 
ein  Vielfaches  des  Divisors 

ist. 

Setzen   wir   zunächst    r>ß— 1    voraus,    so    ist   nach    S. 31ß   die 
Dimensionszahl 

und  es  giebt  also  r  -\-  1  linear  unabhängige  Punktionen 

4)  t'-''\     ^<'',     i>'-^\  - .  -  ^'''■' 

mit  dem  Nenner  ^'„     ,    welche   sich   unmittelbar  aus   dem   auf  S.  565 

aufgestellten  Fundamentaieysfceme  !***',  !<*>, . .  .  II«-!)  ableiten  lassen.   Wir 
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beliMideLa  nun  im  folgenden  nur  den  regu^ren  Fall,  in  dem  bei  der 
Dimensionsbestimmung  von  P^  die  einfaclie  Formel  (3)  gilt;  man 
überzeugt  sich  aber  leicht  mit  Hilfe  der  Ausführungen  auf  S.  490, 
dafs  diese  Gleichung  aber  auch  ganz  allgemein  für  beliebiges  r  gilt, 
wenn  5ß„  kein  Weierstrafs-Punlit  ist,  und  dafs  also  unter  dieser  Voraus- 
setzung die  Einschränkung  r^p~-\  fortfallen  kann. 
Soll  nun  die  Funktion 

^  =  Co*W  +  Ci^<«  +  ■  ■  ■  +  Or^i'''"' 

in   den   gegebenen   Punkten   D^,  Q^, . . .  D,.  verschwinden,    so  müssen 
die  Konstanten  C  so  bestimmt  werden,  dafs 

im  p  =  1,  2, . .  .  f  ist.     Setzen  wir  also  zur  Abkürzung 

*"'(0,)  =  <. 
so  ergiebt  sich  ii>  in  der  Form 


-Wf 


wobei  )/i{,e)  mit  ^'s'  identisch   iat.     Es    ist   also    ^    eine   Funktion   des 
Körpers 

K{3,  ti;  S[,  %;  s^,  M^; . . .  ^r,  Wr)- 

Um  dann  die  Nullpunkte  '^i,  Sß^, . .  .  $p  von  i(i  und  die  zugehörigen 
Werte  von  s  zu  bestimmen,  müssen  wir  die  Norm  von  t!)  bUden;  diese 
ist  eine  ganze  Funktion  {r  +ß)"°  Grades  von  s  und  enthält,  da 
iOi,Da,...Qr  Nullpunkte  sind,  den  Faktor  r'^"  Grades 


*(» 

*(1) 

%PK 

.*l'l 

^w 

*f> 

^^) . 

.*(') 

<' 

«l 

*?•  . 

.*r' 

*?' 

*™ 

*?>. 

.  i^<''' 

der  Quotient 


ist  also  eine  ganze  Funktion  p*""^  Ordnung  von  s: 

6a)  (?(s)  =  Xp^'  +  Zp-i^"-'  +  -  ■  ■  +  Zi^  +  Zo. 

deren  Koeffizienten  nur  von  O^,  Qj, . . .  O^  abhängen  und  deren  NuU- 

steUen   die   zu   $j,  ?ßg, .  . .  ?ßp   gehörigen  Werte   von   s   ergeben.     Die 

Bestimmung  dieser  Gröfsen  0hrt  somit  auf  die  Lösung  einer  Gleichung 
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p^'^  Grades  G(/)  =  0,  und  nur  die  symmetrisehen  Funktionen  der 
Wurzelwerte  liäi^en  rational  von  D^Oa,  ...O,  ab.  In  ganz  ähn- 
licher Weise  kann  man  auch  die  Werte  irgend  einer  anderen  Funktion 
des  Körpers  in  5p,,  ^3, .  .  .  ^p  ermitteln. 

Wir   wollen  jetzt   die   Rechnung   noch   für   die   hjp  er  elliptischen 
Integrale  spezialisieren.  Legen  wir  das  Gebilde  wie  auf  S.594  in  der  Form 


') 


.«(s-«,){3-<i)  ■  ■  ■  (2-aii+i)  -  j(«) 


zu  Grunde,  so  ist  ^'"'  =  1,  10'=^»,  und  die  allgemeinBte  ganze  Punk- 
tion mit  dem  Nenner  ^  ist,  wenn  r  +  p  eine  ungerade  Zald 
2p  +  1  ist: 


5  a) 


=  {»,  +  »iS+---+<i,8')-l-»{So  +  6,a  +  ---  +  6,-,ü'-«') 


WO  Ä(s)  und  B(z)  ganze  Funktionen  der  Ordnung  f^  und  (t  —  p  sind; 
ist  hingegen  r  ~\- p  eine  gerade  Zahl  2fi,  so  kommt  das  Glied  &^_;,s''-p 
in  B{s)  in  Fortfall.     Daher  erhalten  wir  im  ersten  Falle 


5b)     ■^^ 


1  s. 


■  -^ff 


.  u^s^- 


\    Zr  Sr  .  .  .  Sr  lir  Ur^r  ■  ■  ■  lirZr 

im    zweiten   Falle    hat    man  die  letzte   Kolonne    des    Systemes   fort- 
zulassen; hierdurch  werden  die  *•  +  1  Koeffizienten 

als   gewisse   Determinanten    des   Grades  r  bestimmt.     Gehen   wir   nun 
zur  Norm  von  -^  über,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

ii(i,)  =  A(if-,(i)B(,y, 


also 
6b) 


<iiß)-- 


»,Ha-%)---(2- 


=,) 


und  aus  der  Gleicliung  (?(s)^0  sind  die  Werte  Sr+i,    ■  ■  Sr+p  vo 
für  $(,  ^3, . . .  ^p  zu  bestimmen. 

Nehmen  wir  z.  B,  j)  ^  1,  r  ^  2,  also  fi  =  1,  so  erhalten  wir 


6  c) 
80  dafs 


^  =  «^o  "i"  "^1  ^  +  ''o  ^*  ~ 
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isb;  also  ist 

-l(s)>-i,WB(«)' -(».  +  (.,»)" -<!Sä(2-e.)(2-e.)(«-%) 
-~c!.ä(«-«.){8-s.)(«-«.), 
und   durch  Vergleichung  der  Koeffizienben   von  z^  ergiebb  sich   für  z^ 
die  hneare  Gleichung: 

8a)  Ä^i  4-  ^2  +  %  =  ßi  +  e^  -I-  %  +  \, 

während  n^  alsdann  aus  der  Gleichung 

bevechneb   werden   kann.     Wird   s^,  li^   in   dieser  Weise    als    rabionale 
Funkbion  von  Si,%,  «3,%  besbimmt,  so  gilb  die  Gleichving 

wo  fo,  und  ojj  die  Perioden  des  elliptischen  Integrals  erster  Gattung 

10)  «  =  l'^J-  =  fl gg 

sind. 

lu  der  Theorie  der  elliptischen  Funktionen  wahlb  man  die  Funkbion 
unber  dem  Wurzelzeichen  so,  dafs  c^4,  e^+eg+%=0,  also 


^^^)  --/yi^ 


9^  =  -4(6163  +  6165  +  6363),    ,93  =  4eiC,63 
ist  und  bebrachtet  alsdann  die  eindeutigen  Punktionen 
11)  ^  =  f{^),    u  =  ^  =  p'{w), 

welche   sich   durch  Umkehrung   der  Gleichung  (10)   ergeben.     Zufolge 
der   Formeln    (&c),   (8a)    und   (9)    bestehen    nun    die    folgenden  drei 
Gleichungen  gleichzeitig: 
31a)  Wi  +  w^+  Wg  —  0     (mod.  Oi,  gj^) 

UV)  P(".)  +  S»(«'.)  +  P(».)— H^zlsS')' 

1111 

11»)  PK)    FW     «>(»a)     -0, 

f'K)  «''(«'.)  *''(«'>)  1 

und  es  ist  also  ^{w  +  w^  und  ^'C^  +  ^o)  rational  dmcli 
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piw),    p'{w),    p{w,),    p'K) 
auadriickbar. 

Dureli  das  hier  dargelegte  Additionstheorem  der  elliptischen  Inte- 
grale und  Funktionen  wird  übrigens  auch  das  auf  S.  537  erwähnte 
Problem  gelöst,  die  unendlich  vielen  Transformationen  eines  elliptischen 
in  sich  zu  bestimmen.     Deutet  man  nämlich   die   Gleichung 


als  Kurve  dritter  Ordnung,  so  liegen  zufolge  der  Gleichung  (Hc)  die 
Punkte  (s,,mJ,  (5g,iia),  (Sg, m^)  in  gerader  Linie,  und  wenn  man  die 
Gröfsen  (s;„  %)  als  elliptische  Funktionen  von  Wj^,w^,w^  darstellt,  so 
ist  diese  Bedii^ung  mit  der  Kongruenz 

w^ -i-  w^  -\-  w^  =  0     {modd.  ra^,  Og) 
völlig  äquivalent.     Betrachtet  man  nun  den  ersten  Punkt  O,,  =  (.j,,,  iQ 
als  fest,  den  zweiten  £l  =  (s,  u)  als  veränderUch  und  den  Schnittpunkt 
Q'  =  (2',  m')   der   Geraden  CoO   mit   der  Kurve  als  von  D   abhängig, 
so  ist 

vro  die  Form  der  rationalen  Punlctionen  iJ  und  JRj  aus  den  Glei- 
chungen (IIb)  und  (He)  zu  entnehmen  ist,  und  jede  dieser  Trans- 
formationen führt  für  beliebige  Werte  des  Parameters  (sq,  Mq)  die 
Kurve  in  sich  über,  da  zwischen  0'  und  u'  dieselbe  Gleichung  wie 
zwischen  s  und  u  besteht.  Jedem  Parameterpaar  (Sp,  «.„)  entspricht 
eine   und   nur  eine  Transformation  des  Gebildes  in  sich. 

§6. 

"Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  das  zweite  vorher  aufgestellte  Reduk- 
tionsproblem zu  behandeln,  und  formulieren  dasselbe  folgen  dorm  afsent 
Es  soll  zu  einem  gegebenen  ganzen  Divisor 

1)  ®  =  Do  Dl  Os  ■  ■  ■  ^'■ 
der  Ordnung  r  +  l  ein  zweiter  der  Ordnung  p 

so  bestimmt  werden,  dafs  die  Kongruenz 

a>  a,  a,  a^  $1  ^  % 

2)  iäw-\-  idtv  -V  jdw-] h  jdw  =  j div  +  j dw  +■■■+  jdw 

für  jedes  Integral  erster  Gattung  erfüllt  ist.  Hierbei  setzen  wir 
r  ■{■  l>p  voraus,  weil  im  Falle  r-'rl=p  die  Punkte  ^;  mit  den  D,- 


y  Google 


686  Biebenuttddreifsigste  Vorlesung. 

identisch  werden.  Nach  den  Ausfiihrungeu  des  §  3  läuft  dieses  Pro- 
blem darauf  hinaus,  eine  Funktion  6,  zu  finden,  welche  ein  Viel- 
faches Ton 

3)  "-a.?C,a,. 

ist;  diese  Funktion  ist,  solange  die  Punkte  &„,  Qj, . . .  D,.  allgemein 
sind,  bis  auf  eine  Kot^taute  eindeutig  bestimmt,  denn  man  kann  ja 
r  +  1  —  P  Primfaktoren  des  Nenners  gleich  ^„  und  die  übrigen  p 
nach  S.  318  so  annehmen,  dafs  die  Dimension  der  Klasse  von  Q 
gleich  Eins  ist.  Die  Lösung  könnte  dadurch  erfolgen,  dafs  man  die 
Torige  Recbnung  zweimal  hintereinander  durchführt,  nämlich  zuim,ch8t  p 
Hilfspunkte   'iR^,  3ig, . . .  3lp  aufsucht,  fär  welche 

D,  O,  D^  3f,  iR,  itp 

j dw  +  f  dw-i —  -f-  j dw+  f  dw+  f  dw-^---  ■[-  f  dw  =  0 
^1«  %,  'ß«  %,  ^ 

ist,  und  sodann  zu  diesen  wieder  die  Punkte  1[Ji,  ^^i  ■  ■  ■  ^-P))  ^o  be- 
stimmt, dafs 


ß' 


dw-\-'--+  fdw+  fäw-i----+  fdivi^O 


ist;  durch  Subtraktion  beider  Kongruenzen  fallen  dann  die  Integrale 
mit  den  Grenzen  tfi,  heraus,  und  es  ergiebt  sich  alsdann  die  gesuchte 
Relation  (2). 

Einfacher   und   natürlicher   ist   es   aber,   eine  direkte  Lösung  mit 
Hilfe  der  auf  S.  582  aufgestellten  und  vielfach  benutzten  Funktion 

9  (^,  ¥)  =  J^^— ti-^J^_+^         " 

zu  suchen.  Fixieren  wir  hier  den  Punkt  ^  =  0i  und  beti-achten  ^ 
als  veränderlich,  so  ist  der  zugeordnete  Divisor  nach  (5)  auf  S.  584 
Yon  der  Form  -^ 


wo  @  einen  ganzen  Divisor  bedeutet,  die  Funktion  wird  also  aufser 
in  di  nur  noch  in  ^^  unendlich.  Wir  wollen  jetzt,  da  wir  hier  die 
konjugierten  GrÖfsen  nicht  mehr  zu  unterscheiden  brauchen,  die  Werte 
der  Funktionen  »jW  und  s  für  einen  Punkt  Süj  kurz  durch 

bezeichnen,  und  bilden  so  die  r  -f  1  Funktionen 
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Man  kann  nämlich  ron  jeder  Punktion,  welche  ein  Vielfaches  des 
Divisoi-s  Ö  in  (3)  iat,  eine  Summe 

5)    S=C,e(Oo,^)  +  Oi0(öi,^)-|-C,9(Ds.?)+-'-+a0(Oo?) 
80  abziehen,  dafs  die  Pole  £l„,  £1^,  Q^i  ■  ■  ■  Q/-  ™.  Fortfall  kommen,  die 
Differenz   also   eine   Punktion   des   Ideals  /(l)  und  somit  bei  Wieder- 
aufnahme der  Bezeichnungen  der  zweiunddreiTsigsten  Vorlesung  (S.  565) 
Ton  der  Form 

iat,  wo  «0,  M^, . .  .  ii„—i  ganze  Punktionen  von  s  sind.  Daher  ist  die 
gesuchte  Funktion 

5a)  9.  =  S  +  |, 

and  es  sind  hier  die  r  + 1  Konstanten  d  und  die  n  ganzen  Funktionen  U/,  so 
zu  bestimmen,  dafs  0^  in  $„  nicht  unendlich  wird,  sondern  mindestens 
die  Ordnungszahl  r  —  p  +  1  hat.  Fafst  man  aber  in  8  die  Koeffi- 
zienten desselben  Gliedes  ^*'''  zusammen,  so  kann  man  0r  in  die  Form 
setzen: 

6)  e.  =  Bo^W  +  iäi|W  +  ■■■+  ü^-il«"-'), 
worin  der  Koeffizient 

7)  B«  =  M*  ~  i~r  -  ^ri^J TZT    (''^'»'^'^.■■■"-i^ 

und  somit  eine  rationale  Funktion  von  s  ist.  Da  nun  das  Fundamental- 
system  |'"',  |(*i, . .  .  ^t"-!)  für  die  Stelle  {s  —  oo)  normal  ist,  so  ist  nach 
dem  Satze  auf  S.  168  hierzu  erforderlich  und  hinreichend,  dafs  die 
Ordnungszahl  jedes  einzelnen  der  n  Glieder  der  Summe 

in  ^^  positiv  und  ^  r  —  p  +  1  ist.  Da  femer  die  Oi-dnungszahlen 
der  Elemente  |l'')  NuU  oder  negativ  sind,  so  müssen  auch  diejenigen 
der  rationalen  Punktionen  Et  oberhalb  gewisser  noch  zu  bestimmender 
positiver  Grenzen  liegen,  und  wenn  man  also  Mk  nach  Potenzen 
von  —  entwickelt,  so  müssen  alle  Potenzen  mit  negativem  oder  ver- 
schwindendem Exponenten  und  überdies  noch  eine  gewisse  Anzahl  von 
Potenzen  mit  positivem  Exponenten  fortfallen.  Da  nun  in  der  Glei- 
chung (7)  der  erste  Teil  u,,  bei  der  Entwickelung  nur  Glieder  der 
ersten,  die  darauf  folgende  Summe  nur  solche  der  zweiten  Art  liefert, 
so  mufa  zunächst 

7a)  Ma  =  0,     also     g  =  0 

sein,  und  es  brauchen  also  nuir  noch  die  »■  +  1  Konstanten  0,-  der 
obigen  Forderung  gemäfs  bestimmt  zu  werden. 
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Bezeiehnen  wir  nun  die  Ordnungszahl  der  rationalen  Funktion  B;, 
für  die  Stelle  {s  =•  oo)  im  Körper  K{z)  mit  i5;„  so  liat  dieselbe  Punlt- 
tion  in  dem  algebraisclien  Körper  K{z,  ii)  für  ^^  die  Ordnungszahl  Si,n, 
und  da  ^''>  nach  S.  565  ebendaselbst  die  Oi'dnungszahl  --  [i?,  n  —  h 
besitzt,  30  ergiebt  sieh  die  des  Produktes  i?;,  ^*'''  gleich 

und   es   mufs   also   für   ö),  die  kleinste  ganze  Zahl  genommen  werden, 

welche  der  Ungleichung 

8)  (S,,  —  II,.)  n  —  h'^r  —  p  +  1     (fe  =  o,l,a,. . .  m-i) 

genügt.     Um  hieraus  S,,  zu  ermitteln,  setzen  wir 

8  a)  r— p  +  l=gn  —  0, 

wo  g   ganz   und   positiv   und  ^  eine  der  Zahlen  0,  1 ,  2,  ,,.)*  —  1   ist; 

dann  mufs  also 

8b)       (g  +  l)  n  ~  Q  >  (dl,  —  (ii.)  n  ~  h^gn  -  Q     (;(  =  0,  J,2,., .  »-1) 

sein.     Durch  diese  Ungleichung  wird  die  Zahl  ä,,  eindeutig  bestimmt; 
ist  nilmlieh  h  <^  q,  also  h  —  q  nicht  positiv,  so  finden  wir 


9  a)  Si,  —  (t;,  =  y 

ist  aber  /t  >  j),  also  h  —  q  positiv,  so 
9b)  tf,_^,  =  3  +  i 

und  wir  erhalten  somit  die  Gleichungen 


(."<,'), 


10) 


-Co 


».-l-(l,_,  —  9  +  1. 


Addiert  man  dieselben,  so  ergiebt  sich,  da  ila«li(3)aufS.5G7  ^(i/,=i>  ist: 
V  «J/,  —  j)  =  W(/  +  K  —  ()  —  1  =  (r  ~ß  +  1)  ~h  (w  -  1), 


und  es  ist  also 
11) 


^ft-l)-' 


y  Google 


§  5,    Das  Eweite  Eeduktioasproblem.  689 

Entwickeln   wir  jetzt  E,,   nach   Potenzen   yon  —>  so   finden   wir 
nach  (7)  und  (7  a): 

-  E,  =  yV  ^i  ^if  +  ^2  ^'  ^'  ^'^^'^  '^  ^2  ^'  ^' '''"  ■*"""' 

'~  ~  '        (/i  =  0,l,2,...  Jt-l), 

und  hier  müssen  die  Koeffiaienten  Ton 

Yerschwinden;  wir  erhalten  also  aus  jeder  der  obigen  Reihenentwicke- 
lungen 5,,  — 1,  aus  allen  zusammen  also  zufolge  der  Formel  (11)  gerade 
r  lineare  Gleichungen 

^  -Z      '    '    ^'    ^  (,1^  =  0,1,2,..,  ö,,-3j' 

durch   diese   werden  die  j  +  1  Koeffizienten  Tg,  (^^  C  ,    wenigstens 

solange  die  Punkte  Q  unbestimmt  bleiben,  ibtfpsehen  ^on  einem 
Proportionalititsfiktoi,  eindeutig  bestimmt 

Um  die  Fomi  dei  linearen  Gleichunj^en  nj(li  genauei  festzustellen, 
berücksichtigen  wii,  difs  nach  den  Eigebnissen  dei  Mteiunddieilsigsten 
Vorlesung  jedes  Integral  der  Form 


=//.,.«. 


entweder  von  der  ersten  oder  ein  Elementarintegral  zweiter  Gattung  mit 
dem  Pole  ^^,  also  t'=s  ''ij  ein  Integrand  erster  oder  zweiter  Gattung 
ist.  In  jeder  der  Gleichungen  (12)  tritt  nun  ein  bestimmter  derartiger 
Integrand  t'  auf,  und  dieser  ist  für  alle  Punkte  Cl,,,  D^ , .  .  .  Q^  zu 
bilden,  so  dafs  die  Gleichung  die  Form  erhält: 

Cor'(D,)  +  Ciir'(0,)  +  C^r'(£l,)  +  ---+  G.r' (^r)  =  0; 
man  kann  aber  auch,   da  es  hier  überall  nur  auf  die  Verhältnisse  der 
Konstanten   C  ankommt,   den   Integranden  t'(0)   geradezu   durch  das 
Differential  (?t(0)  ersetzen. 

Kun  erscheinen  in  den  r  Gleichungen  (12)  zufolge  der  Tabelle  (7) 
auf  S.  569  stets  die  sämthehen  p  Integranden  erster  Gattung,  weil  g 
positiv,  also  S/,  mindestens  gleich  ftj  4-  1  ist,  und  damit  sind  die  sämt- 
lichen Gleichungen  (12)  auch  erschöpft,  wenn  r=p  ist.  Ist  aber 
»■  >  jp,  so  treten  überdies  noch  einige  Integranden  zweiter  Gattung 
hinzu,  nämlich  diejenigen,  für  welche 

h  ^  (ih 
ist.     Setzen  wir  aber  für  diese 

Hensol  u.  Londaberg,  Algcliraisglio  l'ucklionon  >,t<^.  44 
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zeigen,   dafa   die  Ordnungazalil   des   zugehörigen 


ß 


.^A+ftJ*) 


ÖS 


stets  unterhalb  der  Grenze  r  —p  +  1  bleibt.    Denn  nach  Gleichuug  (8) 
auf  S.  670  wird  ein  solches  Integral  in  der  Ordnung 
nß,.  +  (n-h)  <n{di-l-^k)  -  h, 
unendlich,  und  diese  Zahl  ist  nach  der  Ungleichung  (8b)  kleiner  als 

gn  —  ff^r— p-i-  1. 
Andererseits  ist  die  Anzahl  aller  Integrale,  für  welche  ^^  ein  Pol 
höchstens  von  der  Ordnung  r—p  ist,  gerade  gleich  r,  and  folglich 
sind  die  Punktionen,  welche  in  den  r  Gleichungen  (12)  auftreten, 
gerade  die  Differentialquotienten  der  sämtlichen  linear  unabhängigen 
Integrale  erster  und  zweiter  Gattung,  für  welche  $^  höchstens  ein 
Pol  Ton  (r—p)*^'^  Ordnung  wird. 

Bezeichnen  wir  also  jetzt  ein  beliebiges  Pundamentalsystem  für 
die  Integrale  zweiter  Gattung,  welche  nur  in  ^^  und  höchstens  in  der 
(r—p)"'"  Ordnung  unendlich  werden,  mit 


so  lassen  sich  die  Gleichungen  (12)  auch  einfacher  so  schreiben: 
12a)      C,t[,i^,)  +  0,r^(Cl,)  +  C,t'^i^)+---+G.x',{^r)-0 

die  Funktion  0^  in  (ö)  und  (5  a)   erhält  somit  die  folgende  endgiltige 
Gestalt: 

Ö{Do,^)    6(0,,  5ß)    e(Cl3,^)...e(£l,,5ß) 

<(Qo)         <(ö.)         <(0,)       ...ri(Q.) 

13)    e,(^)=  rKDo)  .  T^co     irKO,)    ...irKa) 
<(o„)      w(D,)      .';(0.)    ■■■4(a) 

Ist  insbesondere  r—p,  so  erhalten  wir,  wenn  tVi,w^,  .  .  .  t 
die  Integrale  erster  Gattung  bedeuten: 

9(0., sp)    «{£!„$)    9(0„ip)...e(0„ilä) 

»KO,)     »;{Q,)     »;(Q,)  ...»;(D,) 

13 a)     t,{f)-   „;(Dj)       ^(0J       „;(0,)    ...»;(a,) 


"im 


Q.) 


USX)   ...wi(a,) 
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diese  Funkbion,  welche  also  in  ^  + 1  wUlkürliclien  Punkten  Dq,  Qj  , . . .  Oj, 
unendlich  wird  und  in  1ß^  verschwindet,  nimmt  in  der  Weierstrafs sehen 
Theorie  der  ^gehraiachen  Funktionen  eine  grundlegende  Stellung  ein 
und  ist  mit  der  auf  S.  645  erwähnten  Funktion  H.{x,  y;  x',  y') 
identisch. 

Mit  der  Aufstellung  der  Funktion  6^  ist  die  am  Anfang  gestellte 
Aufgabe  im  wesentliehen  gelöst;  um  nämlich  jetzt  die  Punkte  ?ßj,  ^^i  ■  ■  -^p 
und  die  zugehörigen  Werte  |^,  £5, . . .  |p  von  s  zu  finden,  bilden  wir 
die  Norm  von  0^.  Diese  ist  eine  rationale  Funktion  Yon  s  mit  dem 
Nenner 

(^-«„)(2-«,)(s-«,)...(s~s,), 

welche  in  ^^  die  Ordnun^zahl  »■  —  jp  -|-  1  besitzt;  die  Ordnung  des 
Ehlers  G{d)  ist  also  «m  ebensoviel  Einheiten  kleiner  als  die  des 
Nenners,  und  somit  gleich  p.     Daher  erhalten  wir 

worin 

Q{z)  ^  Xl^v  +  x.^^zv-^  +  . . .  +  ;(j2  -}-  j,„ 

eine  ganze  Funktion  p'™  Grades  von  s  ist,  deren  Koeffizienten  be- 
stimmte Gröfsen  des  Körpers 

K{Sq,  itpi  %,  %; . . .  Sr,  u^ 

sind;  die  Wurzeln  von  G{i)  =  0  sind  die  gesuchten  Werte  ^j,  Ij, . . .  |p. 
Die  Lösung  der  Aufgabe  führt  also  schliefslich  ebenso,  wie  die  vorige, 
auf  eine  Gleichung  p'™  Grades,  deren  Koeffizienten  einem  gegebenen 
Eationalitätsb  er  eiche  angehören. 

In  den  Formeln  dieses  und  des  vorigen  Paragraphen  sind  die 
Gröfsen  (sj,«*)  und  die  zugehörigen  Punkte  D*  zunächst  als  Unbestimmte 
angesehen;  ihre  Anwendung  auf  spezielle  Wertsysteme  setzt  voraus, 
dafs  aJle  Divisoren  von  ungewöhnlichem  Verhalten  ausgeschlossen 
werden.  Die  Determinanten  (13)  dieses  und  (5)  des  vorigen  Para- 
graphen, auf  deren  Bildung  sich  die  Reehnmig  konzentriert,  werden 
z.  B.  illusorisch,  falls  D^  =  Da  ist,  der  gegebene  Divisor  also  gleiche 
Primfaktoren  erhält.  In  solchen  Fällen,  vor  allem  immer  dann,  wenn 
die  Addition  der  Abelschen  Integrale  zur  Multiplikation  wird,  müssen 
die  erhaltenen  Formeln  durch  andere  ersetzt  werden;  das  Prinzip  aher, 
das  zu  ihrer  Aufstellung  geführt  hatte,  bleibt  durchaus  bestehen. 
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Dnrcli  die  Auseinanderaetanngen  des  §  2  ist  festgestellt  worden, 
dafs  jedem  beliebigen  Divisor 


vermöge  der  p  Gleichimgen 


Ol  o. 

i       i 


H +  (ik  fdWi^v,     (i  =  1 


ein  Wertaystem  (v^,  »ä,  -  -  -  v^  zugeordnet  wird,  welches  nur  nacli  seinem 
Kongnienzwert  modulis  der  Perioden  m  Betracbt  kommt  und  dafs 
solchen  Divisoren,  welche  im  eigentlichen  Sinne  oder  auch  nur  in 
Bezug  auf  die  Klasse  P^  des  Primteilers  $^  äquivalent  sind,  kon- 
gruente Wertsysteme  entsprechen. 

Durch  die  letzten  Entwickelui^en  aber  bat  sich  ergeben,  dafs 
jeder  beliebige  Divisor  durch  eiuen  und  im  allgemeinen  nur  einen 
ganzen  Divisor  der  Ordnung  p 


das  System  (1)  also  durch 

?'      ?•  c' 

la)  läWi-\-  jdWi-\ 1-  IdWi^Vi         (»  =  1.2, ...j)) 

ersetzt  werden  kaan.  Wir  können  also  die  Untersuchung  auf  die 
ganzen  Divisoren  der  Ordnung  p  beschränken;  jeder  derselben 
konstituiert  aber  eine  Klasse,  deren  Dimension  nach  S.  318  im  all- 
gemeinen gleich  Eins  und  nur  dann  gröfser  als  Eins  ist,  wenn  @  in  einem 
ganzen  Differentialteiler  enthalten  ist;  es  entsprechen  also  verschiedenen 
Divisoren  @  und  &'  im  allgemeinen  auch  verschiedene  Wertsysteme  (vi) 
und  («J). 

Es  entsteht  jetzt  noch  die  Fn^e,  ob  umgekehrt  zu  jedem  Wert- 
system (c)  ein  ganzer  Divisor  ®  der  Ordnung  p  gefunden  werden 
kann,  so  dafs  die  Gleichungen  (la)  erfüllt  sind;  ist  dies  aber  der  Fall, 
so  ist  nach  unseren  Ergebnissen  das  Punktsystem  ^i,  ^g, . . .  ?ßj,  im 
allgemeinen  auch  eindeutig  bestimmt.  Das  so  sich  ergebende  Pro- 
blem heifst  das  Jaeobiache  TJmkehrproblem  und  bildet  die  natur- 
gemäfse  Veral^emeinerung  des  Umkehr  prob  lems  der  elliptischen 
Integrale;  denn  dieses  besteht  ja  darin,  aus  der  Gleichung 
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/  dw  ^  V     (modd.  ro^,  cog) 

die  GröfBen  des  Körpers  K{^,u),  welche  sämtlich  eindeutige  Funktionen 
von  ^  sindj  als  Funktionen  von  v  darzustellen;  wie  dieses  auf  die 
eUiptiechen,  so  führt  das  allgemeinere  Problem  auf  die  sogenannten 
Abelschen  Funktionen. 

Die  Antwort  auf  die  eben  gestellte  Frage  fällt  bejahend  aus;  der 
Beweis  erfolgt  entweder  durch  direkte  Integration  des  Systems  von 
Differentials 


Ib)  dWi{f^)  +  dWi(%)  +■■■+  äWi(%)  =  dVi     (i  =  i, a, . .  .p), 

welches  ja  mit  dem  System  (I  a)  im  wesentlichen  gleichwertig  ist,  oder 
durch  Aufstellung  und  Benutzung  der  sogenannten  Jacobischen  oder 
Thetafunktion  von  p  Variabein  v^,  v^,  -  ■  ■  Vp.  Die  Ausführung  dieser 
Untersuchung  liegt  aber  aufs  erhalb  der  Grenzen  des  vorliegenden 
Werkes;  dieses  soll  vielmehr  mit  der  Einordnung  des  transeendenten 
TJmkehrproblems  in  den  Bereich  der  algebraischen 
seinen  Abschlufs  finden, 
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(Anhang.) 

Die  tistorische  Entwickelung  der  Tteorie,  —  Abels  und  Jacobis  Untersuchungen 
und  das  Umkehrproblem.  —  Cauchys  und  Puiseus'  UnterBncliung  über  den  Wert- 
Verlauf  der  Funktion,  —  Riemanns  Theorie  der  Abelschen  Funktionen.  —  Moderne 
Theorieen.  —  Die  funktionentbeoiretiacho  Methode  yon  Weieratrafs.  —  Die  geo- 
metrischen Methoden  von  Clebseh  und  Gordan,  Brill  und  Noether.  —  Die  arithme- 
tische Methode  von  Dedekind  und  Weber. 

§  1- 

Wir  halten  nunmehr,  am  Ziele  angelan^  Umschau  m  dem  Ge 
biete,  das  sich  jetzt  frei  vor  unseren  Augen  auslneitöt,  ^md  vertjleichen 
hierbei  auch  den  Weg,  der  uns  hin<iugefuhit  liit,  mit  den  andeipn 
Wegen,  welche,  im  Ausgangspunkte  und  mi  Veilaufe  von  dem  unsiigen 
Terschieden,  doch  in  ihrem  Abschlüsse  mit  ihm  zusamnientiefteu 
Nicht  um  eine  ins  einzelne  gehende  Duichmusterang  der  Teischiedenen 
Teilgebiete  und  der  sie  beherrschenden  Haupttheoreme  soll  es  sich  bei 
dieaem  Rundblicke  handeln,  da  hierüber  die  vorhandenen  umfangreichen 
Referate  Aufschlnfs  geben*);  vielmehr  gebt  unsere  Absicht  nur  dahin, 
in  der  nachfolgenden  bistorisehen  Skizze  die  sehr  verschiedenartigen 
Methoden,  welche  zur  Erforschung  der  allgemeinen  Eigenschaften  der 
algebraischen  Fimktionen  in  Anwendung  gebracht  worden  sind,  hin- 
sichtlieb ihres  Ursprunges,  ihrer  Strenge  und  ihrer  Tragweite  zu 
charakteri  sier  en . 

Die  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  ist,  wenn  man  darunter 
die  Untersuchung  spezieUer  Funktionsklassen  versteht,  ebenso  alt  wie 
die  der  algebraischen  Eui-ven,  und  einzelne  später  zu  umfassender  Be- 
deutung gelangende  Begriffsbildungen  lassen  sich  in  ihren  Quellen  bis 
zu  den  Zeiten  Descartes'  und  der  Erfindung  der  analytisch-geometrischen 
Methode   verfolgen.     Insofern   es   sich  aber  um  die  Ergriindung  völlig 

*)  1,  A.  Brill  mid  M.  Noether,  Die  Entwickelung  der  Theorie  der  alge- 
braischen Funktionen  in  älterer  und  neuerer  Zeit,  Jahresber.  d.  Deutsch.  Mathem.- 
Vereinigung,  Bd.  3,  Berlin  1894  S.  107—666. 

2   Enejklopadie  der  Mathematischen  Wissenschaften.   Leipzig  1901  und  1903. 
IIB2.  Algebraische  Funktionen  und  ihre  Integrale,  von  W.  Wirtinger. 

S.  115— 175. 
n B 2 a.    Arithmetische    Theorie    der    algebraischen    Funktionen,     von 
K.  Hansel. 
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allgemeiner,  das  ganze  Gebiet  beherrscheBiier  Gesetze  handelt,  ist  als 
önmdatein  der  Tlieorie  ohne  Zweifel  das  groiee  Theorem  von  Abel 
zn  bezeiclmen,  welches  ia  unserer  Daratellung  den  Absehlnfs  der  Unter- 
sncbung  gebildet  hat. 

Vor  der  ÄufsteUnng  dieses  Fundamentalsatzes  (1826 — 29),  welche 
zeitlich  mit  der  Begründung  der  Lehre  von  den  elliptischen  Punktionen 
zusammenfiel,  hatte  man  den  Begriff  der  algebraischen  Funktion  in  der 
heute  geltenden  allgemeinsten  Bedeutung  des  Wortes  nur  gelegentlich  an- 
gewendet, den  des  Integrals  einer  algebraischen  Funktion  aber  über- 
haupt nur  in  seiner  Beschränkung  auf  den  rationalen,  elliptischen  oder 
hjpereUiptischen  Fall  gekannt.  Durch  Abels  Entdeckung  aber  ward 
bewiesen,  dafs  auch  behebige  Integrale  algebraischer  Funktionen  ganz 
ebenso  wie  die  schon  vorher  imtersuchten  trigonometrischen  und 
elKptischen  ein  Additionstlieorem  besitzen;  hierdurch  erst  ward  es 
offenbar,  dafs  die  Erhebung  der  Betrachtungsweise  zu  der  von  Abel 
angenommenen  Allgemeinheit  den  Begriff  der  algebraischen  Funktion 
und  des  Integrals  einer  solchen  nicht  soweit  verflüchtigte,  dafs  er  nicht 
noch  charakteristische  Eigenschaften  von  umfassendster  Geltung  behielt. 
Da  sich  aber  andererseits  durch  den  Geditnken  der  Umkehmng  der 
elliptischen  Integrale  das  neue  und  ergebnisreiche  Gebiet  der  eUiptiachen 
Funktionen  erschlossen  hatte,  so  erwuchs  aus  Abels  Theoreme  die  Auf- 
forderung, ähnliche  Methoden  auch  für  den  allgemeinen  Fall  anwendungs- 
fahig  zu  machen.  Die  reifliche  Prüfung  der  hier  sich  einstellenden 
Schwierigkeiten  führte  Jacobi  durch  eine  Art  Intuition  bereits  zur 
Formuherung  des  Umkehrprobleras  (1832),  und  durch  die  Lösung  dieses 
Problems  für  hyperelliptische  Integrale  vom  Geschlechte  zwei,  welche 
Göpel  und  Ilosenhain  (1847)  bewältigten,  wurde  die  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Methoden  in  Evidenz  gesetzt.  So  fügte  es  sich,  dals  die 
transcendente  Fragestellung  zu  eiaer  Zeit  bereits  in  den  Vordergrund 
der  Untersuchung  trat,  in  welcher  eiu  Einblick  in  das  elementare 
Gebiet  der  algebraischen  Funktionen,  aus  dem  die  transcendenten 
hervorgehen,  noch  nicht  gewonnen  war. 

Die  unerläfalichste  Voraussetzung  jedes  weiteren  Fortsehrittes  in 
diesen  Fragen  war*die  Erforschung  der  Wertverändemng,  welche  etae 
algebraische  Funktion  erfährt,  wenn  die  unabhängige  Veränderliche 
einen  beliebigen  geschlossenen  Weg  in  der  komplexen  Zahlenebene 
zurücklegt.  Dieses  Problem  ward  von  Cauchy  mit  den  Hilfsniitteln 
der  damals  neu  entstehenden  Theorie  der  Funktionen  einer  komplexen 
Variabelen  in  Angriff  genommen  und  von  Pniseux,  der  auf  den  von 
Cauchy  geschaffenen  Grundlagen  weiterb  ante,  zu  einem  vorläufigen 
Abschlüsse  gebracht  (1850).     Puiseux  vor  allem  gelangte  zuerst  durch 
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Verfolgung  der  WertTeränderung  algebraischer  Funktionen  bei  einem 
Umlaufe  der  tmabhängigea  Variabeln  zu  eiaem  tieferen  Verständnis  ihrer 
Mehrdeutigkeit;  er  betrachtet  ihre  ßeihenentwickelungen  in  der  Um- 
gebung regulärer  und  kritischer  Stellen  und  wendet  zu  deren  Aufstellung 
das  schon  von  Newton  eingeführte  Diagramm  an;  er  geht  endlich  auf 
Grund  der  gewonnenen  Erkenntnisse  an  die  allgemeine  Untersuchung 
der  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  heran,  freilich  ohne  hier  zu 
einer  vollständigen  Grrnppierung  der  Perioden  gelangen  zu  können.*) 
Unter  den  von  Puiseux  geschaffenen  Hilfsmitteln  ist  es  vor  allem 
die  Methode  des  Diagramms,  welche  zu  bleibender  Bedeutung  gelangt 
und  wie  in  zahlreichen  späteren  Untersuchungen,  so  auch  in  der  hier 
gegebenen  Darstellung  wirksam  wird.  Es  mag  aber  an  dieser  Stelle 
hervorgehoben  werden,  dafs  zwischen  der  Anwendung  des  Diagramms 
dort  und  hier  doch  auch  einige  wesentliche  Unterschiede  bestehen, 
welche  der  Hauptsache  nach  in  zwei  charakteristischen  Abweichungen 
ihren  Ausdruck  finden.  Erstens  setzt  Puiseux:  die  Existenz  der  Reihen- 
entwickelungen auf  Grund  der  allgemeinen  Ergebnisse  der  Cauchyschen 
Funktionen theorie  bereits  als  gegeben  voraus  und  benutzt  das  Diagramm 
nur  zur  Feststellung  ihrer  Exponenten  und  Koeffizienten,  während 
dasselbe  hier  als  durch^ngiges  und  methodisches  Hilfsmittel  ausgebildet 
und  als  ausreichend  zur  Beantwortung  aller  auftretenden  Fragen  er- 
wiesen wird.  Zweitens  aber  imterscheiden  sich  auch  die  angewendeten 
Diagramme  selbst  voneinander,  insofern  bei  uns  das  vollständige  Polygon 
konstruiert  wird,  welches  zur  Aufstellung  aller  für  eine  gegebene 
Stelle  (^  ^=  a)  geltenden  Reihenentwickelungen  erforderlich  ist;  in  der 
Untersuchung  Puiseux'  hingegen  kommt  nur  der  aufsteigende  Teil 
dieses  Polygons  zum  Vorschein,  und  es  kann  also  der  Regel  nach  mit 
seiner  Hilfe  nur  ein  Teil  jener  Reihenentwickelungen  erhalten  werden. 


Die  beiden  freiliegenden  Fäden,  welche  aus  den  Arbeiten  von 
Abel  und  Jacobi  einerseits,  von  Cauchy  und  Puiseux  andererseits 
hervorgegangen  waren,  finden  sich  in  der  Schöpfung  Bernhard  Rie- 
raanne  zu  einem  einzigen  Gewebe  vereinigt  und  durch  IdeenbÜdungen 
TÖUig    originalen    Gepräges    ausgestaltet.     Durch    seine    durchaus    auf 

*)  ilvariste  Galois,  der  Entdecker  des  Gruppenprindpea  in  der  Gleicliungs- 
theorie,  hat  in  dem.  berülimten,  am  Vorabende  seines  Todes  gesdirielienen  Briefe 
auch  einige  Sätze  über  Äbelache  Integrale  angegeben,  welche  diese  PeriodiziiätB- 
nuteranohnngen  Puiseux'  Überholen  und  einige  Resultate  Biemaona  aaticipieren 
(Revue  encjclopödique,  September  1832;  Liouv.Joum.Bd.il,  [1846],  S.  412  — 414); 
dieselheu  haben  aber  auf  die  Entwickelung  unsei'er  Disaiplin  keiueu  Einflufa 
ausgeübt. 
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trauBcemJenter  Grimdlage  mhende  Theorie  der  Atelsclieii  Fuattionen  (1857) 
werden  auch  die  Gesetze,  TOn  denen  daa  elementarere  Gebiet  der  alge- 
braischen Fuabtionen  heherrseht  wird,  so  Tollständig  enthüllt,  daCs  die 
hier  zu  erlangenden  Hauptresultate  sich  entweder  geradezu  in  Riemarms 
klassischer  Abhandlung  vorfinden  oder  wenigstens  mit  Hufe  der  da- 
selbst eingeführten  Methoden  abgeleitet  werden  können. 

Aus  der  FüUe  der  gewonnenen  Ergebnisse  mögen  nur  die 
aller weseutliehsten  hervorgehoben  werden,  welche  sich  hier  zuerst 
finden  und  für  alle  Zukunft  von  bleibender  Bedeutung  sind.  Wahrend 
Pxdseux  in  der  Untersuchiong  der  Änderung  der  algebraischen  Funk- 
tionen bei  den  TJm^uien  der  unabhängigen  Variabehi  stehen  bleibt,  tritt 
hier  an  die  Stelle  dieser  Betrachtung  die  Lelire  von  der  Riemannsohen 
Fläche,  auf  welcher  der  ganze  "Wertvorrat  der  Funktion  vollständig  und 
übersichtlich  ausgebreitet  erscheint  und  durch  deren  Zusammenhangs- 
eigenschaften die  Frage  nach  der  Periodizität  der  Abekchen  Integrale 
entschieden  wird.  Hieraus  ergiebt  sich  auch  die  Einführung  des 
Geschlechtsbegriffes,  die  Klassifikation  der  Integrale  in  die  drei  Gattungen 
nach  ihren  Unstetigkeitseigenschaften,  ihre  Bestimmung  durch  Angabe 
eines  Teils  ihrer  Perioden  und  die  Zurückftthrung  der  Funktionen  des 
Körpers  auf  die  mit  einfacheren  Eigenschaften  versehenen  Integrale 
(ygl.  S.  369).  Schhefslich  ist  Riemann  auch  das  Priuzip  der  hirationalen 
Transformation  eigentümlich,  durch  welches  die  ineinander  überführ- 
baren Gebilde  in  eine  Klasse  vereinigt  werden  und  die  nicht  nur  für 
die  Algebra,  sondern  namentlich  auch  für  das  Umkelirproblem  wichtige 
Frage  nach  der  Zahl  und  der  Beschaffenheit  der  für  die  Klasse 
charakteristischen  Moduln  gestellt  wird. 

Trotz  aller  dieser  Vorzüge,  deren  Bedeutung  und  Wirksamkeit 
nicht  hoch  genug  angeschlagen  werden  kann,  darf  Riemanns  Unter- 
suchung, soweit  es  sich  um  die  Lehre  Ton  den  algebraischen  Funktionen 
handelt,  nur  als  ein  künstUcher  Ersatz  einer  natürlichen  Theorie  an- 
gesehen werden.  Um  die  Berechtigung  dieser  Behauptung  zu  erweisen, 
müssen  wir  bis  auf  die  Quelle  der  Riemannschen  Methode  zurückgehen. 
Für  die  umfassende  Denkweise  Riemanns  ist  weder  die  Theorie 
der  algebraischen,  noch  auch  die  der  aus  ihnen  hervorgehenden  trans- 
cendenten  Funktionen  Selbstzweck  der  Untersuchung,  Sein  Ziel  ist 
vielmehr  die  Aufstellung  eines  völlig  allgemeinen  Prinzipes  zur  Be- 
stimmung analytischer  Funktionen  durch  ein  vollständiges,  aber  möglichst 
kleines  System  Ton  Unstetigkeits-  und  Grenzbedingungen,  ähnlich  wie 
es  Dirichlet  für  die  Potentialfunktion  aufgestellt  hatte;  die  von  ihm 
ausgeführten  Untersuchungen  dienen  nur  als  spezielle  Beispiele  für  den 
Nachweis  der  Fruchtbarkeit  der  allgemeinen  Methode.    Zur  Erreichung 
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dieses  Zieles  geht  Riematm  TOn  der  konformen  Abbildung  der  Flächen 
aus,  welche  durch  die  Funktionen  einer  komplexen  Variabein  ver- 
mittelt wird,  und  erweitert  ein  von  Gauss  und  Dirichlet  in  der 
Potentialtheorie  angewendetes  Prinzip  so,  dafs  es  zur  C 
analytischer  Funktionen,  also  beispielsweise  auch  zur  eindeutig« 
Stimmung  Abelseher  Integrale  brauchbar  wird.  Die 
Dirichletsche  Prinzip  ist  aber  in  der  einfachen,  von  Kiemann  her- 
rührenden Form  als  anstreng  erkannt,  in  derjenigen  Gestalt  hinwiederum, 
in  welcher  es  den  heutigen  Anforderungen  der  Wissenschaft  genügt, 
weit  davon  entfernt,  einfach  zu  sein,  weil  es  umständliche  Grenz- 
prozesse zu  seinem  Nachweise  erfordert.  Es  kann  daher  keinem  Zweifel 
unterliegen,  dafs  das  Prinzip,  so  wertvoll  es  für  die  Beherrschung 
höherer  Punktionsklassen  ist,  doch  in  einem  elementaren  und  direkter 
Untersuchung  zugänglichen  Wissenszweige  keinen  Platz  verdient. 
Hieraus  ergieht  sich  vor  allem  das  neue  und  bei  Eiemann  ungelöste 
Problem,  die  Integrale  der  drei  Gattungen,  deren  Existenz  durch  das 
Dirichletsche  Prinzip  erwiesen  wird,  mit  Hilfe  rein  algebraischer 
Methoden  auch  wirklich  aufzustellen. 

Mit  dem  eben  erörterten  Übelstande  hängt  ein  zweiter,  nicht 
minder  wesentlicher  eng  zusammen.  In  der  Theorie  Uiemanns  er- 
scheinen, ihrem  transcendenten  Ursprung  entsprechend,  die  Abelachen 
Integrale  überall  als  das  prius;  die  Funktionen  des  Körpers,  welche 
doch  scbliefslich  das  primitive  Objekt  der  Untersuchung  sind,  werden 
aus  jenen  abgeleitet,  ihre  Existenz  also  ebenfalls  nur  erschlossen. 
Daher  kommt  es,  dafs  die  ausschliefsliche  Anwendung  der  E,iemann- 
schen  Prinzipien  überall  da,  wo  es  sich  um  Ergründung  rein  alge- 
braischer Gesetze  oder  um  die  Bildung  der  in  ihrer  Existenz  erwiesenen 
Funktionen  handelt,  schwerfällig  und  künstlich  wird,  wenn  sie  nicht 
geradezu  versagt.  Diese  Behauptung  haben  wir  an  dem  Beispiele  des 
Eiemano-Rochschen  Satzes  in  ausführlichem  Zusammenhange  begründet 
(§  3  der  zweiundzwanzigsten  Vorlesung),  und  sie  liefse  sich  auch  an 
anderen  Stellen  in  gleicher  Weise  bestätigen. 

Fassen  wir  also  die  historischen  Darlegungen  dieses  und  des  vorigen 
Abschnittes  zusammen,  so  hat  sich  ergeben,  dafs  die  Fundamentalsätze 
unserer  Theorie  erst  im  Zusammenhange  mit  höheren  Problemen  und 
demgemäfs  auch  zunächst  mit  transcendenten  Methoden  erworben 
worden  sind  und  dafs  die  Methodik  der  Algebra  weit  hinter  der  der 
Analysis  zurückblieb.  Es  bleibt  daher  jetzt  noch  zu  erörtern,  welche 
Schwierigkeiten  einer  elementaren  und  rein  algebraischen  Untersuchung 
entgegenstanden  und  auf  welchen  Wegen  ihre  Überwindung  ; 
werden  konnte. 
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§3. 
Zur  BegrÜtidung  einer  elementaren  Theorie  der  algebraischen  Funk- 
tionen bieten  sich  im  wesenthchen  drei  verschiedene  Wege  dar,  welche 
kurz,  wenn  auch  nicht  ganz  voUst'ändig  als  die  funktionentheoretische, 
die  geometrische  und  die  arithmetisclie  Methode  bezeichnet  werden  könaen. 
Die   erste  Ton   diesen  Methoden   ist   von  Weierstrafs  in  engem 
Anschluls  an  seine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Funktionen  aus- 
gebildet und  itt  Vorlesungen  (1869 — 80)  ausführlich  entwickelt  worden.  Sie 
legt  daher,  ebenso  wie  diehier  vorgetragene  Darstellung,  als  Fundament 
die    Lehre    von   der   Eeihenentwickelung   und   der   analytischen  Fort- 
setzbarkeit   der   algebraischen  Funktionen   zu  Grunde  und  gelangt  auf 
diesem   Fundamente   durch  rein  algebraische  Konstruktionen   zu  einer 
vollständigen    Durchdringung    der    das    ganze    Gebiet    beherrschenden 
Gesetze.     Sie   unterscheidet  sich  andererseits   von   der  unsrigen  aufser 
durch   die  Durchführung  im   einzehien   auch  in  prinzipieller  Hinsicht 
durch  Verzicht  auf  die  Anwendung  der  Riemannschen  Fläche  und  die 
Lehre  von  den  Divisoren,  sowie  auf  alle  die  Hilfsmittel,  welche  durch 
diese   Grundbegriffe   an  die  Hand  gegeben  werden.     Ein   genauer  Ein- 
blick  in   den   Weierstrafsschen    Ideengang,    der   bisher   nur  mittelbar 
oder   auszugsweise   bekannt   geworden    ist,    ist    erst    möglich,    sobald 
die   in   Aussicht   gestellte  Veröffentlichung  jener   Vorlesungen   erfolgt 
ist;    aus    diesem    Grunde    mnfs    eine    eingehendere   Vergleichung    der 
Äinliehkeiten  und  Verschiedenheiten  beider  Theorien,  welche  in  vieler 
Beziehung  interessant  sein  würde,  vorläufig  noch  hinausgeschoben  werden. 
Die  geometrische  Methode,  welche  von  der  Theorie  der  algebraischen 
Kurven  ausgeht,  ist  zuerst  von  Clebseh  und  Gordan  noch  in  engem 
Anschlufs  an  Eiemanns  Untersuchungen  ausgebildet  worden  (1863—66), 
und  ihr  Verdienst   ist  es  vor  allem,  die  Überaus   grofse  Fruchtbarkeit 
der  neuen  Anschauungen  für  die  Lehre  von  den  höheren  algebraischen 
Kurven  aufgedeckt  zu  haben;  späterhin  haben  aber  Brill  und  Noether 
auch   den   Zusammenhang    mit    den   transcendenten    Begriffsbildungen 
völlig   gelöst   und   so   eine   selbständige   und   elementare   Theorie    der 
algebraischen  Funktionen  entwickelt  (seit  1871).    Dieselbe  geht  von  den 
in  der  analytischen  Geometrie  hergeleiteten  Schnittpunktsätzen  der  Kurven 
aus,  nach  welchen,  wenn  eine  Kurve  f{x,  j/)  =  0  durch  den  Schnitt  der 
Kurven  9D (a:,  j/)  =  0  und  ip(x,y)  =  0  hindurchgeht,  eine  Identitäit  der  Form 

f{^,  y)^9  (iC;  y)  9  {x,  y)  +  ^  (x,  y)  t  (x,  y) 

besteht,  wo  auch  g  und  h  ganze  Funktionen  von  x  und  y  sind.  Es 
werden  mm,  da  diese  Identität  zunächst  nur  für  den  Fall  einfacher 
Schnittpunkte  der  beiden  Kurven  tp  =  0  und  i(i  =  0   erweisbar  ist,   in 


y  Google 


700  Äohtunddreirsigate  Vorlesung. 

dem  sogenannten  Noetherachen  Fundamentaltlieoreme  die  notwendigen 
nnd  hinreichenden  Bedingungen  fiir  ihre  allgemeine  Giltigkeit  anf- 
gesteUfc,  hierauf  wird  die  Lehre  von  der  Korresidualität  der  Pankt- 
gmppen  auf  der  Kurve  (vgl.  S.  434)  gegründet  und  aus  ihr  der 
Riemann-Hoclisclie  Satz  abgeleitet.  Der  Vorzug  dieser  Theorie  liegt 
vor  allem  in  der  Äneehauliehkeit  der  geometrischen  Vorstellungen, 
welche  vielfach  eine  üheraos  durchsichtige  Interpretation  der  zahlreich 
auftretenden  analytischen  Bildungen  gestatten. 

Dennoch  unterliegt  diese  Theorie  nach  unserer  Meinung,  soll  sie 
anderenfalls  nicht  in  wichtigen  Spezialfällen  versagen,  erlie))lichen 
Schwierigkeiten,  welche  mit  den  natürlichen  ihr  zur  Verfügung 
stehenden  Hilfsmitteln  nicht  völlig  zu  überwinden  sind.  Es  liegt  dies 
daran,  dafs  die  Möglichkeiten,  welche  beim  Schnitte  zweier  Kurven 
auftreten,  höchst  verwckelter  Natur  sein  können,  wenn  ein  Schnitt- 
punkt für  eine  oder  beide  Kurven  ein  singulärer  ist.  Die  genaue 
Bestimmung  der  Art  der  Singularität  und  der  Multiplizität  des  Schnittes 
kann  alsdann,  wie  wir  gesehen  haben,  nicht  aus  achlief slieh  durch 
Bildung  von  Diskriminanten  und  ßesnltanten  gewonnen  werden,  weil 
diese  nur  Normen  sind  und  darum  zur  Charakterisierung  der  hier  in 
Betracht  kommenden  Divisoren  nicht  ausreichen  (vgl.  S.  396),  sondern 
sie  erfordert  unter  allen  Umständen  die  Aufstellung  der  zugehörigen 
Reihenentwiekelungen  oder  eines  Äquivalentes  derselben,  durch  welches 
die  dem  Kurvenpunkte  entsprechenden  Punkte  der  Riemannschen  Flache 
voneinander  geachieden  und  ihre  Ordnungszahlen  festgestellt  werden. 
Zur  Vermeidung  dieser  Schwierigkeiten  gehen  die  Anhänger  der  rein 
geometrischen  Betrachtungsweise  von  gewissen  speziellen  Fällen  aus 
und  bedienen  sich  für  die  allgemeine  Untersuchung  des  Prinzips  der 
Auflösung  der  Singularitäten  mit  Hilfe  geeigneter  birationaler  Trans- 
formationen (vgl.  §§  1  und  2  der  viernndzwanzigsten  Vorlesur^).  Dann 
aber  bietet  wieder  der  Nachweis  der  Auflösbarkeit  der  Singularitäten 
und  der  hierbei  unzerstörbaren  invarianten  Begriffsbildungen  für  eine 
streike  und  ausnahmslos  giltige  Theorie  dieselben  Schwierigkeiten  wie 
jene  Bestimmung  der  Art  und  Ordnung  des  Kurvenschnittes;  hingegen 
kommen  diese  gänzlich  in  Fortfall,  wenn  man  so,  wie  das  hier  ge- 
schehen ist,  von  vornherein  den  geometrischen  BegrifEsbildungen  die 
entsprechenden  algebraischen  zur  Seite  stellt  und  durch  die  konsequente 
Benutzung  der  Divisoren  die  sichere  Basis  dieser  Untersuchung  schafft. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erörterung  der  dritten  Methode,  welche 
auf  arithmetischer  Grundlage  ruht  und  darum  im  Gange  der  historischen 
Entwickelung  am  spätesten  in  die  Erscheinung  getreten  ist  Vergleicht 
man  die  Eigenschaften  der  Elemente  eines  algebraischen  Körpers  K{s,  u) 
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mit  den  entsprechenden  der  Elemente  eines  rationalen  Körpers  K(z), 
so  haben  beide  Arten  von  Funktionen  das  Gemeinsame,  dafs  sie 
gleich,  viele  Null-  und  Unendlichkeitsstellen  besitzen;  sie  unterscheiden 
sich  aber  dadurch,  dafs  die  Nullpunkte  und  Pole  bei  den  rationalen 
Funktionen  willkürlich  angenommen  werden  dürfen,  hei  den  algebrai- 
schen in  gewisser  Weise  voneinander  abhängen.  Dieser  Unterschied 
ist  das  charakteristischeste  Merkmal  der  Theorie  der  algebraischen 
Funktionen  imd  die  Quelle  fast  aller  der  dieses  Gebiet  beherrschenden 
Gesetzmäfsigkeiten;  er  macht  vor  allem  auch  für  die  Eechnung  mit 
den  Funktionen  eines  algebraischen  Körpei^  die  Einführung  der  Divi- 
soren notwendig,  während  dieses  Hilfsmittel  im  Bereiche  der  rationalen 
Funktionen  entbehrt  werden  könnte,  weil  hier,  zwar  nicht  jedem  Prim- 
teüer  selbst,  wohl  aber  dem  Quotienten  zweier  beliebiger  Primdivisoren 
eine  und  nur  eine  lineare  Funktion  von  2  entspricht. 

Ein  ganz  ähnlicher  Unterschied  besteht  nun  in  der  Zahlentheorie 
zwischen  den  rationalen  und  den  algebraischen  Zahlen.  Ist  nämlich  | 
eine  algebraische  Zahl,  d.  h.  die  Wurael  einer  Gleichung 

ax + ««^1  r~' + ■  ■  ■ + «1 1 + «0 = 0 

mit  rationalen  Zahlkoeffizienten,  und  K{i)  der  Körper  der  Zahlen, 
welche  aus  £,  durch  Anwendung  der  vier  rationalen  ßeohenoperationen 
hervorgehen,  so  kann  jedes  Element  von  K{i)  ebenso  wie  eine  ratio- 
nale Zahl  in  Primfaktoren  zerlegt  werden;  aber  diese  Primfaktoren 
sind  hier  im  allgemeinen  nicht  Zahlen,  sondern  Divisoren,  d.  h,  sie 
können  nur  als  „ideale"  gemeinsame  Teiler  mehrerer  Zahlen  oder  durch 
Adjunktion  formaler  Bildungen,  die  aufserhalb  des  Bereiches  K(^) 
liegen,  dargestellt  werden.  Die  grofsen  durch  diese  Eigentümhchkeit 
entstehenden  Schwierigkeiten  wurden  für  Zahlkörper  durch  die  Unter- 
suchnngea  von  Kummer,  Kronecker  und  Dedekind  überwunden. 
Diese  Analogie  wurde  aber  auch  für  Dedekind  und  Weber  der 
Ausgangspunkt  für  eine  völHg  strenge,  mit  rein  arithmetischen  Begriffs- 
bildungen operierende  Theorie  der  algebraischen  Funktionen  (1880),  durch 
welche  im  Zusammenhange  mit  allgemeineren,  aber  im 
weniger  tief  eindringenden  Untersuchmigen  Kroneckers 
gehender  Parallehamus  in  den  grundlegenden  Gesetzen  der  beid 
Gbgenstande  nach  so  verschiedenen  Theorien  offenbart  wurde. 

Aus  einer  Neubegründung  und  Fortbildung  dieser  arithmetischen 
Theorieen  sind  die  hier  vorliegenden  Vorlesungen  erwachsen.  Sie 
unterscheiden  sich  aber  von  der  Theorie  von  Dedekind  und  Weber 
auüer  in  der  Durchführung  im  einzelnen  auch  in  verschiedenen  Punkten 
von  al^emeiner  methodischer  Bedeutung,   welche  hauptsächlich  unter 


weit- 
den  dem 


y  Google 


702  A.chtunddroiftigstc  Vorlosung, 

drei    Gesielitspuukfce   subsumierfc   iverden   können.     Erstens   führen  sie 
von  vornherein  wieder  das  prinzipielle  Hilfsmittel  der  Beilienentwicke- 
limgen   ein,   welches   zui^chst   in   arithmetischer  Gestalt  auftritt,  bald 
aber   auch   dazu    dient,    den   Zusammenhang   mit   der  Lehre   von  den 
analytischen  Funktionen  und  von  der  Riemannschen  Flache  von  Anfang 
au  aufrecht   zu  erhalten;   hierdurch  wird  es  auch  ermögUcht,  alle  auf- 
tretenden Gröfsen,  z.  B.  auch  das  Pundamentalaystem  eines  Moduls  oder 
Ideals  und  die  sämtlichen  Integrale  erster  Gattung,  für  ein  ganz  beliebiges 
algebraisches   Gebilde  wirklich   herzustellen  und   die  charakteristischen 
Eigenschaften    des    Fundameatalsystems    eines    Ideals    vollständig    an- 
zugeben (vierzehnte  Vorlesung).     Zweitens  befreien   sie  die  im  Mittel- 
punkte  der   ganzen  Untersuchui^  stehende  Lehre  von   den  Divisoren 
von   der   Gebundenheit,   die  ihr  noch  eigen  war,  indem  übei-all  aufser 
den  ganzen  auch  die  gebrochenen  Divisoren  eingefiikrt  werden,  indem 
ferner  die  Kl^seneinteilung  ebenfalls  auf  diese  gebrochenen  Divisoren 
bezogen  und  hierdurch  erheblich  vereinfacht  wird,  endlich  indem  durch 
geeignete  Definitionen  äquivalente  Divisoren  aufser  der  Multiplikation  und 
Division  auch  der  Rechenoperation  der  Addition  und  Subtraktion  zuzüg- 
lich gemacht  werden;   hierdurch  kann  vor  allem  auch  der  Beweis  des 
Eiemann-Eocheehen   Satzes   ganz   aufserordentlich  vereinfacht  werden. 
Drittens  wird  auf  der  so  gewonnenen  Grundlage  die  algebraische  Unter- 
suchung nunmehr  weitergeführt  bis   zu  dem  Punkte,  wo  sie  mit  der 
Theorie  der  algebraischen  Kurven  und  der  der  Abelschen  Integrale  in  leb- 
hafte Wechselbeziehung  fcfitt;  dies  hat  u.a.  zu  der  neuen  Einführung  der 
Verzweigungsdivisoren  einer  Schar,  einer  auf  arithmetischer  Grundlage 
ruhenden  Behandlung  der  Kurvenaingularitäten,   einer  im  wesentlichen 
neuen   Gnmdlegung   der  Theorie  der  ßaumkurven,   und   zu  tiefer  ein- 
dringenden  Unter siichungen   Über    die    Klassen    algebraischer    Gebilde 
und  die  Periodizität  der  Abelschen  Integrale  Anlafs  gegeben.     Es  war 
unser  Wunsch   dabei,   der  arithmetischen  Theorie  neben  der   ihr  von 
Natur   eigentümhchen   Strenge  und  Allgemeinheit  auch  diejenige  Ge- 
schmeidigkeit zu  geben,  welche  sie  vor  Einseitigkeit  bewahrt  und  für 
die  Erfüllung   der  zahlreichen  ihr  obliegenden  Aufgaben  fähig  macht. 
Um   dies   an   einem   Beispiele  darzulegen,   werde    hier   erwähnt,    dafs 
die    Lehre    von    den    Divisoren  mit    der    von    Klein    ausgebildeten 
Theorie    der    homogenen    Formen    am    algebraischen    Gebilde    in 
innigsten   Zusammenhang    tritt    und    für    diese    einen    einfachen   und 
von  transcendenten  Hilfsmitteln  freien  Boden  gewinnt.    Eine  in  diesem 
Sinne   ausgestaltete   arithmetische  Theorie   vermag   aber  nach  unserer 
Meinimg  ohne  Mühe  überhaupt  jede  Bereicherung  in  sieh  aufzunehmen, 
die  ihr  von  irgend  einer  Seite  her  zugeführt  wird. 
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